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1 Ketten- und Produktregel

Bisher haben wir die folgenden Ab- und Aufleitungsregeln kennengelernt:

Faktorregel: f(x) = c- g(x) (c € R)

Fx) =c-gx)

F(x) = ¢ F(x)

Summenregel: f(x) = g(x) + h(x)

f(x) = g’(x) + h'(x)

F(x) = G(x) + Hx)

Potenzregel: f(x) = x" (n € R)

f(x) =n-x""1

F(x) =

L . Xn+1(l’l € ]R#:—l)
n+1

f(x) =a*(a>0)

f'(x) =In(a) - a*

_ 1 %
F(x)—ln(a) a

f(x) = e (k € R*?) F(x) =k ek F() = 1 ek

f(x) = In(x) () == F(x) =x-[In(x) — 1] (vgl. A...)
fx) = - f(x) =—— F(x) = In(x)

f(x) = Vx FO0 =5z F) = o2

g Aufgabe 1 (Wiederholung)

Berechne den Ableitungsterm f’(x) sowie den Term der Stammfunktion F(x). Gib jeweils die ange-
wendeten Regeln an.

+ ++ +++ ++++

f(x) = x? — 2x f(x) =x-(3x2—1) f(x) = (2x — x2)? f(x) = M

f(x) = 3x% — i) =x7 (x = 3) ) = = - % (0 = (x+\/—)

feo =12-2* f() =2%(2* =27 | () = (2" +1)? f(x) = 2% (2% + 27%)?
f(x) =3e*—2e7* | f(x)=3" (e2X — e%) f(x) = e - (1 — e~2¥) f(x) = (ezx—e_zx)

g Aufgabe 2 (Schmelzen von Eiszapfen)!

Viele Eiszapfen sind anndhernd kegelférmig, sie unterscheiden sich aber im Volumen und im Ver-
héltnis von Radius zu Lange. Bei Tauwetter ldsst sich beobachten, dass die Lange eines Eiszapfens
bei konstanter Umgebungstemperatur linear mit der Zeit abnimmt. Das Verhiltnis aus Lange und
Radius eines beobachteten Eiszapfens bleibt beim Schmelzen nahezu konstant. Ein kegelformiger
Eiszapfen sei 30 cm lang und oben 2 cm dick. Seine Lange verkiirzt sich nach Beginn des Schmelzens
innerhalb von 50 Minuten auf 19,5 cm.

a)
b)

Begriinde, dassI(t) = 30 — 0,21 - t die Lange des Eiszapfens nach t Minuten modelliert.

Das Volumen des Eiszapfens hangt iber die Volumenformel eines Kegels von seiner Lange 1

ab. Zeige, dass sich das Zapfenvolumen durch V(1) = 5700 13

Bestimme das Volumen V in Abhéngigkeit von der Zeit sowie die zeitliche Anderungsrate des
Volumens zu Beginn, in der Mitte und am Ende des Schmelzvorgangs. Deute das Ergebnis.

©)

1 Fokus Mathematik LK NRW 2011, S. 92
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Aufgabe 3 (Verkettung von Funktionen)

Ziel: Wie lernen nun eine neue Methode kennen, zwei Funktionen - wie in Aufgabe 2 bereits
geschehen - zu einer neuen Funktion zusammenzusetzen.

a) Eine Funktion kann man als einen Automaten betrachten, in den man eine Zahl einwirft und der
daraufhin eine bestimmte Zahl auswirft. Ergdanze die Tabellen.

u:x — u(x) =Vx vix—v(x) =2x+1
Eingabe x Ausgabe u(x) Eingabe x Ausgabe v(x)
4 2 5
100 10 0,2
a 2b-1
3z 2%

b) Man kann zwei Automaten (Funktionen) hintereinanderschalten. In der folgenden Tabelle
kommt zuerst der Automat u und dann der Automat v. In der zweiten Tabelle werden bei glei-
cher Angabe die Reihenfolge der Automaten umgekehrt.

u:xn—)u(x):& ‘ vix—v(x)=2x+1
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
9 3 7
100
a
3x
x-1
eX
vix—v(x) =2x+1 ‘ u;xn—)u(x):&
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
9 19 V19
100
a
3x
x -1
eX
Merke: Diese Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen heifst Verkettung von v und u. Je
nach Reihenfolge ergeben sich im Allgemeinen verschiedene Funktionswerte.
V(ligl()) (lies: ,v von u von x”) u(v(x)) (lies: ,u von v von x“).
u zuerst anwenden v zterst anwenden
u ist die innere, v die dufSere Funktion v ist die innere, u die dufdere Funktion
Beispiel: v(x) = x? und u(x) = e*
u(v(3)) =u(9) = €% v(u@®)) = (e*)? = €5 u(v(x)) = u(x?) = eXZ;V(u(X)) = v(eX) = (e¥)? = %X

c) Esistu(x) =x? [bzw. \/E] und v(x) = x + 1 [bzw. e?X]. Berechne V(u(Z)), u(V(Z)), V(u(—l)) und
u(v(—1)). Gib die Funktionsterme v(u(x)) und u(v(x)) an.

Die Verkettung der Funktionen u und v hat je nach Reihenfolge die Namen
vou (lies: ,, v nach u”) uov (,lies: unach v*)
(Vveu)(x) =v(u(x)) uov: X u(v(x))

d) Bestimme zu u(x) = x2[bzw.In(x)] und v(x) = 3x [bzw. %] die Funktionsterme von uev und veu.
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Aufgabe 4 (Die Ableitung einer Verkettung von Funktionen)

Ziel: Es soll eine Regel fiir die Ableitung einer Verkettung f(x) = u(v(x)) gefunden werden, falls
die Ableitungen von u und v bekannt sind.

In der Tabelle werden nur Verkettungen f(x) = u(v(x)) untersucht, die man nach Umformen des
Funktionsterms mit den schon bekannten Ableitungsregeln ableiten kann.

Beispiel: f(x) = (3x)2 ist eine Verkettung. Wie lautet die Ableitung? f kann man ohne Verkettung
schreiben: f(x) = 9x2. Die Ableitung ist: f'(x) = 18x.

a) Erginze die Tabelle. In der rechten Spalte liegt das eigentliche Problem!

f(x) f'(x) | f als Verkettung Wie ergibt sich f'(x) direkt aus der Verkettung?
952 18x v(x)=3x u(x)=x2 2:(3x)! = 6x ist falsch; Korrekturfaktor?
X fx)=u(v())=3x)? | 18x=2(3x)! -
v(x)= u(x)= 2(2x)t =
e 2 fg=uvp)) = @92 | 8x=
veg= ux)=
b f(9=u(v()=@x+1)?
V)= u)=
rxerd F(9=u(v(9)=(e+1)?
)=
(

b) Aus der Tabelle kann man eine Vermutung zur Ableitung einer Verkettung erschliefien. Ergdnze
die Worte ,innere(n)” bzw. ,duflere(n)”.

Vermutung: Leite zundchst die Funktion ab. Behandle dabei die
Funktion als Variable. Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der
Funktion.

c) Beurteile, ob hier richtig abgeleitet wurde und korrigiere sie gegebenenfalls.

fx) =(6x+4)% f(x) =2 -(6x+4):6 o richtig o falsch. Korrektur: £"(x) =
f(x) = 2x—4)3 f(x) =3 - (2x — 4)? o richtig o falsch. Korrektur: f'(x) =
fx)=2x—4)3%fx) =3 -2x—4)2 o richtig o falsch. Korrektur: f'(x) =
) =&2+7D5 X =2 -x*+7)-2 o richtig o falsch. Korrektur: f'(x) =

d) Lose Aufgabenteil c) aus Aufgabe 2 unter Nutzung der obigen Vermutung,.

Kettenregel: Ist f(x) = u(v(x)) eine Verkettung von u und v, dann kann man die Ableitung fol-
gendermafien erhalten: f'(x) = u’(v(x)) v (x%).

Beispiele:

a)fx) =(G-30*=uvx);ux =x* = uv'Kx) = 4x3;v(x) =5-3x=> Vv (x) = -3

F) =u(vx) vE) =u(G-3x) v =4-(5-3x)3%(-3) =-12-(5-3x)3

b) f(x) = e!* = u(v(x)); ux) =e* 2 u'(x) = e vx) =kx=>v(x) =k

f'(x) = u'(v(x)) v (x) = u(kx) vV (x) = ek =k-ekx

o) f(x) = x21+1 =u(v(x));u(x) = i =x1su®Xx=—=x%4vx)=x2+1>vVv(x) =2x
2X

F)=u(v®) v =uE+1) v(x) =—-(x*+1)"2-2x = e
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Aufgabe 5 (Anwendung der Kettenregel)

Berechne den Ableitungsterm f’(x). Dabei ist ¢ eine differenzierbare Funktion.

+ o o+ Tt
f(x) = (x+ 1)* ) =4-G2+D* | ) = (9(x)? () = =7
f(x) = In(2x) f(x) = (;-;)2 f(x) = In(p(x)) f(x) = In(vX)
f(x) = ¥ f(x) = —3e 2x1 f(x) = e®® f(x) = eV

fx) = (8x+1)3 | f(x) = In(x?) f(x) = Jox) f(x) = In(In(x))

Die von einer Bakterienkultur tiberdeckte Flache wichst pro Tag um ca. 10 %. Zu Beginn ist die
Fldache etwa 5 cm? grofs.

Aufgabe 6 (Bakterienwachstum)

a) Begriinde, dass es sich um exponentielles Wachstum handelt.

b) Bestimme die Fliche der Bakterienkultur fiinf Tage nach Messbeginn bzw. drei Wochen vor
Beginn der Messung, wenn man von exponentiellem Wachstum ausgeht.

c) Ermittle die mittlere Anderungsrate in den ersten vier Wochen.

d) Berechne, wann die momentane Anderungsrate erstmals 10 cm3 pro Woche betrégt.
g Aufgabe 7 (Aussagen zur Schar von Logarithmusfunktionen)?

Gegeben ist die Schar von Funktionen f, mit f,(x) = In(ax) (a # 0).

Begriinde folgende Aussagen:

(1) Die Steigung des Graf von f, ist unabhéngig von a.

(2) Allen Grafen der Schar sind fiir a > 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton wachsend.
(3) Allen Grafen der Schar sind fiir a < 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton fallend.

(4) Alle Grafen der Funktionsschar sind rechtsgekriimmt.

Gegeben ist die Funktionen f mit f(x) = In(x? + x).

Aufgabe 8 (Kurvenuntersuchung)

a) Berechne den Definitionsbereich von f und skizziere den Grafen mit dem GTR.

b) Untersuche f rechnerisch auf Nullstellen und lokale Extremstellen.

0

) Bestimme die Stelle a, an welcher der Graf die Steigung -1,5 hat.

d) Ermittle die Tangente an den Grafen an der Stelle 2 und ermittle mithilfe des GTR alle Schnitt-
punkte des Grafen von f mit dieser Tangente.

2 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)



¥

Aufgabe 9 (Beweis der Kettenregel)
Mithilfe der folgenden Abbildung und der nachfolgenden Definitionen kann die Kettenregel bewie-

sen werden.

F 3
vixti =z + ik

vix) =z

¥ ﬂzl

v(x+h) —v(x)

k 4

iz HE) e

u(z +k)—u(z)

wizy . :

Zh & Z+.'i::

[x;x + h] =m,[x;x + h]

Mittlere Steigung von v iiber dem Intervall

Mittlere Steigung von u iiber dem Intervall
[z;z+ K] =my[z;z + K]

_ v(x+h)-v(x)
- h

_u(z+k)—u(z)
B k

Ableitung von v an der Stelle x = v'(x)

Ableitung von u an der Stelle z = u’(z)

— lim v(x+h)-v(x)
h-0 h

k-0 k

a) Bringe die folgenden fiinf Blocke in die richtige Reihenfolge. Begriinde die Reihenfolge.

Mittlere Steigung von f mit f(x) = u(v(x)) iiber dem Intervall [x;x + h] = m¢[x; x + h]

_u(z+k)-u(z) k
- k h h

_ uvx+h)-u(v(x)

_ u(z+k)-u(z) . v(x+h)-v(x)
- Kk h

f(x+h)—f(x) _ u(z+k)-u(z) . l_(
h o h Kk

[v(x) = zund v(x + h) = z + k und Erweiterung mit E]

b) Bringe die folgenden vier Blocke in die richtige Reihenfolge. Begriinde die Reihenfolge.

Ableitung von f an der Stelle x = f'(x) = %ling) mg¢[x; x + h]

=u'(v(x) v (x)

=u'(z) -v'(x) [Setzez = v(x)]

T u(z+k)—u(z) . v(x+h)-v(x)
- 11112(1) [ K h ]
k-0

— lim u(z+k)—u(z) 1im v(x+h)—-v(x)
h-0 k h-0 h

c) Fiihre den Beweis fiir f mit f(x) = e3* durch. Uberlege zunachst, was v(x) = z, u(z) und k sind.
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Aufgabe 10 (Ableitung eines Produktes zweier Funktionen)3

Ziel: Es soll eine Regel fiir die Ableitung eines Produktes f(x) = u(x) - v(x) gefunden werden,
falls die Ableitungen von u und v bekannt sind.

a) Peter sucht eine Ableitungsregel fiir das Produkt zweier Funktionsterme. Dafiir schreibt er die
Potenzfunktion f mit f(x) = x° in ein Produkt mit den Faktoren u(x) = x? und v(x) = x*. Weise
nach, dass f'(x) # u'(x) - v'(x) gilt.

b) Nachdem er erkannt hat, dass im Allgemeinen f'(x) # u’(x) - v'(x) gilt, tiberlegt Peter, dass der
Exponent beim Ableiten einer Potenzfunktion immer um eins verringert wird. Er vermutet da-
her, dass nur ein Faktor abgeleitet wird. Vervollstindige daftir folgende Tabelle.

f(x) =u(x) - v(x) u’(x) - v(x) u(x) - v'(x)
x® =xt-x° 1-x°>=x° x! - 5x* = 5x°
x® = x? - x* 2x - x* = 2x°

<6 = x3 %3

<6 = x* . x2

<6 = x5 - x1

Stelle mithilfe der Tabelle eine Vermutung fiir die Formel fur die Ableitung der Funktion f mit
f(x) = u(x) - v(x) auf. Uberpriife die Giiltigkeit der Formel auch fiir andere Potenzfunktionen.

Produktregel: Sei f(x) = u(x) * v(x) mit den differenzierbaren Funktionen u und v. Dann gilt fiir
den Ableitungsterm f'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x).
Beispiele:

a)fx) =2+ 1)e?ukx) =x2+ Lu' ) = 2x;,v(x) = e72%; v'(x) = —2e 2 (Kettenregel!)
FX)=u® vX)+u®) - v(x)=2x e 2 +(x2+ 1) (=2)-e?* = (—2x% + 2x— 2)-e &

b) f(x) =x-(2x+ D3u®) =xu'®) =1Lvx) = 2x+ 1)3%v(x) =6+ (x3 + 1)? (Kettenregel!)
fFR)=u vxX)+ux) v =1-Q2x+1)3+x-6-2x+1)?=02x+1+6x) x>+ 1)?
=Bx+1)- x>+ 1)

Ofx)=x?>—4)-In(x); ux) =x*>— 4u'® =2x;,v(x) = In(x); v(x) = i
) =u® v(xX)+u®) v =2x -Inx) + (x% - 4) i =2x -In(x) +x —z

¥

Aufgabe 11 (Anwendung der Produktregel)

Berechne den Ableitungsterm f’(x) unter Anwendung der Produktregel.

+ ++ +++ ++++

fx) =x-(x+1)3

f(x) = (x2 +2x—1) - ¥

f(X) — X2 . e—0,5x+2

fi(x) = tx- e

f(x) =x-e*

f(x) = x-In(x)

_ (x2+1)"

f(x)

f(x) = x- 23

3 Idee aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)
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Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)

Kurzform eines Beweises zur Ableitung eines Produktes (u - v) von Funktionen:
Binomische Formel: (u + v)2 = u?+ 2 - u-v + v2

Beide Seiten ableiten: ¥ J ¢

M2-w+v) - u+v)=2-u-u+2-Uv)+2v- Vv

Qu+v) - W+v)y=u-u +@-v)+v- Vv
Guv+uv+vu+v-v=uu+@v)+v- v

@uv+uv =@ v

Erldutere, ...

e warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term (u + v)" und auf der rechten Seite die Terme
u” und v~ stehen.

e warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das
Produkt (u - v) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird.

¢ welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 durchgefiihrt wurde.

¢ nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde.

e wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere Zeile (4) in Deinen eigenen Worten.



2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Kurvenuntersuchung ohne Sachzusammenhang

Manche Eigenschaften einer Funktion lassen sich am Funktionsterm ablesen, anderen kénnen aus
den Verlauf des Grafen ermittelt werden. Dazu zdhlen vor allem Extremstellen, Wendestellen und
das Steigungs- und Kriimmungsverhalten. In der folgenden Grafik sind die wichtigsten Verfahren
einer Kurvenuntersuchung dargestellt.

& ﬁ Nullstellen
J f(x)=0

-

Extrempunkte

symmetrie

fx) = fl=x)

C g Achsen-

far x; > x,
gilt

1/ ’_ flxg) > flxp)
far x; > x;
gilt

I floxg) < Flxp)

f'(x) = 0 und
f'(x) =0

f'(x) = 0 und
VZW bei f'(x)

Punkt- Symmetrie
symmetrie
flx) = =fl-x)

|

Funktionen und Graphe

Untersuchung von

Elgenschaften zur
n

Monotonie

hﬂendepunkte

Linkskurve U
f'ix) >0 #
Krimmungs- | Rechtskurve /(3—
verhalten 04 <0 |4—"—
f'ix)=0
4 und f(x)+ 0

} f'(x) = 0 und

Flacheninhalte a

b
A= 1[flx)dxI ‘D‘

\ VZW bei f"(x)

Aufgabe 1 (Verhalten an den Ridndern)

Bei zusammengesetzten Funktionen gelten besondere Regeln beim Randverhalten:

Xn
= =x":e X strebt fiir

X — +00 gegen

X — —oo gegen

eX
n€ N und n ungerade 0 —o0
n€ N und n gerade 0 0

x" - eX strebt fiir

X = 400 gegen

X & —o0 gegen

ne N

+ 00

0

| Merke: Fiir x - +00 dominiert e* iiber x".

x™ - In(x) strebt fiir

X = 0 gegen

X = +00 gegen

neEN,n>1

0

— 00

In(x) _

o X" - In(x) strebt fiir

x = 0 gegen

X = —oo gegen

neEN,n=>1

—00

0

‘ Merke: Fiir x > +00 und x » 0 dominiert x™ iiber In(x).

Uberpriife die Tabelleneintrage anhand passender Beispiele mithilfe Deines GTR.
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Aufgabe 2 (Grundaufgaben)

a) Bei jeder Kurvenuntersuchung muss in der Regel mindestens eine Nullstellenuntersuchung
durchgefiihrt werden. Gib moglichst viele Belegungsmoglichkeiten fiir die Variablen c und k

an. so dass der folgende Term den Wert Null annimmt: ¢ - (eX — 1) - 2=

m.
b) Berechne die Nullstellen folgender Funktionen.
+ ++ +++
fx) = (x+4)-e f(x) = (x> = 7x + 6) - e f(x) = (e2*—9eX+8)- (e *—1)
fx) =x-+13 - x2-9) |f(x) =(*-1)-e** f(x) = x?-eX —5x-e* + 4 e*
c) Untersuche die Grafen folgender Funktionen rechnerisch auf Symmetrie.
+ ++ +++
f(x) = e?"*6 f) =x*+x72+4 f() = x- (e + 9
fx) =e ™ te* f(x) = (x> +x3 —22,5%) - x° f(x) = e * — e*

d) Berechne die Extrem- und Wendestellen der Funktion f.

+ ++ +++
fx)=(x—7) e* f(x) = x%-e7¥ f(x) = x+In(2x + 1) (GTR)
f(x) = (x2 —9) - e* f(x) = x-In(x) f(x) = (x? — 4) - In(x) (GTR)

1
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 10x - e 2".

Aufgabe 3 (Kurvenuntersuchung)

a) Berechne die Null-, loaklen Extrem- und Wendestellen und untersuche den Graphen auf sein
Krimmungsverhalten sowie auf sein Verhalten im Unendlichen. Skizziere den Grafen von f
mithilfe dieser Ergebnisse.

b) Ermittle die Gleichung der Tangente im Wendepunkt und bestimme den Schnittpunkt der
Wendetangente mit der x-Achse.

1
c) Zeige, das die Funktion F mit F(x) = —20(x + 2) - e"#" eine Stammfunktion zu f ist.

d) Berechne mithilfe von F den Fldcheninhalt der Fliche, den der Graf von f mit den beiden
Koordinatenachsen und der Geraden x = 10 einschlief3t.

e) Der Graf von f schliefst mit der x-Achse tiber dem Intervall [0; a] eine Flidche ein. Ermittle mithilfe
des GTR, fiir welchen Wert fiir a diese Fldache den IFldcheninhalt 35 besitzt. Berechne den
Flacheninhalt der unbegrenzten Fldche, den der Graf von f mit der positiven x-Achse einschliefst.

Auf dem Intervall [0; 5] ist der Graf der Funktion f A
mit f(x) = e™ gegeben. Der Punkt P(a/f(a)), der Koordi-
natenursprung und die Punkte (0/f(a)) und (a/0) schlie- 1'<X) e
3en fiir a > 0 sind Ecken eines Rechtecks.

Aufgabe 4 (Extremwertaufgabe)

\ Aol

Untersuche fiir welchen Wert fiir a das Rechteck einen 0 1 2 3 4 5
maximalen Flacheninhalt einschlief3t. ‘ ‘ ‘ ‘
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Aufgabe 5 (Kurvenuntersuchung einer Funktionsschar)
Gegeben ist die Funktionsschar f; mit f,(x) = (2x + 3t) - eX*1.

Bestimme die Schnittpunkte mit beiden Koordinatenachsen in Abhéngigkeit von t.
Untersuche den Grafen der Funktionsschar auf sein Verhalten im Unendlichen.
Berechne die Extrem- und Wendepunkte in Abhéngigkeit von t.

Ermittle t so, dass der Punkt P(—1/4) auf dem Grafen von f; liegt.

Beschreibe die Verdnderung der Extrempunkte bei der Erhchung von t.

Bestimme die Ortskurve, auf der die Extrempunkte des Grafen von f; liegen.

Aufgabe 6 (Kurvenuntersuchung einer Logarithmusfunktion)
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x* — e x) - In(x).

Gib den Definitionsbereich von f an.

Berechne die Schnittpunkte des Grafen mit der x-Achse sowie die Extrem- und Wendepunkte.
Begriinde, dass f(x) — 0 fiir x — 0 gilt.

Bestimme rechnerisch die Gleichung der Tangente im Punkt P(e/f(e)).

Ermittle unter Zuhilfenahme des GTR den Fldcheninhalt der Flidche, die vom Grafen von £, von
der Tangente im Punkte P(e/f(e)) und der y-Achse eingeschlossen wird.



Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang

¥

Aufgabe 1 (Wachstum einer Pflanze)*

12

Wenn die Funktion f als Modell fiir einen Sachzusammenhang dargestellt wird, lassen sich viele
Fragen im Sachzusammenhang mithilfe der Funktion f beantworten, indem man z. B. die charakte-
ristischen Punkte, das Monotonie-Verhalten, die Kriimmung oder das Integral betrachtet. In der fol-
genden Abbildung wird die Wachstumsgeschwindigkeit einer Pflanze in Abhidngigkeit von der Zeit

dargestellt.
A Wachstums- Dem Hochpunkt kann
geschwindigkeit man hier die maximale
(in ﬁ) Wachstumsgeschwin-
2T digkeit entnehmen.
H

Zeit
in Wochen)

0

Die von der x-Achse, dem

Graphen und der Gerade
X =4 eingeschlossene
Flache entspricht hier
dem Wachstum in den
ersten vier Wochen.

Dem Wendepunkt

kann man hier die maxi-
male Abnahme der
Wachstumsgeschwin-
digkeit entnehmen.

Dabei entsprechen bestimmten Fragen im Sachkontext mathematische Fragestellungen, die dann
mit Hilfe von Rechenverfahren gelost werden:

Frage im Sachzusammenhang

Frage bei
der Kurvenuntersuchung

Mogliche Rechenverfahren

Wann ist die Wachstumsge-
schwindigkeit am grofsten?

Wo erreicht die Funktion f ihr
Maximum?

Untersuchen auf Hochpunkte
und das Verhalten von f an den
Definitionsrandern.

Wann nimmt die Wachstumsge-
schwindigkeit am meisten ab?

Wo und wann erreicht die
Ableitung von f ihr Mini-

Untersuchen auf Wende-
punkte und das Verhalten von

mum?

f” an den Definitionsriandern

Wie viel ist die Pflanze in den
ersten vier Wochen gewachsen?

Welchen Flacheninhalt
schlieSt der Graph von f mit
der x-Achse iiber dem Inter-

vall [0; 4] ein?

Berechnung  des
[ f(©dt

Integrals:

Wie hoch ist die durchschnittli-
che Wachstumsgeschwindigkeit
innerhalb der ersten 4 Wochen?

Welchen Mittelwert hat die
Funktion f im Zeitintervall [0;

412

Berechnung des Mittelwertes
der Funktion mithilfe des

4
Integrals: 2 [ f(t)dt

Beantworte die Fragen in der Tabelle, falls die momentane Wachstumsgeschwindigkeit einer
Pflanze durch die folgende Funktionsgleichung beschrieben wird: f(t) = 5t-e~%t > 0.

4 Idee aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)




13

Aufgabe 2 (Abituraufgabe 2015)

In der Néahe einer Stadt liegt ein Windpark. Sowohl der Bedarf dieser Stadt an elektrischer Leistung
als auch die in dem Windpark erzeugte elektrische Leistung zeigen einen durch Untersuchungen
belegten typischen zeitlichen Verlauf und werden modellhaft fiir den Zeitraum von 6.00 bis 18.00
Uhr durch die beiden Funktionen f (Bedarf) und g (Erzeugung) mit den Gleichungen

f(t) =5 (4t+9)- e 5 (0 < t < 12) und g(t) = Gtz + 5)-e—%'t 0<t<12)

beschrieben (t in Stunden, f(t) und g(t) in Megawatt). Der Zeitpunkt t = 0 entspricht dabei der Uhrzeit
6.00 Uhr morgens. Die Graphen der Funktionen f und g sind im Folgenden dargestellt.

1 f(t), g(t) in Megawatt

1114 / g
10 /,/
° e
] 74\

o)}
~

T T
-

___.’
4
3
2
1
t in Stunden
4 >

of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a) (1) Beschreibe anhand der Graphen der Funktionen f und g den zeitlichen Verlauf, der von der
Stadt benotigten und der von dem Windpark erzeugten elektrischen Leistung.
(2) Berechne die prozentuale Steigerung des Leistungsbedarfs der Stadt zwischen 6.00 Uhr und
8.00 Uhr.
(3) Bestimme (ohne GTR) auf die Minute genau, in welchem Zeitraum der Leistungsbedarf der
Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann.

b) (1) Ermittle rechnerisch, um wie viel Uhr der Leistungsbedarf der Stadt am grofiten ist, und
berechne diesen maximalen Leistungsbedarf.
(2) Bestimme die Uhrzeit, zu der sich der Leistungsbedarf der Stadt betragsméfiig am stédrksten
andert.
1 1
[Zur Kontrolle: f'(t) = 2 (% — t) e st und f7(t) = 2 (t - ﬁ) e” 9"

9 81
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Wenn durch eine auf R differenzierbare Funktion h der Leistungsbedarf eines Verbrauchers gege-
ben ist, dann wird der resultierende Energiebedarf dieses Verbrauchers im Zeitintervall [a; b]

durch fab h(t)dt dargestellt.

1
¢) (1) Weise nach, dass die Funktion F mit der Gleichung F(t) = — g - (4t + 45) - e~ 5" eine Stamm-

funktion von f ist.

(2) Berechne den Gesamtbedarf der Stadt an elektrischer Energie [in Megawattstunden] fiir den
betrachteten 12-Stunden-Zeitraum.

(3) Das Intervall [ti; t2] sei der Zeitraum aus Teilaufgabe a) (3), in dem der Leistungsbedarf der

Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann. Es gilt: fttlz [f(t) —g(p]dt = 11,4

und Olz[f(t) — g(t)]dt = 4,1. Interpretiere diese Tatsache im Sachzusammenhang.

(4) Der Windpark soll so vergrofiert werden, dass die dort erzeugte Leistung, die dann durch
die Funktion Ly mit Ly (t) = k- g(t) (0 <t <12 und k > 1) beschrieben wird, den Leistungsbedarf
der Stadt wahrend des betrachteten 12-Stunden-Zeitraums deckt. Ermittle den kleinsten Wert
von k, fiir den dieses Ziel erreicht wird.



3 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Kompetenzen im Bereich der hilfsmittelfreien Aufgaben

g 5
¢ e
Ich kann ... 2 o | 7
£ 2] 2
o- B —
Ableitungsterme mittels Ketten- und Produktregel bestimmen. la
Ableitungsterme geometrisch deuten. 1b
ohne Rechnung Graf und Funktionsterm begriindend zuordnen. 2a
ein Integral einer zusammengesetzten Funktion bestimmen. 2b
eine Gleichung einer Tangente an den Grafen berechnen. 3
Nullstellen und Stammfunktion zusammengesetzter Funktionen bestimmen. | 4a, b
eine Extremwertaufgabe am natiirlichen Logarithmus lgsen. 5
zusammengesetzte Funktionen auf Symmetrie untersuchen. 6

Kompetenzen im Bereich der Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

g .
cHE

Ich kann ... :;D 5 5

IR
: g -

Funktionswerte berechnen und im Sachkontext deuten. 7a

einen Funktionsgraf einer Funktionsschar zeichnen. 7b,8g

Schnittstellen mit dem GTR berechnen und im Sachkontext deuten. 7c

mittels Ketten- und Produktregel Ableitungsterme berechnen. 7d £, 8c f

ein globales Maximum im Sachkontext bestimmen. 7d

einen stdrksten Anstieg im Sachkontext ermitteln. 7e

Grafen einer Funktionsschar auf Monotonie untersuchen. 7g

Verdnderung des Scharparameters auf den Grafenverlauf untersuchen. 7h

Integralwerte zusammengesetzter Funktionen berechnen und interpretieren. | 7i

die Bedeutung einer Integralfunktion (Wirkungsfunktion) angeben. 7i

von Funktionsscharen Schnittstellen mit den Achsen berechnen. 8a

eine Funktionsschar auf Symmetrieeigenschaften untersuchen. 8b

eine Funktionsschar auf das Verhalten an den Rédndern untersuchen. 8b

parameterabhingige Flichen berechnen 8d

uneigentliche Intergrale von Funktionsscharen berechnen. 8e

parameterabhingige Wendepunkte einer Funktionsschar berechnen. 8f

eine Gleichung einer Geraden aufstellen, die durch drei Punkte geht. 8g

eine parameterabhingige Extremwertaufgabe l5sen. 8h
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& Teil I: Hilfsmittelfreier Teil
Aufgabe 1 (Funktionseigenschaften)

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = 3x - e?**1,

a) Berechne die erste und zweite Ableitung von f und den Wert der ersten und zweiten Ableitung
an der Stelle x = 0.

b) Interpretiere die Werte f'(0) und f(0) in Bezug auf den Verlauf des Grafen von f bei x = 0.

Aufgabe 2 (Funktionen)

a) Die Abbildung zeigt den Ausschnitt des Grafen einer Funktion f. Auf 4
den Koordinatenachsen sind keine Einheiten angegeben. Begriinde
(ohne Rechnung), dass keine der beiden folgenden Funktionsvorschrif-
ten zu dem dargestellten Grafen gehoren kann: f;(x) = (x —2)-e™*

und f,(x) = (x + 2) - eX. \\/

b) Berechnefol(e‘2X + 2x3 4 5)dx.

\ Ko

Aufgabe 3 (Tangente)
Gegeben ist eine Funktion f durch f(x) = e* (x € R). Zeige, dass die Tangente t an den Grafen der
Funktion f im Punkt P(1 | f(1)) durch die Gleichung t(x) = 2 - e - X — e beschrieben wird.

Aufgabe 4 (Nullstellen und Stammfunktion)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f mit f(x) = e* - (x* + 2x).
a) Bestimme die Nullstellen der Funktion f.

b) Zeige, dass die in R definierte Funktion F mit F(x) = x? - e* eine Stammfunktion von f ist. Gib
eine Gleichung einer weiteren Stammfunktion G von f an, fiir die G(1) = 2e gilt.

Aufgabe 5 (Logarithmus und Extremwertaufgabe) X, \
In einem Koordinatensystem (vgl. Abbildung rechts) werden 1 \\ £(x)=-In(x)
alle Rechtecke betrachtet, die folgende Bedingungen erfiillen: \ |
e Zwei Seiten liegen auf den Koordinatenachsen. _0"75 \(X/ -In())
e Ein Eckpunkt liegt auf dem Grafen von f mit der Gleichung O‘ £ \ _

f(x) = —In(x) mit 0 <x<1. ¥ \

|

Die Abbildung rechts zeigt ein solches Rechteck. Unter den be- 0,25 N\
trachteten Rechtecken gibt es eines mit grofstem Flacheninhalt. N\ ]
Berechne die Seitenldngen dieses Rechtecks. ol 025 0,5 0'575 1 >

Aufgabe 6 (Symmetrie)

Untersuche die Funktionen f, g und h mit f(x) = exX’, gx) =x- eX’ und g(x) = x? - e¥ auf Symmetrie.
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 7 (Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang)

Eine Firma berechnet die tdglichen Verkaufszahlen eines Handymodells, das neu eingefiihrt wird,
modellhaft mit der Funktionsgleichung fi (t) = k- (t — 15) - e7%%¥* + k- 15 (k> 0; t: Anzahl der Tage
nach Einfithrung des neuen Modells; f(t): Handys pro Tag).

Sei im Folgenden zunéchst k = 200.

a)
b)
c)
d)

Bestimme f,(,(9) und gib die Bedeutung des Wertes im Sachzusammenhang an.
Stelle den Grafen zu f;(, grafisch dar.
Untersuche, fiir welchen Zeitraum mehr als 9000 Handys pro Tag verkauft werden.

Bestimme ', (t) und ;4 (t) und berechne den Zeitpunkt, zu dem die tdgliche Verkaufszahl
maximal ist und gib die maximale tdgliche Verkaufszahl an.

Ermittle den Zeitpunkt, an dem die téglichen Verkaufszahlen am stérksten ansteigen.

Bestimme ' (t) und " (t) und zeige, dass der Zeitpunkt, fiir den die tagliche Verkaufszahl ma-
ximal ist, unabhéngig von k ist.

Zeige, dass der Modellfunktion fy zufolge die Verkaufszahlen fiir alle k > 0 standig sinken, nach-
dem sie die maximale Verkaufszahl erreicht haben.

Untersuche, wie sich der Graf von fy bei steigendem k dndert.

Weise nach, dass Fy mit F (t) = k- (—8500 — 100t) - e %%t 4 15 - k - t ein Stammfunktion von fj

ist und berechne | 0100 fi(t) dt und ﬁ : fowo fi(t) dt. Interpretiere die Integralwerte im Sachkon-

text. Gib die Bedeutung der Funktion W mit W(t) = [ ‘

115 k(X)) dx (t 2 115) im Sachzusammen-

hang an.

Aufgabe 8 (Funktionsschar ohne Sachzusammenhang)

Gegeben ist eine Funktionenschar f; mit f,(x) = tx - e ¥ (t#0).
&

a)
b)

Bestimme die Schnittpunkte der Grafen mit den Koordinatenachsen.

Untersuche die Funktionenschar auf mogliche Symmetrieeigenschaften und bestimme das Ver-
halten des Graphen fiir x — +o0 und x — —oo.

—X

Zeige, dass Fy mit Fi(x) = — %e * eine Stammfunktion von f; ist.

Berechne den Inhalt der Fliache, die von der x-Achse, dem Grafen von f; und der Geraden x = a
mit a > 0 eigeschlossen wird.

Zeige, dass der Inhalt der Fldche A aus d) fiir a — + einen endlichen Wert annimmt.

Zeige f,"(x) = 2t- (3x + 2x3) - e, Ermittle die Wendepunkte von f; in Abhdngigkeit von t.

Eine Gerade g schneidet den Grafen der Funktion f; in allen Wendepunkten. Stelle den Grafen
von f4 und g grafisch dar. Berechne die Gleichung der Gerade g.

Die Punkte A (0/0), B (a/0) und C (a/fs(a)) bilden ein Dreieck (a > 0). Berechne den Wert fiir a,
fiir den dieses Dreieck einen maximalen Fldcheninhalt hat.



Losungen:

1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 1
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Faktorregel (F), Summenregel (S), Potenzregel (P), Konstantenregel (K), Ableitung von ekx bzw. ax
(EXP), Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktion (LN).

+ ++ +++ ++++
2
() =x-(3x% - 1) f(x) = (2x — x2)? ) = 920 = (22
— 2 _
f,(x)—_Zx 2 — 3% — x = 4x? — 453 + x4 _a- )2_ (_2)+1
FGo = f(x) =9x% -1 f'(x) = 4x3 — 12x% + 8x x X x
F(X)=§x3—2x Flx) = 3x% — 142 OO = L5 — gt 4453 f(x)—Zx—Z
F S P K (X)_ZX _EX (X)_EX -X +§X F(X)Z—X —X + X
F,S P F,S, P FSPK
— -1 _l VX 2
f(x) = 3x2 —= 0 =x 2 (X X) f(x) = % _¥X _ 05 _ 405 f(x) = B Lo =(Vx+1)
- =1-x" X X _
PG = 353 +x72 FO) = 2% = 2 F(x) = 0,5x705 4 0,5x715 =X +_2\/_ 1.
F(x) = —3x7' —In(x) ’ 1 F(x) = 2415 — 2x05 Feo = 1 X 4
F,S, P F(x)=x+x‘1—x+; s p 3 F(x) = —x + = x15+x
F,S P, K ’ F,S, P, K
f(x) = 2%+ (2% + 27%)?
=2%-[(29%+ 2+ (27%)?]
f(x) = 2%(2% — 27%) f() = (2% + 1) = (@) +2-2% + 2% 27
f(x) = 122X =2 —1=(2)*-1 | =(2%*+2-2%+1 =8 +2-2 4+27
f(x) = 12In(2) - 2% =4%—1 = 4% 422541 ;(8)+12'(£2;)+82'521 -
F(x) = 2. 2% f(x) = 1n(4) 4% f(x) = ln(4) 4% + 21n(2) - 2% (x) = 1n(8) - X+ n(2) -
In(2) F(x) = 4% _x F(x) = 4% 4 X4y 2%+ ln(O 5)-0,5
F, F, EXP ln(4—) 1r1(4) ln(Z) F(x) = 8% + COX 4
S, EXP, K F, S, P, EXP, K B l“(s) ln(z)
X
ln(O,S)
F,S, EXP, K
f( ) _ (ezx_e ZX)Z
f(x) =3 ezx—% — a2X. (] — a—2X _ [eF- e'z" 2
f(X) = 3ex - 2e—x 2xX ( —2X ¢ ) f(X)ZX ¢ (1 € ) - ( e2x )
£(x) = 3e* + 2e™ =3 — e se 1 = (1—e™*)?
_ X —x f’(X) = 3(2e2x + Ze—Zx) f’(X) = 2e%* 1 _ —4x -8x
F(x) = 3e* + 2e 1o 1 o F(x) = 0,5¢2 — =1-2e%+e
F, S, EXP F(x) =3 (Ee *+oe X) c )](ZX;’ o € f'(x) = 8e™** — Be~8x
F,S, EXP, K ik F(O) = x+ e — ™%
E, S, P, EXP, K
Aufgabe 2
10,5
a) 1(t) = Startldnge - Langenverlust pro Minute =30-30 ——-t=30-0,21"-t
1 2 T 3
b)Esgﬂt—— 30 = konstant = V(1) ——G 1——11( ) l=—"1
3 \30 2700
o) f(t) = V(I(t) = 57 (30 = 0,21-1) 3 = =~ (30° = 3-30%- 0,21 t+3-30-0,212 - t2 — 0,213%)

i
f(t) ===="(-3- 302 021+2-3-30- 0212 t—3-0,213t?)

2700




= —0,21-3-2%- (302—-2-30-0,211 -t + 0,21%t2) = —0,21-3-2%-(30—0,21-02
£(0) = —0,21-3-——-900 ~ —0,66, (71,5) ~ —0,16; (143) =0

2700

Es gilt fiir den Ableitungsterm: f'(t) = —0,21-3-(30 — 0,21 -t) *71

Aufgabe 3
u: X — u(x) = Vx vix—v(x)=2x+1
Eingabe x Ausgabe u(x) Eingabe x Ausgabe v(x)
4 2 5 11
100 10 0,2 1,4
a Vva 2b-1 4b -1
3z 3z 2X 2:2%+1
u:x — u(x) =Vx ‘ vix—v(x) =2x+1
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
9 3 7
100 10 21
a a 2Va+1
3x V3x 2V3x+1
x-1 x—1 2Vx—1+1
ex \/? = 0,5% 2. 05% +1
vix—v(x)=2x+1 ‘ u: x — u(x) = Vx
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
9 19 V19
100 201 V201
a 2a+1 V2a+1
3x 6x+1 Vex + 1
x-1 2x—1 2x—1
ex 2e¥ +1 V2eX +1

w: x — u(x) = x? |

vix—vx)=x+1

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

-1 1 2
2 4 5
X x? x?+1

vix—vx)=x+1 |

u:x — ux) =x

2

Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u

-1 0 0
2 3 9
X x+1 (x+1)2

u:x — u(x) = Vx ‘

vix — v(x) = e?¥

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

-1 nicht definiert nicht definiert
V2 eV2
Vx 2VX
vix > v(x) = e?¥ | u:x — ux) = Vx
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
-1 e_z 1

Je?

_e—




20

2 e [o# = o2
X e* VJex = 05%

u: x — u(x) = x?

| v:x — v(x) = 3x

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

X

Ausgabe Automat v
x? 3x2

v:x— v(x) = 3x

| u: X — u(x) = x?

Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u

X

3x 9x?2

u: x — u(x) = In(x)

V:X'—>V(X)=§

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

X

1
In(x)

In(x)

V:X'—>V(X)=§

u: x — u(x) = In(x)

Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u

1
h : In(; ) =~ In()
Aufgabe 4
f(x) f'(x) | f als Verkettung Wie ergibt sich f'(x) direkt aus der Verkettung?
92 13 v(x)=3x u(x)=x2 2.(3x)! = 6x st falsch; Korrekturfaktor?
X 22| fx)=u(v(x))=(3x)? 18x = 2(3x)! - 3
A2 3 v(x)=2x u(x)=x2 2(2x)! = 4x ist falsch
X 2 fmu(vx) = (2x)2 | 8x =2:(2x)1- 2
5 v(x)= 2x+1 u(x)= x2 2:(2x+1)! = 4x+2 ist falsch
betderl | 8t muv()=@x+1)2 | 8x+d = 2(2x+1)1- 2
. ) 5 v(x)= x2+1 u(x)=x2 2:(x2+1)1 = 2x2+1 ist falsch
XEFDATT | BEHIX | o)) | i = 2 (T 2x
- ~ v(x)=x-1 u(x)=x2 2:(x-1)! = 2x-2 ist richtig
XE-2xHL 22| o uv)=(x1) | 2xe2= 2(x=1)1-1

Vermutung: Leite zundchst die dufiere Funktion ab. Behandle dabei die innere Funktion als Va-
riable. Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der inneren Funktion. Insgesamt gilt innere
Ableitung mal dufsere Ableitung.

fx) =(6x+4)% f(x) =2 -(6x+4):6
fx) = (2x—4)3 f(x) =3 - (2x— 4)?

fx)=2x—4)3%fx) =3 -2x—4)-2
f)=2+7%fx)=2 - x2+7):2

f) =V(I®) = =

2700

30—021-t |3

Funktion 1(t)

innere

V(l)=27nm-l3ist

duflere Funktion

[ richtig o falsch.

o richtig B falsch. Korrektur: f'(x) =3 - (2x — 4)%- 2
o richtig & falsch. Korrektur: f'(x) =3 - (2x — 4)%- 2
o richtig B falsch. Korrektur: f'(x) =2 - (x* + 7) - 2x

f(t) = .3-(30—0,21-t) 3!

Ableitung der
aifleren Funktion

-0,21
N——
Ableitung der
inneren Funktion
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Aufgabe 5
+ ++ e+ e+
f(x) = eleﬂ — (ex2+1)_1
f0) = e+ D f(fx()x)z 2.0 .+(Xlz): 1y 2x | 00 = @)’ FG0 = ~(e+) - 2xe™
FEO =4 G+ D)7 = 32x- (2 + 1)° FG = 3(000)% ') | = (2;21;1
f(x) = %
(E‘SX_)Z f(x) = In(¢(x)) os
f(x) = In(2x) = G - 5X) f(x) = t @' ® f_(Xg 5= lln((ﬁ) =In(x"")
f'()()zi-Zzl , 1 -3 , ®(x) o rllx
- x F(x) = -2 (Z - 5x) (=5) | _o'® PO ==
= €]
(3-5¢)
Caxe f(x) = e®® _ R
f(x) = e?* f(x) = —3e72x71 N " fx) =e
f(x) = 2-e** f(x) =6-e2x71 G = @'(x) - e? f(x) = % eVX
f(x) = ,/q;(sx)
f(x) = (8x+1)7° f(x) = In(x?) = ()" f(x) = In(In(x))
i()i)zz _(zx S?)i)-t}) - Fe) = Xiz X =g ) 1= 0'5((‘0()())_05 FG) = lntx) i - x-lri(x)
" 2/

Aufgabe 6
a) Der Startwert ist 5. Pro Tag wéchst die Fliache mit dem Faktor 1,1: A(t) = 5- 1,1% (t: Zeit in Tagen).
b) A(5) = 5-1,15 = 8,05255;A(=3) = 5- 1,13 ~ 3,75657

c) Es gilt t = 7w. B(w) = A(7w) = 5+ 1,17% (w: Zeit in Wochen).

B(4)-B(0) _ A(28)-A(0) _ 72,10497-5

= 16,77624 cm3 pro Woche.
4-0 4-0 4

. —c. 117w .7 — w2 1, % .
d)B'(wW) =5-In(1,1)- 1177 =10 © 117" = 2 — & w =" log 1 (7-1n(1,1)) ~ 1,6455 Wochen.

Aufgabe 7

a)f,"(x) = ix ‘a= i Alternativ: f;(x) = In(a-x) =In(a) + In(x) = f,'x) = 1

a X

b) Aus a > 0 folgt, dass auch x > 0 sein muss, damit f, (x) definiert ist. Daher gilt f,"(x) = i > 0. Dies
bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton wachsend sind.

¢) Aus a <0 folgt, dass auch x < 0 sein muss, damit f, (x) definiert ist. Daher gilt f,"(x) = i < 0. Dies
bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton fallend sind.

d)f,"(x) = —=x2%2=- Xlz < 0 = Alle Grafen zu f, sind rechtsgekriimmt
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Aufgabe 8

a) Es muss gelten: x> + x>0 & x-(x+ 1) >0 © x> 0 oderx < —1: Df = R<"1 U R™
El
v

5 -4 9 -2 \1

b)Inx?+x)=0ex*+x=1ox*+x—-1=0x=-0,54+,1,25© x~ 0,62 oderx ~ —1,62
2X+1

e
mN\

/1 v s 4 & lim (In(x? + x)) = lim(In(x? + x)) = —
x--1 x-0

Lol
i b O

f(x) = ey 0 © x = —0,5 € D¢ = es existieren keine lokalen Extremstellen.
QFX) =22 = 15 2x+1=—-15x2—15x© 1,5x2 +35x+1=0&>x=—= ¢ Df V x = —2
X“+X GTR 3

d) m,=f(2) = Z und P(2/1In(6)) liefert t(x) = zx + In(6) _S ~ 0,83x + 0,13. Als einzigen Schnitt-
punkt (neben dem Beriihrpunkt P) ergibt sich x ~ —1,30.

B Ausfuhrposition wihlen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1z (x2+x) Hy Y1=ln {x2+x) v
Y2= (5 gin (6)-(5.3)

2 21,7917

1t 1

| X %

- -5 -4 -3 _2\_1\.) 1 2 3 4 5 B
-1

Tangente
SCHNITTPUNKT
=-0.9564437402

¥Y=0.,8333%+0. 1%5—2
=2 =1.791759469

Aufgabe 9 N 4
vizti =z +k
( :I—.m ..................... 1] o o o [N W,
i v(x+ h) —v(x) u(z + k) —u(z)
M=z | wlz) |
L J : h 5 : i
: I - >
x x+h Zh Azt
-
-
a)melx;x+h] = _“X*hg-f@ = u(v(x+h>g—u<vcx>) = u(z+k}:—u(2) _ E
Definition Definition v(x)=z und
v(x+h)=z+k und
Erweiterung mitlﬁ
_ u(z+k)—u(z) . l_( _ u(z+k)—u(z) . v(x+h)-v(x)
kommut:;ivgesetzt h V(X);; und K h

der Multiplikation v(x+h)=z+k



b) f'(X) — 1111_% mf[x; X + h] 3 %11_% [u(z+k11—u(z) . V(X+h})l_V(X)] 3 llllir(l) u(z+klz—u(z) . }lll_r:% v(x+h}3—v(x)
a) k-0 Grenzwertsatz

= U@ Ve =
Grenzwertbildung v(x)=z
fiir h -0

u'(v(x)) v’ (x)

o) f(x) = u(v(x)) = e3* mit u(z) = e? sowie z = v(x) = 3x und k = 3h.

f(x+h)—f(x) e3()41+h)_63x e3x+3h_e3x ez+k_ez Kk ez+k_ez 3h ez+k_ez
s h e - h k= kK h o Kk
Definition Distributiv— z=v(x)=3x k=3h kiirzen
gesetz k=3h
v(x+h)=z+k
u(z)=ez

—e?-3 = 3-e¥X=f(x)
h-0 ot
z=3X

Aufgabe 10

a)ux) =x2 2 u'(x) = 2x; v(x) = x* =2 v(x) = 4x3; f(x) = u(x) - v(x) = x;
f(x) = 6x° #u'(x) v(x) = 2x- 4x> = 6x*

23

b)
f(x) = u(x) v(x) u’'(x) - v(x) u(x) - v'(x)
x® =x1-x° 1-x°>=x° x! - 5x* = 5x°
x6 =x?%-x* 2x - x* = 2x° x? - 4x3 = 4x5
x6=x3-x3 3x2-x3 =3x° x3:3x% = 3x°
x® = x* - x? 4x3 - x? = 4x5 x* - 2xt = 2x5
x6 =x°-x! 5x*-x! = 5x° x°-1=x°

Vermutung: f(x) = u(x) - v(x) = f'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)

Aufgabe 11
+ ++ +++ o+t
fx) =x-(x+1)3 f(x) = tx - e
fx)=1-(x+1)3 f(x) = (x* +2x — 1) - e* | f(x) = x? - e705¥+2 £(x) =t e
+x- 3 (X + 1)2 f'(X) — (ZX + 2) ,e2x f(X) =2x- e—0,5x+2 + X2 . (_0’5) . t : ) . 2
=(x+1? - x+1+4+3x) | +&*+2x—1)-2-e* e~05%+2 = (0, 5x2 + 2x) - +tx - (—2x) - e i
=X+ 1% (4x+1) = (2x? + 6x) - e** g~ 05x+2 = (t—2tx?)-e7
=t (-2x2+1)-e7*
2,4
fo = 0 (0 = x- 25%
=y X X) =x-2
i'(z())_—); .exx +x-eX f() = x-In(x) =+ D)*-x7t f(x) =1-2%
= )((X ; 1) -eeX e fx)=1"Inx) +x i f(x) =4x*+1)3-2x-x71 +x-1n(2) - 23% - 3
- =In(x) +1 + @+ D (1) x7? = (1+1n(8) - x)- 23

=x*+1)32- 8- x*+1)-x72)
=x2+1)3-(7-x7%
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Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)

Erldutere, ...

warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term (u + v)" und auf der rechten Seite die Terme
u” und v~ stehen. Diese Terme stehen jeweils fiir die Ableitung der inneren Funktion.
warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das
Produkt (u - v) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird. Nach der Summenregel konnen
die vier Summanden einzeln abgeleitet werden. Fiir den Summand 2 - u - vist die Ableitung
nach der Faktorregel 2 - (u-v)".

welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 durchgefiihrt wurde. Beide Seiten wurden durch
2 dividiert. Ferner gilt nach der Summenregel (u + v) ' =u’+ v'.

nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde. Die
beiden Klammersummen werden ausmultipliziert mit dem Distributivgesetz.

wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere Zeile (4) in Deinen eigenen Worten. Auf
beiden Seiten werden u - u”und v - v’ subtrahiert.
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2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 2
a)c (ef—1)-Z5=0e=c=0vek-1=0v3-c=0oc=0vk=0Vvc=3.
k+1 k#-1
b)
+ ++ +++
f(x) =(e2*—-9e¥*+8):-(e*=1)=0
f(X) = (x2 —7x+6)-ex=0 |Se*-9e*+8=0vVe™—-1=0
—=x*-7x+6=0 =72°-92+8=0Vvx=0
fx) =x+4)-e=0 e">0 z=e
= x=—4 ©x=351+35*-6 ©z=45+,452-8=454,12,25
&0 =35+.625=35+25 =45+35Vx=0
Sx=1vx=6 ©z=1vz=8vx=0
= x=0Vvx=In(8)
=€
f(x) =x*-e*—5x-e*+4-e*
=(x*—-5x+4)-e¥=0
2 _ —
) =x-(x+1)% &2 -9)=0 | {() =(*~1)-e*=0 So X Tox+4=0
©x=0Vx=-1Vx=13 ;X=>532X—1=0=’X=0 ox=25++/252-6
=25+225=25+1,5
ox=1vx=4

¢) Zu zeigen: f(x) = f(-x) (Achsensymmetrie = AS) oder f(-x) = - f(-x) (Punktsymmetrie = PS).

+ ++ e+

f(x) = e2x*+6 fx) =x*+x2+4 f(x) =x- (e + &%)

f(—x) = e2(-07+6 = g2x7+6 f(—x) = (—x)*+ (—x)"2 + 4 f(—x) = (—x) - (e= + e7¥)

= f(x) AS =x*+x2+4=f(x) AS = x-( e ) =x- (e +e)
= —f(x) PS

f(x) =e™*—¢€*

f(—x) =e () —eX =X — X
=—(—e*+e™) =—(e*—¢")
= —f(x) PS

fx) =e™ + ¢ f(x) = (x°> + x3 — 22,5x) - x°
f(—x) = e~ ¥ =x® + x° — 22,5x* AS, da f gerade
=eX+eF=eF+e*=1(x) AS | ist.

d)

f(XN)=-7)e5fx=1e+Ex-7)eX=x—-6)-e5{"x)=1-e*+(x—6)-e¥=(x—5)-€e¥
Lokale Minimumstelle bei x = 6, da f'(6) = 0; f'(5) < 0; f(7) >0

Wendestelle bei x =5, da f(5) = 0 mit VZW von {”" bei 5 von - nach + (Re-Li-Wendestelle)
E
¥

-2 —10
=100

200

-300r

~400r
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fx) =(x2—-9)-e5f(x) =2x-e¥+x*—-9)-eX=(x?+2x—9)-e5f"(x) = (x> + 4x—7) - ¥
Lokale Maximumstelle bei —1 —v10 ~ —4,16 und lokale Minimumstelle bei —1 + /10 = 2,16,
da f(—1 ++v10) = 0;£(=5) > 0;f(0) < 0; f(3) > 0.

Wendestellen bei—2++v11=-2+3,31, da f'(-2+V11) =0;f"(—6) > 0; £'(0) < 0; £'(2) > 0;
—2 — /11 ist Li-Re-Wendestelle und 1,31 ist Re-Li-Wendestelle.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=(x2-0)x(e"x) 10l¥ ’
P

i 1.0

-1

d¥/d¥=0 30
X=-4,162277611 ¥=0.,1296303888

fx) =x?-eXf(x)=2xeX—x2-eX=(—x?+2x)-e*= 0(x=)>0—X2+2X= 0lex=0vx=2
e

f'(—1) < 0;f' (1) > 0;f'(3) < 0: 0ist lokale Minimumstelle und 2 ist lokale Maximumstelle.

f'(x) = (x> —4x+2)-eX= Oﬁxz—4x+2 =0eox=2++2.

£7(0) > 0;f (1) < 0;f'(4) > 0: 2 — +/2 ist Li-Re-Wendestelle und 2 + v/2 ist Re-Li-Wendestelle.

E
v

f(x) =x-In(x) (x>0); f(x) =1-In(x) + X'§= hx)+1=0eh=-1ex=¢1f'(x) = 2

X
f’(e™!) = e > 0: e ! ist lokale Minimumstelle

f"(x) = i > 0: Der Graf von f ist linksgekriimmt.

E
v

it
075

05
0251
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f(x) =x-In(2x+ 1) (x> -0,5)

v _ . . 2 _ 2X _ . -1
f(x) =1-In(2x+ 1) +x P In(2x+ 1) + vl In(2x+ 1) + ?x ()ZX +1)

s _ 2 . -1 _ . -2 _ 4 X _ 4(2x+1)-2x _ 6x+4
G = 2x+1 +2-(2x+1) 2x- (2x+ 17" = 2x+1  (2x+1)2  (2x+1)2  (2x+1)2
f(x) =In(2x+ 1) + 2 —)e>x= 0; £7(0) = 4 > 0: 0 ist lokale Minimumstelle.

2x+1 GTR

f'(x) = OXt% S 0 fiirx > —0,5: Graf ist linksgekrtimmt.
(2x+1)2

E]
v

0.5 1 15

—-0:5}

f(x) = (x* —4) - In(x) (x > 0)

2_
f'x)=2-In(x) +2x-x 1 +2x'x 1= (x?—4)x?2=2In(x) +4— XX24
fx)=2x-Inx)+x*—-4)-x1=0 X 1,49;f7(1,49) > 0: 1,49 ist lokale Minimumstelle

£/() = 2100 + 4 - 25

Graf ist linksgekriimmt.

El

D.'?E-y

=0 2x?-In(x) +4x?> —x?+4 =0 & 2x* - In(x) + 3x2 + 4 > 0 (GTR):

G5+
025+

0 05 15 55

0.5
0751

Aufgabe 3

a) f(x) = 10x - e_%x. f'(x) =10- e_%x —5x- e_%x =(=5x+10)- e_%x
F'(0 =5+ e+ (=5x +10) - (1) e = (25x ~ 10) - ¢ 7"

f(x) =0 x=2;f(0) > 0;f(3) < 0: 2ist lokale Maximumstelle.
f"(x) =0 © x=4;f"(0) < 0;f(5) > 0: 4 ist Re-Li-Wendestelle.

lim (10x . e_%x) = 0 (e-Term dominiert) und lim (10x . e_%x) = —o0

X—+00 X—-—o00
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E
¥y
5
| P
3 10 15
B Ausfiuhrposition wahlen
Y1=10x(e¥¢c-.5x))
1 (4,5.4134)
5 10 15
Tangente
¥Y=-1.3p3X+10.8526
=4 ¥=5.413411329

b)m =f(4)=-10-e?undf(4) =40-e?undt(x) =m;-x+b=>40-e2=(-10-e"2)-4+b
=>b=80-e?=2t(x)=—-10-e2-x+80-e7% ~—1,35x + 10,83

1 1 1

1
F(x) = -20(x+2):e2=>F((x)=-20-e2" +20(x + 2) % e 2" =(—-20+10(x+2)) e 2"
1
=10x-e 2"° = f(x)

10 _1 110
d) [, (10x-e z") dx =[-20(x +2)-e?| = —240-e75—40 =40 — 240 e~° ~ 38,38
0
a 1 N 1 1
e) [ (10x-e 2 )dx= |-20(x+2)- €| =-240-e72"—40 = 40 — 240 e — 40
0 0 a—co
(=4

S EN 5 1 1
40-240-e P =350e P =—=—a= —21n(—) = —2-In(48™1) = 2 In(48) ~ 7,74
240 48 48

Aufgabe 4
A(d)=a-e™?

A(a)=e?—a-e@=(-a+1l)re?=0=a=1;

A’(0,5) > 0;A°(1,5) < 0;A(0) = 0;A(1) = e 1 A(5) = 5+ e7>: 1 ist globale Maxiumstelle von A iiber

[0; 5] mit dem globalen Maximum e™?.

Aufgabe 5
a) fi(x) = (2x+3t)-eXt1 =0 e 2x+ 3t =0 © x = —1,5t;f(0) = 3e - t: Sx(—1,5t/0); S, (0/3e - ).
e

b) fi(x) = (2x + 3t) - eX*?! ot f(x) = (2x + 3t) - eX*! =20
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o) f(x) =2-eX"1 + (2x + 3t) - ¥t = (2x + 3t + 2) - e**?!

f'(x) =2 e + (2x + 3t +2) - Xt = (2x + 3t + 4) - Xt

f(x) =2 Xt + (2x + 3t +4) - ¥t = (2x + 3t + 6) - Xt

f'(x) = (2x+3t+2) Xl = Oex+<=1>>02x+3t+2 =0ex=-15t-1
f'(=1,5t—1)=(2-(=1,5t—1) +3t+4) e P+ = (3t -2+ 3t+4) - e 1t =215 > 0
—1,5t—1 ist lokale Minimumstelle mit dem lokalen Minimum f,(-1,5t—1) = (2-(—-1,5t—1) +
3t) - e~ 15t = —2- 715 also lautet die lokale Tiefpunktschar (—1,5t—1/ —2- e~ 1Y),

ft"(x)=(2X+3t+4)-ex+1=0<?62x+3t+4=0<:)x=—1,5t—2
eXtls

£ (=1,5t—2)= (2 (=1,5t—=2) + 3t +6) - e 1Pt = 2. 7151 5 0: x = —1,5t — 2 ist Re-Li-Wen-
destelle mit y-Wert f(—1,5t—2) = (2-(-=1,5t—2) +3t) - e" 11 = —4.¢715"1 Dje Schar der
Wendepunkte lautet (—1,5t — 2/—4 - e~ 15t1)

d)4=02-1+3)eo4=-2+3tet=2

e)
El
¥
5.
-
R 0
Bl Tasten [¢]/[+]oder eingeben.
Y1=(2x+3A)x({e™(x+1)) ¥y
5_
P
=
s MODIFY
Step=1
Bl Tasten [€¢]/[2]oder eingeben.
¥Y1=(2x+3A)x{ae"(x+1)}) ¥
5.
, e
At T MAbIFY
Step=1
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f) x=—1,5t— 1und y =—2 - e~ Forme x = —1,5t — 1 nach t um und setze es in y ein. x = —1,5t —
_ x+1 _ 2 . . _ _1,5. _Z ( +1) _
1<:>t—T,5——5-(x+1)my.y——2-e (5« = —2-eXt1

El

Aufgabe 6

a)x>0

b)f(x) =(x*—e'x)'Inx)=0ex*—e-x=0vx=1Sx=eVx=1:5(1/0) und S; (¢/0).
fx)=Rx—e)'Inx)+ x> —e'x)'x1=02x—e)'In(x) +x—e
f'xX)=2"Inx)+R2x—e)x1+1=2-In(x)+3—-ex 5" x)=2-x1+ e-x2
fx)=2x—e)'Inx) +x—e=0 X~ 0,32; x = 1,94;f(0,2) > 0;
f(1)=1-e<0;f2Q)=#4—¢)-In(4) + 4 —e > 0: x = 1,94 ist lokale Minimumstelle mit dem lo-
kalen Minimum f(1,94) = —1, und x = 0,32 ist lokale Maximumstelle mit dem lokalen Maximum
Minimum f(0,32) =~ —0,87.

f'x)=2-Inx)+3—e-x1=0 ﬁ x = 0,94; f7°(0,94) > 0;(0,94) = 0,10:
Der Punkt W (0,94/0,10) ist ein Re-Li-Wendepunkt.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

Yl=(x2—(e”1)xx)xln (x)

8_

E_

4_

2_

P | X
D_ 1 ™ q
d¥rdx=0 MAX
X=D.3161445247 | Y=0.874b174583

E
y /
// X
' i

3

-

D = T o o

g
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o) f(x) = (x* —e-x) - In(x) = 0, da jede Potenz von x schneller wéchst als der nattirliche Logarith-

mus (Potenzfunktion dominiert das Verhalten am Rand)

[El AUSIUNrposition wanien
Y lsKx2—(eT1)xx)xln (x)
B_

[ )]
| B

{2.7182,0) L | X
0 i R 3 4

Tangente
Y=p.7182¥=7.389
X=27718281828 | Y=0

d) P(e/f(e)).
m,=f(e)=e-In(e!)+e—e=e undf(e) =(e? —e-e)-In(e) =0undt(x) =m;-x+b
>0=e-e+b>b=—e?=>t(x)=e-x—e? ~2,71x— 7,39

e) A= hmf [f(x) —t(x)] dx = fo 000001 1) — t(X)] = 9,41 (iiber GSolv (F5) und Integral (F6 und F3)

und Mlxed (F4) und untere Grenze nahe Null sowie obere Grenze e eingeben.)

[E [HathlRad Fornd] eal

| X
3 4
OBEN=2.7182
47743911 | £1=89.47743911
E] [Math][RadNorm1] Real
H

OBEN=2.7182
48483614 /]1=9.48483614
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Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang

Aufgabe 1

Ableitungen und Stammfunktion:
f()=5-et+5t-(—e ) =(5-5t) e "
f'®)=-5e"+(GB-5) (—e ) =(5t—10) e "
() =5-e"+ (5t—10) - (—e ) = (15-5t)-e”"
F(t) = (—5—5t) - e~* (Warum?)

Globales Maximum von f - Maximale Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze:
f()=5-et+5t-(—e ) =(G-5t)et=0t=1
f’(1) = —5-e7* < 0: 1 ist lokale Maximumstelle. Wegen des Randverhaltens f(t) = 5t-e™" = 0

und f(t) = 5t-e* oo und f(1) = 5e~! > 0 handelt es sich um eine globale Maximumstelle.

Wendestelle - globales Minimum von f” - maximale Abnahme der Wachstumsgeschwindigkeit:
') =(Gt—10)-et=02t=2;f"(2) =5-e72>0: 2 ist Re-Li-Wendestelle. Dariiber hinaus
giltf'(t) =(5—5t)-e" = Oundf'(t) =(5—-5t) et P +oo und f'(2) = —5e~2 < 0. Daher han-

delt es sich bei t = 2 um ein globales Minimum von f".

Integral - Zunahme der Pflanzenlidnge: f: f(Y)dt = [(-5—5t) -e7t]§ = —25e"t — (-=5) =5 — 25e¢~*
Mittelwert der Funktion - durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit:

4
L | f(©dt=1,25—6,25e74
4—-0 0

Aufgabe 2

a) (1) Der Bedarf steigt von 6.00 (4,5 MW) bis zu seinem globalen Maximum um ca. 12.30 (8,5 MW)
an und fallt anschliefend bis um 20 Uhr auf einen hcheren Wert als um 6.00 (7,5 MW). an Die Er-
zeugung startet um 6.00 bei 5 MW, fillt bis 7.30 auf sein globales Minimum (4,5 MW) ab, steigt dann
wieder bis 20 Uhr auf eine Wert von knapp 11 MW an. Die Erzeugung nimmt gegen 13 Uhr am
starksten zu. Erzeugung und Bedarf sind um ca. 13.30 gleich grofs (8,5 MW).

2
2 —_ . ___
(2) f(0) = 4,5, f(2) = 9,5 e 5. Prozentuale Abweichung;: f(2f)(0§(0) =25 642 25 ~ 0,69 = 69%

1 1
B) () = g(t) & - (4t+9)-e 9" = Gtz + 5) e == (4t+9) =1t +5
ce"9t>0

@%t2—2t+0,5=0(_:4>t2—8t+2 =0ox=4+V14 = x~ 774V~ 0,26.
Im Zeitraum zwischen 6:15 und 13:44 ist der Bedarf hoher als die Erzeugung,.
vy oy —=t 1 ) 1\ it _ 2 3\  _—=t _ 2 3
b) (1)f(t) =2-e 9 +E (4t+9) (— ;) e 9 = (—;t+g) e 9 —0(=>—;t+5—0 )
St= 24—7 =6,75; £ (6) > 0;f(7) < 0;f(6,75) = 18- e~ 27> ~ 8,50;f(0) = 4,5;f(12) = 28,5-¢ 3
~ 7,51: Der hochste Bedarf ist mit ca. 8,5 MW um 12:45.
2

. 2 L 2, 3 1y - 7 -1 . -
2f (t)=—§-e 9t+(—§t+5)-(—5)-e 9t=(at—1—8)-e s < 0 fiir 0 < t < 12: Der Graf ist iiber

[0; 12] rechtsgekriimmt. Also ist f* dort monoton fallend. Die grofite Steigung ist also bei t = 0, die
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4
kleinste bei t =12. Wegen f'(0) = 1,5 und {'(12) = (— % + g) e 3 = —0,31. Die Betragsmafig grofite
Steigung ist bei t = 0. Dort dndert sich der leistungsbedarf betragsméfsig am starksten.

1 1 1
) () F() = —2- (4t +45)- e 5" = F(x) = —18-e 9" — - (4t +45) - (— g) et
1 1 1 1
=—18-e 9" + % (4t +45)-e 9" = (=18 + 2t +22,5) e 5" = (2t +4,5) - e 9" = f(t).

@) f,* f(Odt = [—g (4t +45)-e” %‘t]zz ~ 92,18 [MWh]

(3) fttlz [f(t) — g(t)]dt = 11,4: Das noch durch externe Energiequellen zu deckende Energiedefizit zwi-
schen 6:15 und 13:44 betrdgt 11,4 MWh. Uber den gesamten Zeitraum betrégt das Energiedefizit
[, °[f() — g(©)]dt ~ 4,1 MWh.

@ [,°If) —k-g®ldt < 0 & [*fD)dt < [ [k g®]dt & [*f(B)dt <k- [ g(O)dt
Jy 2t dt N
[e®dt
Der Parameter muss mindestens k = 5,66 betragen, damit der Bedarf vom Windpark gedeckt werden
kann.

5,66.
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Kontrollaufgaben

Aufgaben1

a)f(x) =3-e2*t1 4+ 2x-2 21 = (3 +4x) - e?**1 = f(0) = 3e
f'(x) =4 e + (3 +4x)-2-e2**1 = (10 + 8x) - e2**1 = f7(0) = 10e

b) Graf ist an der Stelle 0 streng monoton steigend und linksgekrtimmt.

Aufgaben 2

a) lim (x — 2) -e™* = —oo: Graf miisste nach links unten verlaufen.
X——00
f,(—2) = 0: Graf miisste bei x = —2 eine Nullstelle haben.

1
b) fol(e_2X +2x3 4+ 5)dx = [—%e_zx +%X4 + 5X]0 = —%e_z +%+ 5— (—%) =6 —%e_z

Aufgaben 3
Zu zeigen: f'(1) =t'(1) =2-eundt(l) =f(1) =2e-1—e=e

Es gilt: f'(x) = 2x - eX" = (1) = 2e und f(1) = e’ = e, was zu zeigen war.

Aufgaben 4
a)f(x) =e* - (x*+2x) =0 x*+2x=0ox-(x+2)=0=x=0oderx = —2.

b) F'(x) = 2x-eX+x%-e¥ = 2x + x?) e = f(x); G(x) = x? - eX + cund G(1) = 2e
=1%2-el+c=1=2c=1-e=>2GxX) =x*-e¥+1—e.

Aufgaben 5

Der Fldcheninhalt des Rechtecks wird mit A(x) bezeichnet.

AX)=—-Inx)'x=2AKX) = —i-x+ (-In(x))'1=-1-In(x)=0ehx)=-1ox=¢1

Wegen }(1_r)ri A'(x) =A’(1) = —1und )l(ll’)l‘(l) A(x) = )l(i_r)ré[—l —In(x)] = +o wechselt A" beix = e"! das VZ
von + nach -. Daher ist x = e 'lokale Maximumstelle. Wegen }(1_1)1(1) AX) = }(1_1)1} A(x) = 0istx = e ! so-

gar globale Extremstelle iiber 0 < x < 1. Die Seitenldngen sind x =e™!; y = —In(e ') = -(-1) =1

Aufgaben 6

f(—x) = e(™0% = eX* = f(x) = Graf von fist achsensymmetrisch zur y — Achse
f(—x) = (—x) - e(™0* = _eX* = _f(x) = Grafvon fist punktsymmetrischzum Ursprung
f(—x) = (—x)?-e X =x%-e7 X # f(x) und # —f(x) = Graf von fist unsymmetrisch

Aufgabe 7

a) f,00(9) =200+ (9 — 15) - e~ %91 4+ 3000 ~ 1903 Handy pro Tag entspricht der momentanen Ver-
kaufsrate (= tdgliche Verkaufszahl) am 9. Tag.
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b)

=
v

12500
10000p
TEOOF
5000
2500

100 200 300

¢) f200(t) = 9000 & 85,64 < x < 151,55 Etwa zwischen den 86. und dem 151. Tag sind die tdglichen
Verkaufszahlen grofer als 9000 Handys pro Tag. (Uber Menu 5 und den Schnittpunkt der beiden
Grafen zu f und g mit g(x) = 9000)

Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
¥1=200%(x—16)x{e*{-0.01xx))+3000
Y2=8600

100001

TE00F
5000
2500F

? é1|:|D
X=85.64019858 Y=9000

Bl [EXE]:Kocordinaten anzeigen
Y1=200%(x—16)x(e~(-0/01xx))+3000
Y 2=80600

10000
7500r

5000F
2500

? 100 é
X=151}fb475588 ¥Y=9000

d) f,00(t) = 200 - (t — 15) - %01t + 3000; Wende zunéchst Produktregel und Summenregel an (an-
schlieflend auch auf den e-Term die Kettenregel):

fr00 () = (230 — 2t) - e %01t £, 0,7 (t) = (—4,3 + 0,02t) - e7 01 £,0,°() = (230 — 2t) - 7201t =
<230 —2t=0t=115.f,00"(115) = (—4,3 + 0,02 - 115) - 01115 ~ 0,6 < 0: 115 ist eine lokale
Maximumstelle mit dem lokalen Maximum f,,,(115) = 200 - (115 — 15) - e %01115 4 3000 ~
9333. Aufgrund des obigen Grafenverlaufs erkennt man, dass das Maximum sogar global ist (Rand-
werte liegen unter dem Maximum).

e) Das globale Maximum der ersten Ableitung ist gesucht. Da die einzige Wendestelle eine Rechts-
Links-Wendestelle (dort ist die erste Ableitung lokal am kleinsten), erkennt man am Grafen, dass
die Ableitung bei t = 0 am grofiten ist, da dort der Graf am steilsten ist.
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f) fi, (1) = k- (t— 15) - e7%01t + k - 15; Wende zunéchst Produktregel und Summenregel an. Der Un-
terschied zu oben ist nur der konstante Faktor vor dem Klammerausdruck. Also:

f () = k- (1,15 —0,01t) - 7201t ; £, (t) = k- (—0,0215 + 0,0001t) - e~%91; Die Nullstellen von f’
sind offenbar die gleichen wie bei f,,". Da k grofier Null ist, ist auch fy"(115) negativ fiir jedes k.
Damit ist 115 fiir jedes k die globale Maximumstelle.

g) Zu zeigen ist, dass fi"(t) = k- (230 — 2t) - %1t < 0 fiir alle t > 115 (wenn die Ableitung iiber
einem Bereich negativ ist, ist der Graph dort streng monoton fallend.). Da 230 - 2t fiir t > 155 negativ
ist und k genauso wie der e-Term echt grofler Null ist, ist das Produkt insgesamt negativ, was zu
zeigen war.

h) Da der Faktor k den Funktionswert mit dem Term (230 — 2t) - e~%%1'* multipliziert wird, wird
der Graf der Funktion h mit h(x) = (230 — 2t) - e7%%* yon der t-Achse um den Faktor k > 0 in posi-
tive y-Richtung gestreckt.

E
v

200t

1501

100F

50

i) F(t) = k- (—100) - e %0t 4+ k- (—=8500 — 100t) - (—0,01) - e %01t + 15 -k
=k-(—100+85+1t) - e %01t + 15k = k- (t — 15) - e7 %01 + 15k = fi (t)
o [7°°f(0) dt = [k- (—8500 — 100t) - e~ %01t + 15 - k- ]
= —18500-e~!-k+ 1500 - k — (—8500 - k) = (10000 — 10000e~!) -k = (1 — e™1) - 10000 - k:
Anzahl der Verkauften Handys in den ersten 100 Tagen.

10;_0 . foloo fi(t)dt = (1 —e™1) - 100 - k: Durchschnittliche tdgliche Verkaufszahl in den ersten

100 Tagen.

o W() =/ 1t 15 [k(¥) dx (t 2 115): Anzahl der verkauften Handys im Zeitraum t Tage nach dem 115.

Tag.

Aufgabe 8

a) f(x) = tx-e™* =0 ——=x=0= f(0) = 0. Also: 5c(0/0) und Sy (0/0).

t£0;e ¥ >0

b) fi(—x) = t(—x) - e~ (0 = _ix- e ¥ = —f.(x): Achsensymmetrie.

—x?

fi(x) = tx - e 2 0 und fi(x) = tx-e™™ —— 0 (e-Term dominiert jeweils).
X—+0co X—>—00

o F/'(x) = (— %) . (—Zx . e‘xz) =tx-e X = fi(x) (Ketten- und Faktorregel)

9 s [ e fe () = f e

a =L L. g2 t
e) fO ft(X)dX =373 e mz
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() =t-e® +tx-(=2x) e X = (t— 2tx2) - &%’
f,7(x) = (—4x) - e X + (t— 2tx2) - (=2%) - e7¥* = (4tx3 — 6tx) - X = 2t~ (2x3 — 3x) - e ¥,
Notwendige Bedingung: f,(x) = 0 & 2t (2x3 — 3x) - e X =0 — 2x3—3x=x-(2x*-3)=0

e x>0
ox=0vx= i\/ﬁ.
f.(=2) <0; f,"(—1) > 0; f,"(1) < 0; £, (2) > 0: x = —/ 1,5 ist Re-Li-Wendestelle, x = 0 Li-Re-Wen-
destelle und x = /1,5 Re-Li-Wendestelle. Mit der Bestimmung der y—Werte erhalt man fiir die Wen-
depunkte: Wi (0/0), W2 (y/1,5/4/1,5 - t- e~ 25) und W3 (—/1,5/— e L),

1,5

gl g(x) =4-e " x

h) AQd) = %a f,(a) = %a 4a-e"3 =2a%-e. Mit A’(a) = (4a—4a3) - e @ = 0 erhilt man die
Nullstellen von A" durch 4a—4a3 =0 4a-(1-a?) =0 —a=1 Mit A’(0,5) > 0;A(1,5) <0 (a
= 1 ist lokale Maximumstelle von A) sowie A(a) = 2a? - ea’ = 0 und Aa) = 2a%- e~ Dt 0 (e-

Term dominiert) (Randwertbetrachtung) folgt, dass fiira > 0 A(1) = 2 - e~ ! globales Maximum von
A ist.
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