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Lektion 1.
Exponential - und Logarithmusfunktion
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1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Lektion 1: Exponential - und Logarithmusfunktion

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Aufgabe 1: Eigenschaften der Exponentialfunktionen

Die Funktion mit der Gleichung 28 AA (a > 0, Aa a)iwirdlfir wersthiedene Werte a
und ¢ mithilfe Hilfe des GTR als Graf (MENU 5) und als Tabelle (MENU 7) dargestellt.

(1) Ermittle die Funktionsgleichungen der Form /A2  AJA fir die folgenden vier Grafen.
18 2 |B
v E

3B 4 B
W ¥y

£ 4 = -z 1g| 1 2 8 4 8§

(2) Gib die fehlenden Werte in der nachfolgenden Tabelle an und beschreibe die exponentielle Zu-
nahme (Funktion f) bzw. die exponentielle Abnahme (Funktion g), indem Du Merksatze der
Form aWenWerdtersixch um k vergr©°Cert (vemsketedarnert)
Funktionfmit 8 AA um ¢é0.

X -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3
A 13
Co cat

(3) Erlautere, wie man am Funktionsterm erkennen kann, ob es sich um eine exponentielle Zu-
nahme bzw. um eine exponentielle Abnahme handelt. Nenne Anwendungsbeispiele fir expo-
nentielle Zu - und Abnahme.

(4) Erklare anschaulich am Beispiel der Funktionen U ¢ und y = x2, wie sich exponentielle Zu-
nahme vom Wachstum einer Potenzfunktion unterscheidet. Vielleicht hilft Dir fir ganzzahlige

und positive xdie Aussage: aExponentielles Wachstum ist d
kennzeichnet, dass der | etzte Eintrag gr°Cer i si
(5) Bestimme die sechs exponentiellen Funk- [& B
tionsgleichungen mit der Darstellung x vi_¥2 X va__¥5 _ _ve
A3  ADA (a>0und A~ a), die zu den - R cc 50333
sechs Spalten gehdren, welche mit dem ! 6 -oe 8 160 8.2e-4 243
- -1 -1
GTR unter MENU 7 erzeugt worden sind. | g o o @een G2 | | rovi e s e @ emicere)




1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

(6) Begriunde mithilfe der Potenzgesetze! folgende Gleichheit:

P C mv ¢ o - o0 O W TO W vco M oMW

(7) Ubertrage mit Beispielen in Dein Heftund erklare, warum a > 0 und a [ 1 s

Merksatze:

(1) Eine Funktion fmit B AJA (a > 0, Awns)iheiRt Exponedtialfunktion.

(2)Wenn eine Exponential funktion einen Wachst

a > 1 um eineexponentielle Zunahme .

a <1 um eineexponentielle Abnahme.

(3) Der Faktor a heif3t Wachstumsfaktor.

(4) Der Faktor ¢ entspricht dem Startwert bei x = 0.

Aufgabe 2: Logarithmus und Exponentialgleichungen 2

Gegeben sind 8 Kartchen und 4 Punkte auf dem Grafen einer Exponentialfunktion.

a) Gib die Funktionsgleichung von f an und untersuche mithilfe des GTR, welche beiden Kartchen
zu den Punkten A, B, C bzw. D gehdren.

¢ T ny I
211G > /f
g iieg 4 /D

S p 3 //
@ 11 @ 2

¢ Vg A

- e % |
o 11 6 e uk

¢ 4 3 201 o 1]2 3‘ 4

b) Gib die beiden entsprechenden Gleichungen fir den Punkt E an und erkléare die Bedeutung des
Ausdrucks I T @ .

c) Gib die Lésungen der folgenden 8 Exponentialgleichungen als Logarithmus an und ordne sie
ohne GTR der Gréf3e nach.Gib dabei jeweils den Losungssatzan.

%p Wplo om | (dip ¢OT T U S5 - @ 'gp -
3dp 18X, v T $d,- p T 3ck ho L

TAA A NAdA A MM AR NnA A°n
2 |deen madifiziert nach Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen _

Aufgabe 3: Ermitteln von Funktionsterm und x -Wert

Ermittle den Funktionsterm fiir die folgenden 4 Exponentialfunktionen und gib den x-Wert des
Grafenpunktes P als Logarithmus und als Losung einer Exponentialgleichung an. Uberprife Deine
Rechnungen mit dem GTR.

\4 a0 \ Yrool LV Feo
4 4 P(x/3,5) 4 4
\ / \
3 3 3
\\ / \\ \
2 2 o 2 2
P(x/1,5) // P(x/2) N\ P(X/1,5)
1 > 1
Il B L | . L | . l\
0 1| 2 [x 0 1 2 |y 2 -1 0] x 0 1 2 [x

a) Der Graf zur Funktion f mit A2 ¢ wird auf zwei Weisen transformiert. In der linken Abbil-
dung wird der Graf von f um 1 Einheit nach links verschoben. In der rechten Darstellung erfolgt
eine Streckung des Grafen von f von der xAchse aus um den Faktor 2.

y_Ja [t byl o |

Aufgabe 4: Transformationen von Exponentialfunktionen

A

e et s My

) Kol

>

. ¢
=1 =
I -1

3 21 0o 123 3| 2

Zeige rechnerisch, dass in beiden Fallen derselbe Graf entsteht.

b) Gegeben sind die Funktionenf,gundhmit 5 o,C@ o undE@ -3o.

Begriinde grafisch mit den Funktionsgrafen und rechnerisch mit den \ \ A
Funktionstermen, dass die Grafen von g und h sowohl durch eine Ver-

schiebung als auch eine Streckung aus dem Grafen von f hervorgehen
koénnen. \

V
/]
m{U lm

c) Ordne die folgenden Funktionsgleichungen den Grafen A bis D in der
Abbildung rechts zu. Begriinde Deine Zuordnungen.

A v C@ mv ¢ E@ T E@ mv p




1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Aufgabe 5: Kaninchenwachstum 3

Auf einer unbewohnten Insel wurden zu Beginn des Jahres 2012 sechs Kaninchen ausgesetzt. Nach
42 Monaten zahlte man 77 Tiere. Man geht davon aus, dass sich die Population exponentiell
entwickelt.

a) Beschreibe die Entwicklung der Kaninchenpopulation in Abha ngigkeit von der Zeit (in Jahren)
durch eine Exponentialfunktion und skizziere den dazugeh©®rigen Grafen f¢

b) Ermittle die zu erwartene Anzahl der Tiere am 1.1.2016, 1.2.2018 und 1.10.2022.

c) Ab einer Population von 12000 Kaninchen wird diese zwecks Reduzierung zum Abschuss
freigegeben. Bestimme den Zeitpunkt der ersten Abschussfreigabe.

d) Erlautere, welche Modellannahmen in Aufgabenteilen a) bis c) gemacht werden mussen.

X

Aufgabe 6: Gilt immer & gilt nie d kommt darauf an 4
Entscheide begriindend, ob die 4 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

(1) Eine Exponentialfunktion ist nicht symmetrisch.

(2) Eine Exponetialgleichung besitzt immer genau eine Lésung.

(3) Der Graf einer Exponentialfunktion ndhert sich immer der x -Achse an.

(4) Ein und derselbe Wachstumsvorgang kann mit unterschiedlichen Wachstumsfunktionen
beschrieben werden.

Infoblock: Was bedeutet Logarithmus und wie rechnet man damit?

Das Wort Logarithmus st a mmt aus dem Griechischen vV g
Verh2l tniso) arithm-s (azahl o) ab. Der Logse
(Hochzahl, Verhaltniszahl), mit dem die Basis a potenziert werden muss, um die gegebene Zahl
b zu erhalten. Fasst man diese Definition in Gleichungen, erhalt man:

Unter dem Logarithmus von b zur Basis a (a, b > 0) versteht man die eindeutig bestimmte Losung
der Exponentialgleichung ' "HBMan schreibt © 1 1+, HH. Damit sind Logarithmieren und Po-
tenzieren gegenseitige Umkehroperationen. Zum Beispielist] T @p ¢ v ohA & Tip C.U

Zur Erinnerung : Der Ausdruck /H A 10T v s ist definiert worden als nichtnegative Lo-
sung der Gleichung '  'HBNahrend beim Logarithmus die Hochzahl gesucht ist, ist bei der Wur-
zel die Basis die gesuchte Zahl.

Beweis der Produktregel:

Die Logarithmusgesetze lauten (a, u,v>0; rv a): Setzeg 11 ©,U 11 ©
(1) Produktregel :1 T @0 11 @ 11 © Danngit: A A O
(2) Quotientenregel :1 T @ 11T O 11 © Also ke

(3) Potenzregel:1 T © Od 1 © (e

Erlautere den Beweis zur Produktregel und beweise analog IQ U@ P 100

die Quotienten - und Potenzregel.

3 Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
4 Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung _

1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

B

Aufgabe 1: Graf zeichnen mit der Eigenschaft f'(x) = f(x) 5

Zeichne einen beliebigen Startpunkt mit einem positiven y -Wert in ein Koordinatenystem. Zeichne
nun einen Grafen durch A, dessen Steigung an jeder Stelle x genau dem yWert an der Stelle x
entspricht. Untersuche, wie sich der Graph verandert, wenn der Startpunkt auf oder unterhalb der
x-Achse liegt. Vergleiche die Ergebnisse mit Deinem Nachbarn.

A

Y Yy

\ B

3 2 10 | 1]2 3

2 \L{-\ -1

A B
1
w

Aufgabe 2: Graf von Exponentialfunktionen und deren Ableitungen

Ordne jedem der Funktionsterme f, g, h und k den passenden Grafen A, B, C bzw. D sowie den

Grafen der Ableitungsfunktion I, II, [l und IV zu. Begriinde Deine Zuordnungen.
AD o Ca v Eg - E@ it
“y “y “y ’ \ “y
6 A BY6 6 /C DY+6
4 IJ \\4 4 4
/ \
2 2
/ X d // d N X
2 0 2 | 2 |0 2 | 2 0 2 | 2 |0 2 |
| | | | | | | |
A A A ’ A
y i y y y 1
X o II o IIII,i )E.
5 0 / > ° N / 2 o[ T2
-2 4 4 -
| |
- 2 2 7 |4
/ X /| X
I6 > —— > V-{--6

5 Aufgabe aus Lambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung _

Aufgabe 3: Ableitung der Exponentialfunktionen

Bisher haben wir nur die Ableitungen flr ganzrationale Funktionen und Potenzfunktionen berech-
nen konnen. Fir Exponentialfunktionen der Form /2 A ist noch keine Ableitung bekannt. Wir
betrachten zunéachst die Funktion f mit /B8 ¢ 8Mithilfe des GTR sind Grafen und Wertetabellen

zur Funktion f, f und —Elargestellt. Mit der Trace-Funktion ist darliber hinaus f'(0) angegeben.

B El [EXE]:Koordinaten anzeigen
Tabellenfkt.:V= . 0l v YI=2"(x) Ey:éE@ P
Y1=2 " —— 0.5 0.3465 ’
Y2EE(2 )|x=x [—1 0 1 0.8031 3

1 2 1.3882 2

2 42,7726 4
s . -1 V/d%=0.6931 =
Fzot ¢ ¢ € L0

a) Beschreibe deine Beobachtungen undbegriinde, dass/E@  Af OBF 1y w odp gilt.

b) Zeichne zu f mit A& A mit dem GTR Grafen von f, f' und ~lin ein gemeinsames Koordina-
tensystem und ermittle die Ableitung von f an der Stelle 0. Variiere die Basis a undbeschreibe
deine Beobachtungen.

c) Es gibt eine Zahl e, die sogenannteeulersche Zahl, fir die der Ableitungsgraf mit dem Funkti-
onsgraf f mit A5 A exakt Ubereinstimmt. Es gilt dann £Z /2. Ermittle durch Variation
der Werte von a eine Naherung fur dieses Zahl e.

d) Im Folgenden sind Beweisschritte eines Nachweises angegebendass fur eine Exponentialfunk-
tiondes Typs /A2 A qilt: £ Ajt DA . Bringe die folgenden 8 Rechenschritte und Schluss-
folgerungen in die logisch richtige Reihenfolge und begriinde jede einzelne Termumformung
und Schlussfolgerung. Fulle dazu die nachfolgende Tabelle aus.

Fir die Ableitung einer Expo-

A QA—A A:A—A nentialfunktion von der Form A JEfT At A
E E AP Agit AP At A
/A E MAD A A E A A A AQDOA »p
E E = E E

Begriindung

Begriindung

Merksatz zur Ableitung einer Exponentialfunktion : Fir die Ableitung einer Exponentialfunk-
tionvom Typ /B2 A A Tt gilt fir die Ableitungsfunktion: "H6  "H  OHP. Die Ableitungs-
funktion einer Exponentialfunktion ist somit proportional zur Ausgangsfunktion.

6 Aufgabenidee aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

Aufgabe 4: Naturliche Exponentialfunktion und eulersche Zahl e

Die Zahl e, fir die f'(x) = f(x) = "M gilt, heiRt eulersche Zahl (Leonard Euler lebte von 1707 bis
1783). Die Zahl e ist irrational (und transzendent, d. h. lasst sich nicht als Lésung einer Gleichung
ausdricken) und betragt ungefahr 2,71828. Die dazugehdrige Funktion mit der Funktionsglei-

chung f(x) = "M heilt natiirl iche Exponentialfunktion . Insbesondere ist F mit F(x) = "M eine
Stammfunktion von f. Der Graf der naturlichen Exponentialfunktion  verlauft komplett oberhalb

der x-Achse, ist linksgekriimmt, streng monoton wachsend und besitzt keine Null - und Extrem-
stellen. F¢r x B +Bb streben die Funkt ibo m&vhesrrtte sg

der x-Achse an. "

y

[#)]

v>

a) Erklare, warum die natirliche Exponentialfunktion an der Stelle O die Steigung 1 hat.

b) Begriinde, warum manmitdem Term p - firl © Hbeinen Naherungswert fiir e berechnen

kann. Bringe die folgenden Rechenschritte in die richtige Reihenfolge, erlautere die jeweiligen

Aquivalenzumformungen und bilde abschl i eCend den Grenzwert f¢r
A K A A A Mit E -
=P |22 | Koo - Ko -

p - - E erhéalt man:
g
g
5
@

C) Zeige, dass der Graf der Exponentialfunktion linksgekrimmt ist, keine Wende -, Extrem- und
Nullstellen besitzt und streng monoton wachsend ist.

7 Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

d) Bestimme den Flacheninhalt, den der Graf zu f mit f(x) = A tber folgenden Intervallen mit

der x-Achse einschlieBt: ip N pMmNm] ot 1 fpnfytn BN Hb.8

Merksatz : Es gilt fur f mit f(x) = A der Zusammenhang f(x) = f'(x) = F(x) = ex.

%

Aufgabe 5: Berechnung von Ableitung, Tangente und Flacheninhalt

Gegeben sei die Funktion fmitA mix & @ ¢ D p. \ A / ‘
Im Punkt P(1/f(1)) wird eine Tangente angelegt. Die Tan- f Y t
gente, der Graf von f sowie die beiden Koordinatenachsen \\ 3 /
schlieRen einen Flacheninhalt A ein. Darlber hinaus ist eine \\ /
verschobeneNormalparabel p gegeben. Die Gesamtsituation \

ist rechts dargestellt. \\

-

a) Berechne die Terme fir f'(x) und f"(x) sowie F(x).

/|\
2
4

b) Bestimme die Gleichung der Tangenten t im Punkt P. 1

c) Zeige, dass der Graf von f linksgekrimmt ist. N /

d) Ermittle den Flacheninhalt des Flachenstiicks A.

e) Beweise, dass der Graf von f und die Normalparabel p
keine gemeinsamen Punkte besitzen.

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit den dazuge- i / /
hérigen Gleichungen /D @ AundCQ@ @ A gegeben. y

Aufgabe 6: Flacheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

(=]

3
a) Berechne die Schnittstellen der Funktionsgrafen zu f und g. . //

N
b) Bestimme rechnerisch den Flacheninhalt, den die beiden Gra- ™\ 2 P4
fen zu f und g einschlieRen.

c) Ermittle den globalen Tiefpunkt des Grafen von f und zeige,
dass er durchweg linksgekrimmt ist. ]/ 0

\ e

d) Untersuche den Grafen von g auf sein Krimmungsverhalten. /f ‘ ‘

a) Skizziere die Grafen zu den Funktionen A& AVEVEund 4 mit den dazugehérigen Funktions-
gleichungen £ AhE® A phE@d AhE® A und£0 A .

Aufgabe 7: Transformation der naturlichen Exponentialfunktion 9

b) Beschreibe begriindend, wie die Grafen von AvEVEund Aaus dem Grafen der natiirlichen Ex-
ponentialfunktion hervorgehen.

C) Begrunde anhand der Ergebnisse aus a) und b), dassg @ A sein muss.

8] 1A bezeichnet den Logarithmus von b zur Basise, H.TA 1 T @ (vgl. Kap. 5)
9 Modifiziert nach Aufgaben aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

1.3 Natdtrlicher Logarithmus - Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe 1: Naturlicher Logarithmus

a) Bestimme zeichnerisch den Schnittpunkt S des Graphen der na- A I
tirlichen Exponentialfunktion f mit /2 A und der Geraden g y
mit g(x) = 6. Uberpriife Deine Ablesung durch eine Rechnung. 8 'If
b) Wenn die Losung der Gleichung A A (b > 0) gesucht ist, hilft g |
uns der Logarithmus zur Basis e weiter. Denn@ 1 1 @ ist Lo- 6 S
sung genau dieser Gleichung. Hierflr schreiben wir zukinftig
kiirzer i T"H und nennen diesen Ausdruck den natiirlichen Lo- at
garithmus von b .
(1) Uberpriife die Ablesung aus a) geeignet mit dem natrlichen 2 /
Logarithmus.
(2) Begriinde: A AA mundi 1A A Ang — >
0 2 4

(3) Zeige:1 Ip mhi 1A pOT R nEI@D p8

(4) Weise nach: Jede Exponentialfunktion lasst sich durch & A A 2 als Exponential-
funktion zur Basis e darstellen.

Definition :

Fir eine positive reelle Zahl b heiRt die Losung x der Exponentialgleichung A Ader natirli-
che Logarithmus von b . Man schreibtd i T"H.

Merkséatze :

(1) Esgiltt "B ™ "HA mundi " "HA~ 5 .Die Rechenoperationen A und 1 18 he-
ben sich gegenseitig auf, sind also Umkehroperationen zueinander.

(2) Jede Exponentialfunktion lasst sich zur Basis e schreiben durchHo ~ H " THD,

c) Schreibe die Funktionenf, g, undhmit A o F(;Q - und EQ@ it zur Basis e.

d) Gib die Losungen mithilfe des natirlichen Logarithmus an und bestimme dann einen Néhe-
rungswert. 10

MA pu c A ch oA ¥ @A  p&
vA pm o A P (M A v pcA v
w A p T p Mo AN p pp-K - pc -RA- h _

e) Gib die Lésungen mithilfe des natiirlichen Logarithmus an. [Hinweis: Substituiere u = A hlose
die quadratische Gleichung, bevor du x zurticksubstituierst.]

MWA A n ¢ A R p o —-2A A — WA A p 1

10 ambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe 2: Ableitung und Stammfunktion einer beliebigen Exponentialfunktion

In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass fur eine beliebige Exponential-
funktion fmit /25 A fiir den Term der Ableitung £ AEjt A
gilt. Wir wollen nun herausfinden, welchen Wert in Abhangigkeit
von a der Proportionalitatsfaktor At annimmt. Mithilfe des GTR 11
kann die Steigung an der Stelle Null bestimmt werden. Fur die
Funktion f mit A2 ¢ ist dies in der Abbildung rechts dargestellt.

a) Uberprife mit dem GTR die folgenden drei Aussagen fiir die
beiden Funktionenfundgmit A ¢ und CQd Tt (vgl. Ab-
bildung rechts): 12

(1) Der Graf Gt ist an der Stelle 0 halb so steil wie der Graf G,.
(2) Der Graf Gtist an jeder Stelle@ halb so steil wie der Graf Gg.
(3) Grist an der Stelle@ halb so steil wie Ggbei@ -2.

E [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥1=2"{x)

b4
-25 -2 -1.5 -1 *D.SD\‘ 05 1 1.5 2 25

b) Zeichne mit dem GTR verschiedene Grafen von Exponentialfunktionen und notiere in der fol-
genden Tabelle f'(0).Stelle einen funktionalen Zusammenhang zwischen a und f(0) her.

a A A A -] o5 | 2 | A A

3 A A

0,6931

fE(CO

c) Wir wollen nun zuné&chst in zwei Schritten zeigen, dass der Ableitungsterm zur Funktion f mit

/A3 A folgendermaRen lautet: £ EA .

(1) Zeige, dass die Funktionfmit /22 A eine Exponentialfunktion vom Typ A2 A istund
daher fiir die Ableitung £p  Ajt DA gilt. [Tipp: Potenzregel]

(2) Weise mithilfe der h -Methode nach, dass/jt

Eist und damit mit (1) die Behauptung er-

fullt ist. Bringe dazu begriindend die folgenden Beweisschritte in die richtige Reihenfolge.

A 2 A . A A RO RO )
e MIAL ES—F— wu AN ED An
EE 50 E
- - o) Fir die Ableitung einer Expo- o)
u Egu nentialfunktion von der Form A _ A
E E E A A gt Ap  EA E

Begriindung

Begriindung

11 Stelle im SET UP Derivative auf ON.
12 |dee aus Lambacher Schweizer fir die QPhase, KlettVerlag (2014)
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Merksatz: Fir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit A2 A gilt: "'H6 T JHO En g .

d) Sei f nun eine beliebige Exponentialfunktion mit AJ A‘. Beweise, dass fur den Ableitungs-
term einer beliebigen Exponentialfunktion "H6 i TH OHP gilt. [Tipp: Schreibe f zur Basis e und
wende den obigen Merksatz an.]

Merksatz: Fir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit A3 A gilt: "HO T TH OHP.

e) Begrinde:
(1) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs /&2 A lautet: ¢ 0 m:)l—P

(2) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs /A2 A lautet: ¢ 0 .l‘—jlji 0

Merksatz: Fur die Stammfunktionen der Funktionenfmit /& A undgmit C@ A gilt:

f) Schreibe die Funktionsterme 6 falls notwendig & zunachst zur Basis e,berechne die ersten bei-
den Ableitungen und die Stammfunktion sowie die Gleichung der Tangente im Punkt P.

(1)A2 o ho pfo CcA - b pn
c A @ c,P@2I(2) @A/ A T hO T/

Aufgabe 3: Transformationen der nattrlichen Exponentialfunktion

nentialfunktion f mit A2 A und der Graf einer Exponenti-

a) In der Abbildung rechts sind der Graf der natirlichen Expo- A y |2 /
- e fex
alfunktiongmit C@ A angegeben. 44

a) Erlautere mithilfe der Darstellung, warum an der Stelle O /
die Steigung des Grafen zu g doppelt so grof3 ist wie die 3 / /

des Grafens von f an der Stelle 0.
b) Begrunde mit (1) und unter Zuhilfenahme des Merksatzes ' 2"//

fur beliebige Exponentialfunktionen aus Kapitel 3, dass /

Cj@ c¢A gil

v,

. . /
b) Durch Transformation kann aus dem Graphen der natirlichen _——
Exponentialfunktion ein Graf einer Exponentialfunktion der -1 0] 1 2
FormA; @ AR° AEnv a  erzeugt werden. | | |

(1) Erlautere, welche Transformationen durch die beiden Parameter ¢ und k erzeugt werden.

(2) Beschreibe den Grafenverlauf (Verhalten im Unendlichen, Monotonie, Schnittpunkte mit
den Achsen, Krimmungsverhalten) fur verschiedene Werte von ¢ und k und zeichne mit
dem GTR entsprechende Beispielgrafen.

(3) Gib erste und zweite Ableitung und Stammfunktion von A an.

(4) Weise die Beschreibungen aus (2)in Bezug auf Monotonie und Krimmungsverhalten rech-
nerisch nach.
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe 4: Skizzieren von Grafen, Flachenberechnung und Tangente

Gegeben seien die Funktionfmit A ¢ undgmit CJ q 9.
a) Skizziere die Grafen in ein Koordinatensystem.
b) Weise nach, dass S(1/2) der einzige Schnittpunkt der beiden Grafen ist.

c) Bestimme mithilfe der Stammfunktionen zu f und g den Inhalt der Flache, den die Grafen von f
und g und die y -Achse einschlief3en.

d) Bestimme die Gleichung der Tangenten an den Grafen von f im Punkt S.

e) Gesucht ist der Graf einer Exponentialfunktion der Form /& A° Enx a | der eine zu g pa-
rallele Gerade als Tangente besitzt.Ermittle einen Lésungsansatz fiir die Bestimmung der ge-
suchten Exponentialfunktion und begrinde, warum k < 0 sein muss.

%

Aufgabe 5: Flacheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit A
den dazugehdrigen Gleichungen /A2 @ ¢ v y
undC3 ¢ ¢ pflv gegeben. Die Grafen sind \ - 1,257
rechts dargestellt. N

a) Zeige rechnerisch, dass-1 und 0 Schnittstellen der .
Funktionsgrafen zu f und g sind.

//
/

b) Bestimme rechnerisch den Flacheninhalt, den die ~
beiden Grafen zu f und g einschlieen (vgl. Abb.). U;

|
c) Untersuche die Grafen von f und g auf lokale und 0 |25
globale Extremstellen. '

\ Aol

d) Untersuche beide Grafen auf ihr Krimmungsver- 1 1-0,75] 0,5 -0,25] 0 0,25

halten. ‘

Entscheide begriindend, ob die 6 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

Aufgabe 6: Gilt immer 0 gilt nie d kommt darauf an

(1) Die Grafenvonfmit &8 A° En a haben weder Hoch- noch Tiefpunkte.

(2) Die Grafenvon fmit &8 A° Ev g haben mit der Geraden y = a genau 1 Schnittpunkt.
(3) Die Ableitungvonfmit B A% Env g ist an der Stelle x = 0 positiv.

(4) Die Grafenvonfundgmit /5 A Sund C@ A sind fiir a> 0 symmetrisch zueinander.
(5) Der Ableitungsgraf von f mit A A verlauft fir a > 0 immer oberhalb der x -Achse.

(6) Die Exponentialgleichung ADA° p 1 AEN a  besitzt genau eine Lésung.
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1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

Aufgabe 1: Funktionspartner 13

Im Folgenden sind 5 Aussagen und 8 Funktionen angegeben.Ermittle passende Begrindungen fur
die Aussagen und ermittle fehlende Funktionspartner.

(1) Der Funktionspartnervon U @ istU 1@

(2) Der Funktionspartnervon U @ istU /@&

(3) Fur M @ oist keine Partnerfunktion genannt.
(4) Der Funktionspartnervon U ¢ @autetU -@&

(5) Die Funktion U - hat sich selbst als Partnerfunktion.

Uu o u @ U mg Uod| UBo|U M| U O u -

Aufgabe 2: Umkehrfunktion der naturlichen Exponentialfunktion

In der folgenden Abbildung siehst du den Grafen der natirlichen Exponentialfunktion f mit  der
Gleichung /2 A, der an der ersten Winkelhalbierenden y = x gespiegelt wurde. In dieser Auf-
gabe soll gezeigt werden, dass der gespiegelte Graf den Grafen der natirlichen Logarithmusfunk-

tiongmit C@ | 1@ darstellt, der die Ableitungsfunktion CJ@ - besitzt und Umkehrfunktion
(aPartnerfunktiond aus Aufgabe 1) zur Funktion f

Ay /Z
7 }y=f(x =ex | T v
) I ’
Vd
] ] //
51— Ay /’
P(x/y)
AX s/
.4..—'——. ~ //
|
| N /
31(1/e) N
| v . .
, RN By | y=g(¥=In(x)
/i ONEET
O TIATT T =P (%)
| I §2 I
(1) )]/ | e | |
=-—'I"'— s |, : )-(..
2 1 0l yoy2 3[4 567
Ve
, '1'f(e-1/—1
+7 2/
Ve
Ve

13 Aufgabenidee aus Lambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

a) Begriinde mithilfe elementargeometrischer Uberlegungen, warum fiir den Spiegelpunkt
eines beliebigen Punktes P(x/y) des Grafen der natirlichen Exponentialfunktion P (y/x)
gilt. [Tipp: Kongruenzséatze fur Dreiecke.]

b) In Aufgabenteil a) haben wir gezeigt, dass flr einen beliebigen Punkt P des Grafen der na-
ttrlichen Exponentialfunktion den dazugehdrigen Bildpunkt P~ erhélt, indem man x -undy-
Wert vertauscht. Fiihre die Gleichung U A geeignet in die Gleichung U 1 1@ lber.

c) Zeige mithilfe der obigen Abbildung, den beiden Steigungsdreiecken in den Punkten P und
P” sowie den Uberlegungen aus a), dass die Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion

U] A geeignetin die Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktion U] - berfuhrt wer-
den kann.

Satz und Definition:

Der Graf der Funktion g, die man durch Spiegelung des Grafen der natirlichen Exponential-

funktion f mit /82 A an der ersten Winkelhalbierenden erhélt, ist der Graf der natiirlichen

Logarithmusfunktion — mit der Gleichung "Ho i 16 . Man nennt die Funktion g auch eine
Umkehrfunktion der Funktion f. Das Umkehren eines Grafen einer Funktion f ist nur dann

moglich, wenn zu jedem Funktionswert von f genau ein x-Wert existiert. Andernfalls wirde

man beim gespiegelten Graf einem x-Wert des Definitionsbereiches von g (= Wertebereich von
f) mehr als ein Funktionswert aus dem Wertebereich von g (= Definitionsbereich von f) zuord-

nen, was fir eine Funktion nicht mdglich ist. Die wichtigsten Eigenschaften beider Funktionen

sind in folgender Tabelle vergleichend dargestellt:

Naturliche Naturliche
Exponentialfunktion (EXP) Logarithmusfunktion (LN)
Funktionsgleichung /A A Co 1o
“y / ‘ ‘ ny
3w(1/e)‘/ f(x)=ex
/
2
Graf (0/1) /
| (-1/et) |
— X
o
Definitionsbereich A A
Wertebereich S A
Monotonie streng monoton wachsend streng monoton wachsend
x b +b: f (x) x b +b: f (x)
Randverhalten
x Bb: f(x) E x b 0: -8 (x)
Nullstellen keine x=1
y-Achsenschnittstelle y=1 keine
Krimmungsverhalten linksgekrimmt rechtsgekrimmt
Ableitungsterm A -
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1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

d) Zeige rechnerisch folgende Eigenschaften der naturliche Logarithmusfunktion g mit
co 1 1o:

(1) Die Funktion g ist aufa  monoton steigend und besitzt dort keine Extremstellen.

(2) 1ist einzige Nullstelle von g.

(3) Die Funktion g ist aufa  rechtsgekrimmt.

(4) Der Graf der natirlichen Logarithmusfunktion Uberschreitet jede noch so grof3e Schranke
bzw. unterschreitet jede noch so kleine (betragsmalig grol3e) Grenze.

e) Gib Beispiel fir Funktionen an, die nicht auf ihrem gesamten Definitionsbereich umkehrbar
sind. Erlautere bei diesen Funktionen die entsprechende Vorgehensweise fur das Umkehren.

Merksatz: Dazugmit C@ 1 19 fiir die Ableitung g die Gleichung CJ@ - qgilt, ist umgekehrt
Fmit&@ 1 1@ fir x > 0 eine Stammfunktion zu f mit /A& -

%

Aufgabe 3: Flachenberechnung im Kontext der nattrlichen Logarithmusfunktion
Gegeben ist die Funktion f mit A5  -und eine Gerade g mitC 9@ @ ch.

a) Skizziere beide Grafen in ein Koordinatensystem.
b) Berechne die Schnittpunkte beider Grafen zu f und g.
c) Bestimme der Inhalt der Flache, den die Grafen von f und g vollstandig umschliel3en.

d) Berechne den Flacheninhalt, den der Graf der Funktion f Gber dem Intervall [1; 10] mit der x -
Achse einschlief3t.

e) Untersuche die Integrale, -A @nd_ -A @uf Existenz und deute das Ergebnis geometrisch.

Berechne mithilfe der Stammfunktion den Inhalt der Flache, den der Graf der Funktion f Gber dem
Intervall | mit der x -Achse einschlief3t.

Aufgabe 4: Flachenberechnung bei zusammengesetzten Funktionen

Q) /A — Qundl=[1;3] b)AS - —undl=[1;2] 0/ A —undl=[1;2]

%

Aufgabe 5: Wahr oder falsch 14

Begriinde die jeweilige Aussage oder widerlege sie durch ein Gegenbeispiel.

(1) Ist eine ganzrationale Funktion gerade, ist sie nicht umkehrbar.

(2) Ist eine ganzrationale Funktion nicht umkehrbar, dann ist sie gerade.

(3) Hat eine ganzrationale Funktion keine Extremstellen, dann ist sie umkehrbar.
(4) Ist eine ganzrationale Funktion umkehrbar, hat sie keine Extremstellen.

(5) Jede umkehrbare Funktion ist monoton zunehmend oder monoton abnehmend.
(6) Fiir die Funktionfmit /A2 @ @ m istgmit C@ @ die Umkehrfunktion.

14 Lambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

Aufgabe 6: Komplexe Aufgabe

Gegeben sind die Funktion fmit /2 A undg ¥/ 7z
mtCg 1@ @ ns i 7

s /
a) Zeige,dassC@ -1 I und g firx >0 eine : /
Umkehrfunktion zu f ist. y

b) Weise folgende Behauptungen nach: y, L
(1) Die Funktion g hat die Nullstelle x = 1. (-1/e

:\:;b
|
\
\

2. MAD- -A /

). COBA@-A - i

Vd
|
}
\
@) MAD _ COAD - ’ /e--’-/-n
|

c) Ermittle mithilfe von g die Gleichung der <
Tangente t an den Grafen von f im Punkt /
(1/0). [Kontrollergebnis: 0@ v @ riv] /

d) Bestimme mithilfe von c) (4) den Inhalt der unbeschréankten Flache, welche die Tangente t und
der Graf von g Uber dem Intervall [0; 1] und die y -Achse begrenzen.
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1.5 Wachstumsvorgange

1.5 Wachstumsvorgéange

In der Populationsdynamik wird die Frage untersucht, wie sich ein Bestand von Individuen B(t) im
Laufe der Zeit verandert. Die Wachstumsgeschwindigkeit des Bestands B’(t) ist beim linearen
Wachstum zu jedem Zeitpunkt konstant. Im Folgenden sollst du Wachstumsarten untersuchen, bei
denen sich die Wachstumsgeschwindigkeit B’ (t) zu jedem Zeitpunkt andert. Die folgende Tabelle
benennt drei Wachstumsarten, gibt die Eigenschaft von B’(t) an und zeigt einen moéglichen Grafen-
verlauf fir den Bestand B(t).

Aufgabe 1: Populationsdynamik

Wachs- exponentiell beschrankt logistisch
tumsart
Die Wachstumsgeschwin-
< . . digkeit B"(t) ist proportio- Die Wachstumsgeschwin-
Q -
e Ei)_lekW?;hsttqrr:sgesch:{V|n nal zum Sattigungsmanko | digkeit B'(t) ist proportio-
é m '9 el" ()BIS tprodpgt'?' SO B(t) (= Differenz aus | nal zum Bestand und zum
S § nal zum Bestand BY(): Sattigungsgrenze S und Sattigungsmanko:
_Ltu_m AT T JAT Bestand Bg)): N1 1 OAT O A
AT 1017 ATl
A_) A_ A_
B(t) // B(t) B(t)
£ —10 —10 —— 10
g @ / _—
c8 1
g '8 5-- 1 5../ 1 5-
= 8 |~ i i i
28 | =1 | _ 1. . / q
0 5 | 10 I 5 | 10 5 0 5
| [ | |
I Leistungszuwachs Verbreitung
Beispiel Algenwachstum im 100-m-Sprint eines Gerlichts

a) Gib fur alle Wachstumsarten den Anfangsbestand B(0) an und trage ihn jeweils in die Abbil-
dungen ein.

b) Beim beschrankten und logistischen Wachstum wird fur die Population eine Sattigung S ange-
nommen, da es begrenzende Faktoren wie Nahrung, Lebensaum, Nistplatze usw. gibt. Gib je-
weils die Sattigungsgrenze San und zeichne die Werte in die Abbildungen ein.

c) Erlautere die angegebenen Beispiele undgib weitere Beispiele fur die Wachstumsarten an.
Ordne begriindend zu jeder Wachstumsart eine der folgenden Prozessezu: Ausbreitung einer
ansteckenden Krankheit, Guthabenzunahme auf einem Sparkonto, Erwarmung eines Tiefkihl-
produkts bei Zimmertemperatur.

d) Untersuche mit dem GTR, welche der Wachstumsarten welcher der drei Bestandsfunktionen
zugeordnet werden kann.

nA uI "H h

N

‘4 h o0
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1.5 Wachstumsvorgange

e) Zeige, dass’A "I und ‘A "l die dazugehdrige Differentialgleichung aus Wachstumsgeschwin-
digkeit B"(t) und Bestand B(t) aus der obigen Tabelle erfillen. 15

f) Entscheide begrindend, zu welcher Wachstumsform die Formulierungen am ehesten passen.16

FORMULIERUNG WACHSTUMSFORM

(1) Marcel ist 9 Jahre alt und erhalt 2,500 Taschengel- linear __!logistisch
che. Zu jedem Geburtstag erhélt er eine Erhdhung des Taschen-
geldes von 50Cent. Zu dem Betrag von 50 af ehl en
5 Jahre.

(2) Dasmobi |l e Kommuni kbananagewprt li
dem Markt eingeflihrt. Die Absatzzahlen hangen linear davon
ab, wie viele Gerate schon verkauft sind und wie viele noch ver-
kauft werden kbnnen.

“linear " Tlogistisch

(3) Eine Griunpflanze erreicht eine maximale Wuchshoéhe von | | exponentiell
2,70m. Je kleiner die Pflanze, desto schneller wéchst sie. _ beschrankt

I kein Wachstum

llinear logistisch
(4) Frau Wegner legt ihr Geld in einem Rentenfond an, der ihr | exponentiell
jahrlich einen Zinssatz 3,5% garantiert. _ beschrankt
| kein Wachstum
linear __!logistisch
(5) Im Verlauf eines Tages steht die Sonne unterschiedlich hoch. | exponeﬂntlell
. beschrankt
________ - kein Wachstum
linear __llogistisch
(6) Stellt man ein 25°C warmes Getrank in den Kihischrank, so | | exponentiell
kuhlt es ab, weil es sich seiner Umgebungstemperatur anpasst. | | peschrankt

_ kein Wachstum

(7) In einer Herde mit 750 Tieren sterben jahrlich 3% der Tiere;
allerdings werden pro Jahr auch 15 Neue geboren.

(8) Sandra und Maria setzen ein Geriicht in die Welt. Seine Aus-|_ linear - logistisch
breitungsgeschwindigkeit hangt zum einen davon ab, wie viele xponentiell

Leute das Gerlcht schon vernommen haben; zum anderen da- eschrankt

von, wie viele das Geriicht noch erreichen kann. __ kein Wachstum

__logistisch
(9) Das radioaktive Kohlenstoff -Isotop C-14 zerfallt mit einer _. exponentiell
Halbwertszeit von 5730Jahren. _ beschrankt

| kein Wachstum

15 Der Nachweis, dass B die entsprechende Differenzialgleichung erfullt, bedarf weiterer Ableitungsregeln
(z. B. Kettenregel)
16 Aus dem Zusatzmaterial des Fokus Mathematik fiir die Q -Phase, CornelsenVerlag (2014)
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1.5 Wachstumsvorgange

Aufgabe 2: Exponentielles Wachstum

a) Bei einem Wirfelspiel wird eine bestimmte Anzahl von Wiirfeln geworfen. Alle Sechsen wer-
den aussortiert. Dann werden die Ubrigen Wrfel geworfen und die Sechsen werden aussor-
tiert. So geht es weiter. Leah spielt das Spiel. Nach 10 Wirfen hat sie noch 5 Wil. Untersu-
che, wie viele sie vermutlich zu Beginn hatte. 17

Definition : Eine Gleichung, die den Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihren Ablei-
tungen beschreibt, heil3t Differentialgleichung.

Satz: Eine Bestandsfunktion der Form A"l A JH "beschreibt exponentielles Wachstum. Sie
modelliert fir k > 0 eine exponentielle Zunahme, fur k < 0 eine exponentielle Abnahme und erfullt
eine Differentialgleichung der Form A "I 1 JA"l.

b) Innermathematische Zusammenhange:

(1) Beweise die Richtigkeit des Satzes!8

(2) Zeige, dass folgende Aussage gilt: Ist die Funktion B in der Form A"l A OH' mit dem
Wachstumsfaktor a > 0 gegeben, so erhalt man durchi i i'H den Basiswechsel von der
Basis a zur Basis e. EsgiltA"l A  JHT A OHue

(3) Gib fur die Beispielfunktion B 3 die Proportionalitatskonstante k an und bestimme den
Wachstumsfaktor a.

c) Bevolkerungswachstum: Im Jahre 1950 lebten 2,5 Milliarden Menschen auf der Erde, 1980 wa-
ren es 4,5 Milliarden. Das Bevolkerungswachstum wird durch eine exponentielle Bestandsfunk-
tonBmit" O " 1 O\ beschrieben.

(1) Ermittle die Wachstumskonstante k, den Wachstumsfaktor a.
(2) Bestimme die Verdopplungszeit und interpretiere das Ergebnis im Sachzusammenhang.

(3) Vergleiche die Ergebnisse der Modellfunktion mit den Daten fir 2005 (6,4 Milliarden) bzw.
1920 (1,8 Milliarden) und berechne jeweils die prozentuale Abweichung des Modellwe rtes
vom tatsachlichen Wert.

d) Bakterienwachstum: In einer Bakterienkultur wird stiindlich die Anzahl der Bakterien gezahilt.

Zeit t (in h) 0 1 2 3 4 5
Bakterienanzahl B(t) 80 1459 266,4 482.4 875,7 1597,8
H S 1824 | 1,826 | 1811 | 1,815 | 1825
Wachstumsgeschwin-
digkeit B'(t)

(1) Zeige, dass es sich um ein exponentielles Wachstum handelt undbestimme die Bestands-
funktion B der Formen" O " m QA " 1 QA (k auf 4 Nachkommastellen).

(2) Bestimme mit dem GTR die Wachstumsgeschwindigkeiten B’ (t) zu den Zeitpunkten in der
Tabelle.

(3) Gib einen Term fur die Wachstumsgeschwindigkeit B'(t) an und berechne, wann sich die
Wachstumsgeschwindigkeit verdoppelt hat.

17 Aus Lambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
18 F{ir die Funktion B 3 hast du dies in Aufgabe 1 e) bereits erledigt.
19 Vergleiche Kapitel 4 Merksatz (2) unter Aufgabe 1
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1.5 Wachstumsvorgange

e) Bestimmung einer Zerfallsfunktion:  Zur Unte rsuchung der Langzeitwirkung eines Medika-
ments wurde einer Versuchsperson eine Dosis von 70 mg verabreicht und im taglichen Abstand
die Konzentration des Medikaments im Blut gemessen.

Zeit t (in Tagen) 0 1 2 3 4 5
Konzentration (in mg/l) 10 7,20 5,18 3,73 2,68 1,98
A S

(1) Zeige, dass es sich um eine exponentielle Abnahme handelt und bestimme die Bestands-
funktion B der Form " O " m QA (k auf 4 Nachkommastellen).

(2) Ermittle eine zweite exponentielle Funktion C falls nur bekannt ist, dass die Konzentrationen
nach 2 Tagen 5 mg/l und nach 5 Tagen 2 mg/l betragen.

f) Exponentielles Wachstum und Integralrechnung: Die Wachstumsgeschwindigkeit einer
Pflanze (in cm pro Woche) kann durch folgende Funktionsgleichung beschrieben werden: O O
ohpOtw. Dabei gibt t die Anzahl der Wochen seit dem Einpflanzen der Pflanze an. Zu Beginn
bei t = 0 war die Pflanze 10 cm hoch.

(1) Berechne mithilfe der Funktion v die zu erwartende Hohe der Pflanze 10 Wochen nach dem
Einpflanzen.

(2) Ermittle die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit innerhalb der ersten 10 Wochen.

(3) Bestimme die Halbwertszeit der Wachstumsgeschwindigkeit.

(4) Interpretiere das Integral . O@ A @ Sachkontext.

a) Im Folgenden sind drei Grafen gegeben.

Aufgabe 3: Beschranktes Wachstum 20

A A A
\ Y Graf I Y y
X X X
> > A >
/ Graf II Graf III

(1) Gib an, welche Transformationen den Grafen | in den Grafen Il Gberfihren.

(2) Graf | gehért zur Funktionsgleichung f mit /A AR °. Erlautere, was man Uber die Para-
meter ¢ und k sagen kann.

(3) Nenne eine mdgliche Funktionsgleichung fiir den Grafen lll.

Satz: Eine Bestandsfunktion A"l 1 1 A OH' (k > 0) beschreibt beschranktes Wachs-
tum und erfullt eine Differentialgleichung der Form A"l 1 0 'A’l . Die Wachstumsge-
schwindigkeit B"(t) des beschrankten Wachstums ist proportional zum Sattigungsmanko S 8 B(t).

20 |deen aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.5 Wachstumsvorgange

b) Okologische Ackernutzung: In einem landwirtschaftlich genutzten Gebiet mit einer Gesamtfla-
che von 700 ha beginnen einige Bauern auf einer Flache von 80 ha ihre Felder 6kologisch zu
bewirtschaften. Sie erwarten, dass sich in jedem der folgenden Jahre die Besitzer von 10% der
jeweils restlichen Anbauflache ihrer Anbaumethode anschliel3en werden.

(1) Bestimme fir die nachsten 5 Jahre die jeweils 0kologisch genutzte Ackerflache.

(2) Skizziere ein Schaubild, wie sich unter der genannten Erwartung die 6kologisch genutzte
Ackerflache in Abhangi gkeit von der Zeit verandert und erlautere, warum es sich dabei um
ein beschranktes Wachstum handelt.

(3) Bestimme eine Funktionsgleichung f(t), welche die 6kologisch genutzte Ackerflache nach t
Jahren angibt.

c) Abkuhlen von Kaffee : Frisch aufgebriihter 80°C heil3er Kaffee wird in einem 20°C warmen
Raum stehen gelassen. f(t) sei nun die Temperatur des Kaffees zum Zeitpunkt t. In der folgenden
Wertetabelle wird die Temperatur B(t) des Kaffees, die Temperaturdifferenz D(t) = 20 0 B(t) zur
Raumtemperatur und deWachst umsgeschwindigkeit BE(t) fg¢r
angegeben.

t 0| 1| 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
B(t) 80 | 71 | 63,4|56,8| 51,3 | 46,6 | 42,6 | 39,2 | 36,3 | 33,9 | 31,8
B () 98|-83|-71| 6 | 51| 43| -37| 31| 27| 23| -19

D(t)=203B(t) | -60 | -51 |-43,4|-36,8| -31,3 | -26,6 | -22,6| -19,2| -16,3| -13,9| -11,8
B’(1):D(t)

(1) Zeichne den Grafen zu B.

(2) Berechne den Quotienten aus Abkuhlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz zur Raum-
temperatur f¢r di e Zend begrindek dass ed sichbei@er-unktion B , 10
um ein beschranktes Wachstum handelt.

(3) Ermittle eine Funktion, dessen Graf den Verlauf des Abkuihlvorgangs gut wiedergibt (runde
k auf die vierte Nachkommastelle). [Zur Kontrolle: " O ¢ m @ A N ]

(4) Berechne mit Hilfe des Funktionsterms die Temperatur des Kaffees nach 20 Minuten und
den Zeitpunkt, an dem der Kaffee die Temperatur von 40°C unterschritten hat.

(5) Gib die Abkuhlungsrate (in t\’—) der noch vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtem-
peratur an.

d) Karpfenpopulation: In einem Karpfenteich, in dem 1000 Karpfen leben kénnen, werden zu Be-
ginn 100 Tiere ausgesetzt. Diese vermehren sich so, dass die jahrliche Zuwachsgeschwindigkeit
15% des Unterschiedes zwischen 1000 und aktuellem Fischbestand betragtErmittle den Term
fur die Anzahl der Fische im Teich in Abh&angigkeit von der Zeit.

e) Wachstum einer Sonnenblume: Unter ginstigen Bedingungen kann eine Sonnenblume 3 m
grol3 werden. Wdochentlich kann sie um 12% der Differenz zwischen 3 m und aktueller Héhe
wachsen. Eine Pflanze ig am Anfang 50 cm hoch. Bestimme den Term fir ihre Grél3e in Abhan-
gigkeit von der Zeit.

f) Kabelanschluss: Eine Gemeinde mit 5000 Haushalten erhélt Kabelanschluss. Zu Beginn werden
200 Haushalte angeschlossen. Danach kommen monatlich 5% der Differenz zu 500hinzu. Er-
mittle den Term fir die Anzahl der Haushalte in Abh&angigkeit von der Zeit und untersuche, ab
wann 90 % aller Haushalte verkabelt sind.
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1.5 Wachstumsvorgange

g) Fieberentwicklung: Ein Patient hat Fieber mit 40°C Korpertemperatur. Er erhdlt ein fiebersen-
kendes Mittel, das die Korpertemperatur nach Wirkungseintritt stiindlich um 80% der Differenz
zur normalen Korpertemperatur von 36,8°C erniedrigt. Gib den Term fur die Kdrperkerntem-
peratur an.

h) Beschranktes Wachstum und Integralrechnung:

Eine Tasse Tee hat eine Ausgangstemperatur von 80 °. Die Umgebungstemperatur betragt 25 °C.
Die momentane Anderungsrate der Temperatur des Tees (in °C pro Minute) kann naherungs-
weise durch die Funktionvmit OO @2\ " beschrieben werden.

(1) Bestimme eine Stammfunktion von v.

(2) Berechne mithilfe einer Stammfunktion . OOA @nd —_ OOA @nd deute die beiden
Werte im obigen Sachkontext.

(3) Gib eine Funktion f an, mit der die Temperatur nach t Minuten beschrieben werden kann.
(4) Untersuche, wann die Temperatur des Tees auf 40 °C abgekuhlt ist.

(5) Stelle die Grafen von f und v in einem Koordinatensystem dar.

i) Exponentielles Wachstum mit k < 0:

(1) Gib die Sattigungsgrenze S, den Anfangswert B(0), den Proportionalitatsfaktor k und den
Wachstumsfaktor a fir die beiden Zerfallsfunktionen B und C aus Aufgabe 2 e) an.

(2) Begrunde, dass es sich bei der exponentiellen Abnahme im Rahmen des exponentiellen
Wachstums (k < 0) um einen Spezialfall des beschrankten Wachstums handelt.

Bei vielen Wachstumsvorgangen in der Natur fallt auf, dass das Wachstum anfangs annahernd ex-
ponentiell verlauft. Mit zunehmender Zeitdauer verlangsamt es sich allerdings und kommt schliel3-
lich zum Erliegen.

Aufgabe 4: Logistisches Wachstum 21

Beschreibt man diesen Verlauf mithilfe der momen tanen Wachstumsgeschwindigkeit B(t), so ist
anfangs, wenn das Wachstum annahernd exponentiell verlauft, B (t) in etwa proportional zum mo-
mentanen Bestand B(t). Gegen Ende des Beobachtungszeitraumes nahert sich das Wachstum dem
beschrankten Wachstum, damit ist B'(t) ndherungsweise proportional zum Sattigungsmanko S &
B(t), wobei S die Sattigungsgrenze ist. Insgesamt kann bei der beschriebenen Situation angenommen
werden, dass B’(t) zum Produkt aus B(t) und S- B(t) proportional ist. Wachstum, das in dieser Form
beschrieben werden kann, heil3tlogistisches Wachstum.

Dabei gilt folgender Satz

A9
A n A

erfullt eine Differentialgleichung der Form A"l T JA"1 O A"l .

Satz: Eine Bestandsfunktion A "l

5733 (K> 0) beschreibt logistisches Wachstum und

21 fakultativ
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1.5 Wachstumsvorgange

a)

b)

Verbreitung von Geriichten: Bei zwei unterschiedlichen Gruppen von amerikani-

schen Farmern wurde untersucht, wie sich Informationen zu einem neuen Diinge-

mittel verbreiten. Die Farmer der ersten Gruppe lebten weitgehend isoliert und er-

hielten ihre Informationen vorwiegend aus Fachzeits chriften und Massenmedien.

Die der zweiten Gruppe hatten intensiven Umgang miteinander und wurden uber-

wi egend durzmMund-Muongdgagandaodo informiert. r den
grad B in Abhangigkeit von der Zeit ergaben sich zwei Graphen, die am rechten

Rand dargestellt werden. Begriinde welcher Graph zu welcher Gruppe gehort.

Hopfen und Malz: Hopfen, der zur Herstellung von Bier bendtigt wird, ist eine schnell wach-
sende Schlingpflanze. Um Aussagen Uber das Hohenwachstum zu machen, wurde bei einer Un-
tersuchung die folgende Messreihe aufgenommen:

Zeit t in Wochen 0 2 4 6 8 10 12 16
Hohe B(t) in m 0,6 1,2 2.0 3.3 4.1 5,0 5,5 5,8

(1) Trage die Messwerte in ein geeignetes Koordinatensystemein.

(2) Lege anhand der Tabelle den Anfangswert B(0) und die Sattigungsgrenze S des Wachstums
fest und gib die dazugehdrige Differentialgleichung an, wenn man logistisches Wachstum
voraussetzt.

(3) Bestimme die fehlenden Parameter k mithilfe eines Messpunktes und gib eine mdgliche
Funktionsgleichung B(t) an.

(4) Zeichne den Graphen von B in das vorhandene Koordinatensystem.
(5) Bestimme die Hohe des Hopfens nach 18 Wochen.

(6) Untersuche mit und ohne GTR, ob der Hopfen nach 4 Wochen schneller wachst als nach 8
Wochen.

Kran kheitsentwicklung: Im tropischen Regenwald lebt isoliert ein 5000 Menschen zahlender
Indianerstamm. Einer seiner Bewohner wird unabsichtlich mit einer ungefahrlichen, aber sehr
ansteckenden Grippe infiziert. Durch gegenseitige Ansteckung in den darauffolge nden Wochen
zahlt man nach 4 Wochen bereits 300 Kranke. Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren,
geht man von logistischem Wachstum der Anzahl B der Erkrankten aus.

(1) Erlautere, was fir diese Annahme eines logistischen Wachstums spricht.
(2) Bestimme den Funktionsterm B(t).

(3) Untersuche, nach welcher Zeit die Halfte der Stammesbewohner krank ist und gib an, wel-
che Bedeutung dieser Zeitpunkt fur die weitere Ausbreitung der Krankheit hat.

(4) Ermittle die mittlere Zunahme an Erkrankten pro Woche in den ersten 2 Monaten.
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1.6 Kontrollaufgaben

1.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Kompetenzen im Bereich der hilfsmittelfreien Aufgaben

) =

N [}

(&) =

‘» ©

lch kann & sl ao| 2

— = c S

(o LIE| & =

S clo|2|G

; (%] N S (%]
den Graf einer Exponentialfunktion sowie einer Tangente an den Gra- 1a)

fen der Exponentialfunktion skizzieren.

eine Gleichung einer Tangente an den Grafen einer Exponentialfunk- 1b)

tion rechnerisch mittels Ableitungsterm bestimmen.
die Funktionsgleichung eines transformierten Grafen angeben. 1c)
begriindend Funktionsgleichungen von Exponentialfunktionen ent-

sprechenden Grafen zuordnen. 2a)
mithilfe von Funktionsgleichungen und grafisch beschreiben, wie ein

) ) . . . 2b),
Graf einer Exponentialfunktion durch einfache Transformationen aus 2¢), 2d)

dem Grafen einer natirlichen Exponentialfunktion hervorgeht.
Exponentialgleichungen l6sen. 3a)
Integrale mithilfe von Stammfunktionen aus der Funktionsklasse von

natlrlicher Exponential- und Logarithmusfunktion l6sen. 3b)
Aussagen zu einer Geschwindigkeitsfunktion eines beschrankten
Wachstumsprozesses begriindend tberprifen, ob sie wahr oder 4
falsch sind.

héhere Ableitungen von sinh und cosh bestimmen und eine Regel- 5a)
mabigkeit erkennen.

rechnerisch zeigen, dass die Grafen von sinh und cosh keine Schnitt- 5b)

stellen haben.

die Grafen von sinh und cosh auf Symmetrie prifen. 5¢c)

die Grafen von sinh und cosh auf globale Extremstellen und Kriim-

5d), 5e)
mungsverhalten untersuchen.
Flacheninhalte von beschrankten und unbeschrankten Flachen, die
durch die Grafen von sinh und cosh begrenzt werden mit einer 5f)
Stammfunktion berechnen.
Al @E OEIwE pbeweisen. 50)
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1.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzen im Bereich der Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

@ .
5 |2
» Q
Il ch kann & S| a| 2
« | B|E|8|2
~ S|l o| 2|5
= D N| S| &
eine beliebige Exponentialfunktion von der Basis 2 mithilfe des natr-
. . . la)
lichen Logarithmus zur Basis e darstellen.
mithilfe der Ableitung Tangenten an den Grafen einer beliebigen Ex- 1b)
ponentialfunktion bestimmen.
den Grafen einer Exponentialfunktion sowie zweier Tangenten mit- 1c)
hilfe des GTR in einem Koordinatensystem darstellen.
unter Nutzung einer Stammfunktion Flacheninhalte von unbe-
schrankten und beschréankten Flachen berechnen, die durch den Graf 1d)

einer Exponentialfunktion und der x -Achse sowie zweier Tangenten
und der x-Achse begrenzt werden.

rechnerisch nachweisen, dass bei einer Exponentialfunktion eine Stre-
ckung in y-Richtung gleichbedeutend ist mit einer geeigneten Ver- | 1e)
schiebung in x-Richtung.

auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter a und b
einer exponentiellen Wachstumsfunktion der Form /A AR ermit- | 2a)
teln.

mit einer Modellfunktion Problemstellungen 16sen, bei denen Expo-

. . . . 2b), 3a)
nentialgleichungen geldst werden muissen.
den Ableitungsterm einer exponentiellen Wachstumsfunktion be-

. . 20c)
rechnen und ihre Bedeutung im Sachzusammenhang angeben.
Geschwindigkeiten einer Bestandsfunktion zum beschrankten 2d)
Wachstum mithilfe des GTR bestimmen und grafisch darstellen.
begriinden, warum einen vorgegebene Modellfunktion ungeeignet 2¢)
ist, um einen Wachstumsvorgang zu modellieren.
einen Grafen zum beschrankten Wachstum im vorgegebenen Kon- 2f)
text skizzieren.
begriinden, warum eine Funktionsgleichung zum Wachstumspro- 21). 3)
zess des beschréankten Wachstums passt. ’
Parameter ¢, d und k einer Funktionsgleichung £ A A2\ zum

. . : : 29), 3f),
beschrankten Wachstum im Sachkontext interpretieren und pas- 30)

sende Werte fur ¢, d und k angeben.

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass
eine Funktionsgleichung von der Form A& ADJA st und ein expo- | 3b)
nentielles Wachstum beschreibt.

Parameter ¢ und k einer Funktionsgleichung /£ A28 zum expo-
nentiellen Wachstum im Sachkontext interpretieren und den Wachs- | 3c)
tumsfaktor a = A angeben.

mittels Ableitungen der Modellfunktion nachweisen, dass der Graf

einer Funktion streng monoton wachsend und linksgekrimmt ist. 3d)
den Randwert als maximale Steigung identifizieren und die zugeh6- 3¢)
rige Wachstumsgeschwindigkeit mittels Ableitung berechnen.

die Tauglichkeit einer Modellfunktion fir einen bestimmten Zeit- 3¢)

raum Kritisch prufen.
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1.6 Kontrollaufgaben

mittels Integralrechnung die Bestandsfunktion eines beschrankten
Wachstums bestimmen, wenn die Funktion zur Wachstumsgeschwin- | 3f)
digkeit gegeben ist.

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass
eine Funktionsgleichung von der Form A& 3 A istundein | 3f)
beschranktes Wachstum beschreibt.

prifen, ob eine Ubergangsstelle zweier Teilfunktionen knickfrei ist. 3f)

auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter S, d und
k einer beschrankten Wachstumsfunktion der Form A/ 3 AA 30)
ermitteln.

nachweisen, dass einen Funktion logistisches Wachstum beschreibt. | 3h)

anhand des Krimmungsverhaltens begriinden, welches Modell am 3h)
besten geeignet ist.

ein Verfahren beschreiben, mit dem man die gré3te Differenz zwi-
schen Modellfunktion f und der Funktion h in einem Intervall be- 3h)
rechnen kann.
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1.6 Kontrollaufgaben

TeiI I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Skizzieren eines Grafen, Tangente und Punktspiegelung.

Gegeben ist die Funktion f mit &5 ¢ A h
a) Skizziere den Grafen von f und die Tangente t an den Grafen an der Stelle 2.
b) Berechne die Gleichung der Tangenten t an den Grafen von f an der Stelle x = 2.

c) Der Graf von f wird am Ursprung gespiegelt. Bestimme den dazugehorigen Funktionsterm.

Aufgabe 2: Transformationen von Exponentialfunktionen

Gegeben sind drei Grafen und sechsFunktionsgleichungen.

7y /' A
\\ Y y Y //
\\4 4 /B/// 4 //f
\A 2 2 /
\\ et
ol [ 2 4 [x /ol [ 2 4 |y ol 2 [ 4 |
AD v taxvL Eg K ED v TR
ED -A- EZ v 1A N ED v TR N

a) Ordne jedem Graf die passenden Funktionsgleichungen zu.22 Begriinde Dein Vorgehen.

b) Gib die Transformationen an, die hotwendig sind, um vom Grafen der nattrlichen Exponenti-
alfunktion f mit /2 A zum Grafen zur Funktion f s zu gelangen.

c) Beschreibe, wie sich eine Funktionsgleichung verandern, wenn man bei der Beschriftung der
(1) y-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.
(2) x-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.

d) Gib fur die Vorgénge (1) und (2) die Funktionsgleichungen an, die man in Bezug auf die Aus-
gangsfunktion f 1 und f;erhalt.

Aufgabe 3: Gleichungen und Integrale I6sen
a) Bestimme die Zahl x, die folgende Gleichungen lost.

A x A - C-AO0T b A x m 112 o A 1A 1 n
b) Berechne mithilfe der Stammfunktion folgende Integrale.

ARG = AADG _ A @ pAD . -AB . — WAD. — -A®

22 Eskann auch mehr als eine Funktionsgleichung zugeordnet werden .

30



1.6 Kontrollaufgaben

Aufgabe 4: Sinkgeschwindigkeit eines Steins23

Ein Stein sinkt in einem See. Fiir seine Sinkgeschwindigkeit gilt: ©® ¢ dp A " . Dabeiistt
die Zeit in Sekunden seit Beobachtungsbeginn und v(t) die Sinkgeschwindigkeit in Meter pro Se-
kunde.

Entscheide unter Angabe einer Begriindung, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Aussage Begriindung

Wahr
Falsch

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist
immer positiv. D D

Die maximale Sinkgeschwindigkeit
wird zu Beginn erreicht. D D

Der Stein erreicht den Boden des Sees
niemals. D D

Die maximale Beschleunigung des Stei- D D
nes wird zu Beginn erreicht.

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt ge- D D
sunken ist.

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer klei- D D
ner als 2,5 Meter pro Sekunden.

Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt D D
sich jeweils in 0,9 Sekunden.

23 Aufgabe moadifiziert nach Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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Aufgabe 5: Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus

Die Funktionen sinhundcoshmit OE IE -O0A A und v A y [

A7 @& -0A A  heiBen Sinus Hyperbolicus und Co- | | \COSh 3 /

sinus Hyperbolicus . Ihre Graphen sind rechts dargestellt. \ 7//

a) Berechnedie 1. und 2. Ableitung von OE und A1 &b \\ 2 //A
die 1810. und die 2013. AbleitungvonOE Lnd AT @ /

N\ /

b) Zeige, dass die beiden Graphen keine gemeinsamen ’é
Schnittpunkte haben. -2 -1 1 2
[Tipp: Setze die Funktionsterme gleich und zeige, dass die _ /-

Gleichung unldsbar.] ‘ smh/

c) Begriinde, dass O E Ipuktsymmetrisch zum Ursprung und AT Géhsensymmetrisch zur y-
Achse ist.

d) Zeige, dass (0/1) globaler Tiefpunkt von cosh ist und cosh durchweg linksgekrimmt ist.
e) Untersuche den Grafen von sinh auf sein Krimmungsverhalten.

f) Berechne mithilfe der Stammfunktion den Flacheninhalt der Flache, den beide Grafen
(1) Uber dem Intervall [0; 1] einschlief3en.
(2) Uber dem Intervall 11] Ho einschlieRen.

g) Beweise: AT @E OEIwE p.

[Tipp: 1. und 2. Binomische Formel und A JA 0]
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Teil 1l: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR
Aufgabe 1: Ableitung, Tangente, Flachenberechnung und Transformation

Gegeben ist die Funktion f mit A ¢ .
a) Stelle den Funktionsterm zur Basis e dar und bestimme die erste Ableitung.

b) Ermittle rechnerisch mithilfe von f'(x) die Gleichungen der Tangenten t 1 und t> an den Grafen
von fin den Punkten (1/f(1)) und ( -1/f( -1)).

[Kontrollergebnisse zum Weiterarbeiten: O @ plo @ tmip P @ mio o i P
c) Stelle die Situation in einem Koordinatensystem dar.

d) Ermittle mit der Stammfunktion den Flacheninhalt der Flache, die
(1) vom Grafen von f Uber dem Intervall [ -1; O] mit der x-Achse eingeschlossen wird.
(2) vom Grafen von f Uber dem Intervall HNt mit der x -Achse eingeschlossen wird.

(3) von den beiden Tangenten t; und t, und der x-Achse begrenzt wird.

[Hinweis: Verwende die Tangentengleichung aus dem Kontrollergebnis aus b) und runde
Schnitt- und Nullstell en sowie den Flacheninhalt auf die zweite Nachkommastelle.]

e) Der Graf von fwird iny -Richtung um den Faktor 2 gestreckt, so dass der Graf von g entsteht.
Ermittle eine Verschiebung, so dass der Graf von g aus dem Grafen von f entsteht.

Aufgabe 2: Abkihlen von Kaffee

Peter kauft sich bei einem Fuf3ballspiel in der Halbzeitpause zum Aufwarmen eine Tasse Kaffee. Bei

einer AulRentemperatur von frostigen 0 &C kuhlt der warme Kaffee schon nach einer Minute auf

86,04¢C ab. Nach zwei Minuten betragt die K affeetemperatur nur noch 82,25 gC. Die Temperatur

des Kaffees kann durch eine Funktion der Form A& AtA°beschri eben werden (t ¢(
f)inegC, a O 0 und b < 0).

a) Ermittle die Parameter a und b und gib die Anfangstemperatur an.

Fur die Temperatur des Kaffees (in C) wird nachfolgend die exponentielle Funktionsgleichung

HI ft'HM 9%t O 0; t in Minuten) angenommen.

b) Bestimme die Temperatur des Kaffees nach 10 Minuten und berechne den Zeitpunkt, an dem
die Kaffeetemperatur unter 45 C gesunken ist.

c) Ermittle AP und gib die Bedeutung des Ableitungsterms im Sachzusammenhang an.

d) Bestmmemit dem GTR die Geschwindigkeit der Temper .
einer, funf, zehn und 30 Minuten. Beschreibe den Abkuhlungsvorgang und skizziere den Gra-
fen von f.

e) Begriinde, warum die Modellfunktion fur den Abkiihlungsvorgang bei einer Raumtemperatur
von 20 C ungeeignet ist.

f) Frank hat VIP-Karten und trinkt im VIP -Raum in der Pause ebenfalls einen Kaffee. Sei g i
Funktion, die den Abkuhlungsvorgang von 90 C heil3em Kaffee bei einer Raumtemperatur von
20 C beschreibt.
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(1) Skizziere neben dem Grafen von f einen moéglichen Graphen zur Funktion g und begriinde,
dassgvonder FoomCO A AR st

(2) Interpretiere die Parameter c, d und k und gib passende Werte fiir c und d und k an.

Aufgabe 3: Modifizierte Abituraufgabe zu Wachstumsprozessen 24

Die Hohe eines Strauches in den ersten zwanzig Tagen nach dem Aus pflanzen
wird durch die Funktion h mit

EO mig AN P (tin Tagen, h(t) in Metern)
beschrieben. Diese Pflanze hat zum Zeitpunkt des Auspflanzens eine Héhe von

8 cm und ist am Ende des 20. Tages (t = 20) auf eine Hohe von etwa 60 cm ge-
wachsen. Der Graf ist in der Abbildung unten links angegeben.

a) Berechne, zu welchem Zeitpunkt der Strauch eine Hohe von 50 cm hat.

b) Zeige durch Angabe der Parameter c und k, dass die Funktion h ein exponentielles Wachstum
der Form E O AR 2 beschreibt.

[Tipp: Wende zunéchst ein Potenzgesetz an.]

c) Gib die Bedeutung der Parameter ¢ und k im Sachkontext an und bestimme den Wachstums-
faktor a.

d Weisenach, dass der Graf zu h f¢gr 0 Ot O 20 stroel

e) Bestimmer echneri sch den Zeitpunkt innerhal bemder er s
die Pflanze am schnellsten wéchst und berechne die zugehérige Wachstumsgeschwindigkeit.
Begriinde, warum die angegebene Funktion h nur fur einen begrenzten Zeitraum die Hohe der
Pflanze beschreiben kann.

f)  Vom Beginn des 21. Tages an verringert sich dieWachstumsgeschwindigkeit des Strauches.
Von diesem Zeitpunkt an ist nur noch die Wachstumsgeschwindigkeit (in Meter pro Tag) be-
kannt, sie wird beschrieben durch die Funktion z mit

U6 mim@® "2 h (tin Tagen, z(t) in Meter pro Jahr)
DieHéhedesSr auches f¢r t O 20 s;bdsdhricteowecdén. ei ne Funkti o

(1) Ermittle einenTermhx( t ), der di e H°he des Strauches nach

[Zur Kontrolle: E O ply mg R MO " & ¢ mO@ AR E

IO @ AT

(2) Begriinde anhand des TermsE O, dass der Strauch nicht beliebig hoch wird, und gib die
maximale Hohe des Strauches an.

(3) Weise rechnerisch durch Angabe der Parameter S, b und k nach, dass die Funktion h ein
beschréanktes Wachstum der bekannten FormE O 3 AQJA °beschreibt.

[Tipp: Wende zunéchst ein Potenzgesetz an.]

24 Modifiziert nach Zentralabitur NRW 2009
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(4) Interpretiere die Werte der Parameter S, b und k im Sachkontext.
(5) Untersuche, ob die Ubergangsstelle t = 20 knickfrei ist, d. h. h"(20) = h’(20) gilt.

Nun soll eine Funktion die Pflanzenhohe fir den gesamten Zeitraum, also tber die ersten zwanzig

Tage hinaus, mdglichst zutreffend modellieren. Die mittlere Abbildung stellt den Grafen einer

Funktion f 1 zu einem beschrankten Wachstum dar (Modell 1 ). Rechts ist der Graf einer Funktion f>

zu sehen, der ein logistisches Watistum beschreibt (Modell 2 ). Die linke Abbildung zeigt den Gra-

phen, der aus den bei den FuUrRe) zusanmengesewtigthddent O 20
tatsachlichen Verlauf der Strauchhdhe wiedergibt.

A T T T T T ‘ T T T T | ‘ T T T T T
Strauchhodhe in m Strauchhéhe in m Strauchhohe in m
1,5 1,54 1,5
fi
1 R fid | —1 s
e [t )z
// L //
_0,5 h / _0,5 _0,5 7
| _—T |Zeittin Jahren | Zeit t in Jahren | | Zeit t in Jahren |
} + > } + P } + -
0 10 | 20 | 30 0 1‘0 2‘0 30 0 10 | 20 | 30
Tatsachlicher Verlauf Modell 2 Modell 3

g) Modell 1 (beschranktes Wachstum): Da der Strauch nicht hdher als ungefahr 1,2 m wird, muss
die Modellfunktion beschrankt sein. Zunachst wird dafiir eine Modellfunktion f 1 gewahlt, die
die Form £O0 3 A\ hat. Dabeiist S = 1,2 die obere Grenze, welche die H6he der
Pflanze auf lange Sicht nicht (iberschreitet.

(1) Bestimme die Parameter d und k so, dass der Strauch beim Auspflanzen und am 20. Tag
die beobachteten H6hen von 0,08 m bzw. von 0,60 m besitzt.

(2) Gib die Bedeutung des Parameters d an.

h) Modell 2 (logistisches Wachstum): In einem alternativen Ansatz soll ein logistisches Wachs-

A 0
tum der bekannten Form A& O 555 angenommen werden.

Zeige, dass die Funktion f, mit £ O = ﬁh 5
dem die Anfangshohe 0,08 m betragt, nach 20 Tagen eine Hohe von 0,60 m vorhanden ist und
langfristig 1,2 m nicht Gberschritten werden.

— ein logistisches Wachstum beschreibt, bei

i) Begrinde anhand des Krimmungsverhaltens, welche der Model Ifunktionen f ; und f, eher ge-
eignet ist, die Strauchhdhe (in Abb. 1) in Metern in Abhangigkeit von der Zeit in Tagen zu be-
schreiben (vgl. Abb. 1, 2 und 3).

j) Beschreibe ein Verfahren zur Berechnung der grof3ten Differenz zwischen einer (differenzier-
baren) Modellfunktion f und der Funktion h im Intervall [0; 20].
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1.7 LOosungen

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

1la)
1 3 4
A ¢ D v v A oo D oo
1b)
X -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3
/A 1 0,5 1 2 4 5,67 8 16 32
CZ c¢atv 16 8 4 2 1,41 1 0,5 0,25

1  Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 vergroRert, dann verandert sich der
der Funktionswert mit dem Wachstumsfaktor a.

1 Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 verkleinert, dann verandert sich der
der Funktionswert mit dem Kehrwert a -ldes Wachstumsfaktors a.

1 Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k vergréf3ert, dann verandert sich der
Funktionswert mit dem Faktor a .

1  Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k verkleinert, dann verandert sich der
Funktionswert mit dem Faktor a .

1c)

Eine Funktionsgleichung der Form /A2 ADA beschreibt ein exponentielles Wachstum. Ist a > 1
handelt es sich um eine exponentielle Zunahme (z. B. Zinswachstum). Im Falle 0 < a < 1 spricht man
von einer exponentiellen Abnahme (z. B. radioaktiver Zerfall).

1d)

Bei der Normalparabel verlauft der Gr af fur beide Rander gegen + unendlich. Bei der Exponential-
funktion y = 2 x nahert sich der Graf fir kleine x der x-Achse an, wahrend er auf der anderen Seite
fur groBe x ebenfalls unbeschrankt wéachst. Stellt man nun beide Funktionen flr ganzzahlige posi-

tive x mithilfe einer Wertetabelle dar, erhalt man:

X |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
w |0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 | 121 | 144 | 169
¢ |1 2 4 8 16 32 64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048| 4096| 8192

Man erkennt: Die Exponentialfunktion wachst schon recht friih sehr viel starker als die quadratische
Funktion. Dariber hinaus ist bei der Exponentialfunktion jeder neue Wert in der Wertetabelle (um

1) groRer als die Summe aller vorherigen Eintrage (z. B. 32> 24 + 8 + 4 + 2 + 1). Bei der quadratischen
Funktion gilt fir x > 4: Jeder neue Eintrag in der Wertetabelle ist kleiner als die Summe der vorheri-
gen Eintrage (z. B. 25 <16 + 9 + 4 + 1 + 0 = 30). Wahrend bei der quadratischen Funktion bei Ver-
grolRerung des x-Wertes um 1 der vorherige Funktionswert um eine ungerade Zahl verg rof3ert wird
(1, 3,5, 7, usw.) wird bei der Exponentialfunktion der Vorgénger um den Faktor 2 erhoht.

le)

YI./ET ot A cAnNA ov cA v A ¢t M o

Y2: /At pt D Anm mve A me A mt A Tt

Y3: AT ot A oANAD wuv A ws A ot B o O

Y4/ AANA — — Yv A ¢cN&E ¢mw Ay ¢m A uve A v
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Y5: A8 AANA — L mmng A NEp ve AD- ve A pvr B -
Y6:A) ADANA — — ¢w A oV&E wv Al wv A pt B o

1f)

pC — - o — - oo o o w

T0 c I o0 I 0w Ucuﬁﬁ—ﬁﬁ—”;_ — Tt

1g)

Der Wachstumsfaktor a muss positiv sein, da z. B. fur x = 0,5 die Wurzel aus a gezogen wird und
dann A" PAnicht definiert wéare. Der Fall a = 1 liefert keine Exponentialfunktion, sondern die
Konstante y = c.

2a)

Die Funktionsgleichung lautet A3 ¢ .

PunktA:¢ -v @ 11 ¢ 11¢ o
PunktB:¢ pu @ 11 @ Tt )
PunktC:¢ Wce @ 11T Q¢ @ 11 ¢h mh
PunktD:¢ 18 @ 11 ¢ C

2b)

PunktE:¢ tme @ 1T @v @ 11 ¢ P

Der Logarithmus von b zur Basis 2 bezeichnet den Exponenten x (Hochzahl, Verhéaltniszahl), mit
dem die Basis 2 potenziert werden muss, um die gegebene Zahl b zu erhalten. Gesucht ist also die
Zahl x, so dass¢ A Dieses Zahl x wird als Logarithmus von b zur Basis 2 definiert.

20c)

Y%p Wplv om po ¢v @ 1 TiCcNg @ o

(quip cDOdv  mig w v ¢uv @ 1 1TCg 1 T Cmiw P

50 - @8 - cw @ ligng @ op

ldgp - Q- —e @ li.enm @ p

3gp 10X VTB C ve ¢ chy @ 1T chnNp @ ¢

$q,- pTy — pmMy - — ovmE P I I.QgnM w S Y

3 X ww cv ww @ 1 1;,Cowu @ ¢
4gpho v pu pwu pwuve @ 1 T;Cpwu ¢
Es gilt nun folgende Rangfolge: DU HAST ES.

3)

A T+ A 1A v 1A ¢uvw A muy A 1 It
AP phe talw phe v -v @ 1T L£- phg

Cm pt CO ANCp phy A phy A pwi CO ph
CO cvpvw ¢co @ I 1L£c pixp

En pt E@G ANE p ¢v A  ¢qu A mut+ EQ T
Eg owy mv owe @ 1 1 Colv php p

En ¢t EG c¢ANEp mve ¢cAA mwvw A mlgru E@ ¢Ofg v
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EZd plve ¢Oftv phw it mxw @ 1 T mfxv Tt p
4a)

A ¢ uuuuuuuuuuuuy CQ3 0 ¢ ¢ ¢

A ¢ UWUUUUUUULUUUUUULUUUUUUUUUULUUUUUIUIULL. C T ¢ g

4b)
D UUUUUUULLLUUUUUUUUIUIUILLY C 3 o cx wl
/D UUULUUUULUUUUUUUUUULUUUULUUUUUUUULY Cd w0 o
A 0w E g o c o e
A 0 UUUIUULUIUULUUULLUUUUUIUUUUULUIUUIIIUILY E@ -0 o
4c)

Uber den y-Achsenabschnitt lassen sich f und h zuordnen: f(0) = 1 und h(0) = 2. Daher gilt A = f
und C = h. Uber die Stelle x =-1 erkennt man: Der Graf von k entsteht durch Verschiebung des
Grafen von h um 1 nach oben. Deshalb gilt k = D. Ebenso wird der Graf zu f um 2 nach oben ver-
schoben, so dass der Graf von g entsteht. Also ist B = g.

5a)

At ot A 9ANE xw 08 xw A - cmyoaoM oeXxmyoo

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y5=4§5<2. 0733"(x)

400r
350
300
250
200
1501
gl e .
S0r :

ST ¢ dv/d¥=80.837
X=4"[ Y=110.8663733
5b)
A oMy ooppE— ooXMXGo vME— @XMXG6 pugpu
5¢c)

A pcernamXmMycopenaxcmyoogcnmnd |1 1L ¢ nnnp ft Jahre. An-
fang Mai des Jahres 2012 wirde eine Abschussfreigabe erfolgen.

5d)
Mogliche Antworten fur die Gliltigkeit des Modells:

9 Die Fortpflanzungsbedingungen bleiben unveréandert.
9 Esistausreichend Lebensraum fir eine derartige Population vorhanden.
91 Die Kaninchen pflanzen sich kontinuierlich fort (entspricht nicht den realen Bedingungen)
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1 Im Modell ist wegen des zu kurzen Zeitraums die Sterberate nicht ausreichend berlcksichtigt
worden, ebenso die Dezimierung durch Krankheiten o. &.

6)

(1) acGilt i mmero. Punktsymmetrie f2a2llt aus, da f(
symmetrie ist nicht moglich: £ @ /D giltnurfirx=0,denn ADA  ADAuw A puv @ T8

(2) aKommanada.arRiud ADN e A ¢Sohmitt der Exponentialfunktionen mit der Gera-
den y=d) besitzt genau eine Lésung@ 1 1 C genau dann, wenn ¢ und d beide das gleiche Vor-
zeichen haben und beide ungleich Null sind. Andernfalls gibt es keine Losung.

(3) &aGeéeit o. i MmeArstrebtén Falle a> 1 fur x gegen minus unendlich gegen Null, im Falle
0 <a <1 fur x gegen plus unendlich gegen Null. Der Faktor ¢ beeinflusst nur, ob der Graf sich von
oben (c > 0) oder von unten (c < 0) der xAchse nahert.

(4) angielrtdo . i Zum einen erh?]|t man f ¢r den gl eiche
Wachstumsfaktoren, wenn man den Startzeitpunkt nach vorne oder nach hinten verschiebt. Zum

Beispiel beschreiben fund g mit /& AJA und C@ A\  denselben Wachstumsvorgang, nur

dass der Start bei g um 2 Einheiten friiher einsetzt. Zum anderen kann der Startwert zu unterschied-

lichen Zeitpunkten gewéhlt werden, ohne dass sich dadurch der Wachstumsvorgang als solcher

verandert. Beispiel: fundgmit &8 AA und C@ — A ADA  beschreiben denselben Vor-

gang, nur, dass der Startwert bei g um p Zeiteinheiten spater erfolgt.
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1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

1)

Im linken Diagramm entsteht ein steigender Graf, der komplett oberhalb der x -Achse liegt. Im rech-
ten Diagramm erhélt man einen fallenden Grafen, der unterhalb der x -Achse liegt. Sollte sich der
Startpunkt auf der x -Achse liegen, erfullt offenbar nur die Nullfunktion die geforderte Bedingung.
Gesucht ist also eine Funktion f mit f(x) = f(x). Wir werden sehen, dass
A3 AR A cix ¢ n O1 A ndie einzigen Funktionen sind, die diese Bedingung & man
auch diese Differenzialgleichung & erfullen.

2)

Q
O
Q
c
(g
Q
|
[Tl
Q
S

ve]

O
]
BN (o))
Y [e))

/ X / X N X N X
2 0 2 || 12 0] |2 2 0 2 Il 1210 2 |

¥ <
x

II

(@)

1T

o
-\

N
o
N
N
N
o
N
N

4 4 : 2
/ ’
/
2 2 4 i
//
e > > V6 1fg
2 0| | 2 2 ol | 2

| | | | |

Die Zuordnung der Funktionsgleichung zu den Funktionsgrafen kann folgendermafRen begriindet
werden:
1 An der Stelle x = 1 haben die beiden steigenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher ge-

hort f zu C und g zu A.
1 Ander Stelle x =-1 haben die beiden falenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher gehort
h zu D und k zu B.

Fir die Zuordnung von Graf und Ableitungsgraf kdnnen folgende Begrindungen herangezogen
werden:
1 Die beiden steigenden Grafen A und C haben Uberall eine positive Steigung. Daher muss der

Graf der Ableitung komplett oberhalb der x -Achse liegen und es kommen nur die Grafen 11l und
Il in Frage. An der Stelle 0 ist Graf A steiler als Graf C. Somit besitzt der Ableitungsgraf bei x =
0 einen grofReren Funktionswert. Also: A gehort zu Il und C zu lll.

1 Mit der gleichen Argumentation ist die Steigung des Grafen von B an der Stelle O steiler als bei
Graf D, so dass Ableitungsgrafen | zu Graf B gehért und Graf D zu IV.

40



1.7 LOosungen

3a)
Furfmit &2 ¢ gilt: £t 1w woupd -  1ip w o Formt man die zweite Gleichung nach
f(x) um und setzt ' (0) entsprechend ein, erhalt man: £ Ajt B3 1y w odp .
3b) und 3c)
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥1=2.5"(x) ¥ ¥1=2,7"(x) ¥

-1.5 -1 -0.5 DdYIdE=U.Blﬁ‘Z.5 -1.5 -1 -0.5 DdY/dE=U.BBdZ.5
X=0 ¥=1 X=0 ¥=1
B [EXEl:Koordinaten anzeigen El [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥Y1=2.8"(x) v Y1=3"(x) 5/

L

-1E 1 05 pPdY/dES1L0296%
=0 Y=1 X=0 Y=1

Es lasst sich der Zusammenhang von Aufgabenteil a fir weitere Exponentialfunktionen bestatigen.
Die Ableitung ist proportional zur Ausgangsfunktion. Die Proportionalitdtskonstante entspricht
dem Ableitungswert an der Stelle 0. Fur einen Wert von ungefahr a = 2,72 liegen Graf und Ablei-
tungsgraf tbereinander. Dieser Graf hat an der Stelle O die Steigung 1.

3d)
/m E M A A AA A ADA »p
E E E E
£ | Diff t
§ er:te:/?)nnzefn q:r? I-der Funktionsterm fur f Potenzgesetz angewen- A faktorisiert
2 mit A5 A eingesetzt | det: A A A
§’ Stelle x
i 1 - Fir die Ableitung einer Expo-
A QA—A A ME& A DEft At A nentialfunktion von der Form
E E s A3 Agilt £p At A
g Es qilt: ist der Fiar h gegen Null ergibt
g A A sowie Differenzenquotient sich der Ableitungswert
gIA P von f an der Stelle 0 | von fan der Stelle x
4a)

Da fir eine beliebige Exponentialfunktion AP  Ajt 282 und fur die natirliche Exponentialfunk-
tion PP  AD gilt, muss bei der naturlichen Exponentialfunktion f'(0) = 1 sein.
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4b)
A A Mit E - A ~ g A K
= P 5 . - ° p K p - A p -
E erhalt man: _ o -
c trebt fi Man multipli
2 Ersetze h — strebt tur : _ - : .
S| ro=1 durch — n B D a Zertmitdem | Man addiert 1. M::ebg%?;:'ze
g ' gegen Null. Nenner -.
4c)

Der Graf von f liegt oberhalb der x -Achse, weil f(x) A 1t Der Graf besitzt daher keine Nullstel-
len. Da £ Aj@ A mist, ist der Graf von f streng monoton steigend und linksgekriimmit.
Aus diesem Grund existieren auch keine Extrem- und Wendestellen.

4d)
Es gilt allgemein: . AA@ A A A . Fur die angegebenen Intervalle gilt:

P pT ] pmm I o mfin HT ™ Hb
A A A A AAOJ,J,Jp, AAélJJFb
A A A A o TP p A — |dader Term A | da der Term A
A p p - 0w p — fur AO H ge- | fir A0 H ge-
Tiw W gen Null strebt. gen +bH s
5a)

A Tixd O cOpt AP txdh D¢t A mxdh ¢
&@ MR @ O @

5b)

Ap mixviAOG mxuvd A mixuvAmxuvd A mxvAA T OF Ty vdD
5¢)

A mxd ¢ CPAAEAARAOAOIN ' OAEEOET EOCAEOI 11 O

5d)

Der Graf von f schliefdt Gber dem Intervall [0; 1] mit der x -Achse den folgenden Flacheninhalt B ein:
MAG ixyh @ @ @ mxovA- mixuv mix v A-
Die Tangente t schliel3t Uber dem Intervall [0; 1] mit der x-Achse den folgenden Flacheninhalt C ein:
# tio x uDeiecksflache)
EsgitA=BdC=mtx v A— o x v Ato x v A~ 1y B
Eine Uberpriifung mit dem GTR liefert fiir die Formel des Flacheninhalts zwischen zwei Kurven:
m 0o A mixd @ (Dp mxuvBAD mipm

5e)

Die Normalparabel hat die Gleichung b @ g p @ ¢ D p.Durch Gleichsetzen mit f(x) er-
haltman:ix & @ ¢@p @ ¢ @pu mx & 1 Dies ist nicht méglich, da jede Potenz
von e echt positiv ist. Daher haben die Grafen zu p und f keine Schnittpunkte. Vielmehr ist der Graf
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zu p f B exi nlee Asymptot e, der sichrdi(ié\rg_J_JGTuadfsom'rton f
f(x) a@a (k) f ¢r

6a)

A CQu @ A @ Av @ @ My @B p T D T D p
6b)

A CO g A g A o O

i@ A COAD 0 OAG B O I

6¢)

Viz%) @ A+ AP p Ay A A n

P p A muw A puv o mAE pnAnN A p 1g0/1)ist lokaler Tiefpunkt, der
global, da der Graf wegen " (x) > 0 durchweg linksgekriimmt ist (oder an den Randern jeweils gegen
unendlich strebt).

6d)

Cd @ A+ Cig <O
Cilid ¢ A me A qcu

RechtsLinks-Wendestelle.

Ai\(;]q 3 o o
@ 1icejilk A ¢ m20, B@II Ig ist

7a)
El B _
Grafikfunkt. : V= o
val=Ee [—] oy f Gy
Y2Be*+1 [—] 8 5 |
-g -2-a I G_ 1 ;2 3
Y4Ze**? [—1

_E_
_8.

YhBe * [ — 1
SELECT | (JAN13 NRTZ RI*[ W MODIF Y| DR AW]

7b)
A A WL £3 A p
A A wuwuwuwuwuuuu £ O A

A A wwuuwuuuuuuuuu £ A

A A wwwwwuuuy £ A

7c)

Da der Graf von fs an der y-Achse gespiegelt wurde, ist jeder negative Steigungswert des Grafen

von fs an einer Stelle-a genau der positive Steigungswert des Grafen von f; an der Stelle a. Dies sieht

man zum Beispi el dar an, dass das Steigungsdreiecl
besitzt wie die vergleichbare Tangente des gespi ¢
unterscheidet (vgl. Abb. oben rechts). Es gilt daher A A A A A . Mit der folgenden Sub-

stituton @ Avs A @gilt: /H @ A .
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1.3 Naturlicher Logarithmus & Ableitung der Exponentialfunktion

1la)

A ov @ 11T @ phy

1b)

MA ov @ 1T @ 11A

(2) SeiA  AgDann ist nach der Definition des natirlichen Logarithmus @ 1 1A und damit gilt
auch durch Einsetzen von x in der Startgleichung: A A Fir die zweite Gleichung kann folgen-

dermaRen geschlossen werdenA A hat die nach der Definition des natiirlichen Logarithmus die
Losung@ |1 TA . Andererseits gilt offenbar x =b. Also: A 1 1A .

ollp TITA miiA T1A p. Esgitgd A p A, dann kann wegen der streng
steigenden Monotonie der natiirlichen Exponentialfunktion 1 1@ T gefolgert werden. Analog gilt
auch@ A p Av 1@ n

@A ° A nach der Potenzregel fiir Logarithmen.

1c)

A o A P - A -° A Pheg A h2 A -2 A O
1d)

pPA pw o Tlouv cxp

¢cA chw o 1 Ichh mypy

oA xwco Tixw o -11x 11Ing oy

ToR p@guv A uvie 1o T v 0 -1 Tk 117 R mf g

VA pm o I lpmew o 1 ipm 1 Irp clo

o A pg T ® I Ip mye o 1

X A VBT T® T e T I Te® p -1l p 1MV memn
PcA v A chy o Tchw o 1ic 1 ik T p

w A p® co p llpmmyw @ -1 Tpmm - mpu

p o AN puy AR g v p T T-wv w0 ¢l i1- ¢ 11- ¢ mn
p p-K g K —g -0 p I 1-wv o 11 1- 1 pho

pc -JA- h g A- N p ist unldésbar, da jede Potenz von x echt positiv ist.
le)

pA A =« O ¢60606 ¢ muv 6 Wb ¢ A mA cv @ 11c
¢ A A P O ¢b6bp O p g O p A pvw @ 1l m
o —-RA A — O pnbct v O v p A v pp @ 1Tt o Ilp

@A A p mistunlosbar,daA A p paqil.
2a)

Aussage (1) stimmt. Aussage (2) ist falsch. Aussage (3) stimmt. Vergleiche dazu die beiden Tabel-
len, die mit dem GTR erstellt wurden.
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B
Tabellenfkt. :Y=

d x
Y1=—dx(2 )|x=x
d x
VR (47)],

[—1

[—1

E

X ¥1 ¥2
{ -1 0.3465 0.3485‘

0 0.6831 1.3862
1 1.3862 5.54561

I 2.7725

22.18

vA - _
Rial{al| DELETE] TYPE [STYLE TA1BLE

2
FORMULA) (TENETS WP EDIT | (GPH-CON] [GPH-PLT]

B

X ¥l Y2

{m 0.6031 1.3882}

2 2,772 22.18
4 11.09 354.89
6 44.361 5678.2

0
MEEIM[DELETE] ROW [N GPH-PLT]

2b)
a A A A - 0,5 2 A A 3 A A
fE(CO -3 -2 -1 -0,6931| 0,6931 1,0986 2 3
Esgilt: £t 1 1A
20c)
p A A A 8Alsoist A A @amit gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus dem letzten
Kapitel fir die Ableitung: EpP  Ajt R gilt.
)
At E A A?° A° A EA ° A
E E E E E
%’ . . Einsetzen der . .
§ Differenzenquoti- Funktionswerte fir Ausmultiplizieren Mullt|pI|Z|erenvm|t _@S
qs)) ent an der Stelle O f mit A A ei ne dunsi c
[a0]
A 2 A . A A Fir die Ableitung einer Expo-
ED>——«+— EO—C) yey; E:b ,CEV]'[ nentialfunktion von der Form
EZE 20 A A gilt £ ER
= Ersetze EE durch t. Der Bruch konvergiert
§ Multiplikation Beide Zahlen konvergie- | f ¢r t B 0 ge€
= von Briichen ren gegen Null, da k be- | fir g(x) = ex (e-Funktion
@ liebig aber fest ist. hat bei 0 die Steigung 1)
2d)
/A A A Yy Ep TT1AEA U 1 T1AEA
2e)
V&g — A+ &8 —3 AR A
c&@ -RA & -ER A
2f)
WA o A Yy Ap 1lctA Uy Ao 1 To il lo tA I lo tA
&g — R
i Ap lTilotA ' olio 1icxOT @ ot ligcxp A ot A o 11y
t O 1igx@ o 1 lgx
@/ - A"ty Ep TLEA Uy me 1Lt EtA -t T fA -
&g — R -t
i Ajp 11-tA -t 1 1- A 1 1- A I 1- ¢ 1 Tmlg vn® p =
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i tA t 1 1 0c tA T 1ilcnbc A&
bt otlle @ A A wlle wr 6@ 1t tllc @ Yilc ¢
Gm A T A T A g v A A ht

2 ) cA | g A Mty A 1A | it v ;

&@ -RA — QA ht

i At ¢ ITmguv T mgov ¢nOn At ¢ At 0@ 1 iguv ¢ WD ¢

3a)

(1) Durch die Streckung in x-Richtung halbiert sich beim Steigungsdreieck der Tangente des ge-
streckten Graf Gx, w2hrend Gy gleich bleibt. Dahe

Stelle 0 doppelt so grof3.

(2) Da die naturliche Exponentialfunktion an der Stelle 1 die Steigung 1 besitzt und mit (1) der ge-

streckte Graf dort die Steigung 2 hat, gilt flr den gestreckten Grafen g"(0) = 2. Da der gestreckte Graf

der Graf einer Exponentialfunktion mit der Basis e 2 ist, gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus

dem |l etzten Kapitel fg¢r di& Ableitung: gE(x) = 2

3b)

(1) Der Parameter c streckt den Grafen von der xAchse aus in y-Richtung und veréndert damit auch

die Schnittstelle mit der y-Achse. Sollte ¢ negativ sein, findet eine Spiegelung an der xAchse statt.

Der Parameter k streckt von der y-Achse in x-Richtung. Fur k > 1 und k < -1 wird der Graf der

naturlichen Exponentialfunktion in Richtung y -Achse zusammengedrtickt. Fir 0 < k < 1 und auch

fr -1 < k < 0 findet eine Stauchung in x-Richtung statt. Der Graf wird vondery -Ac hse weg aau:¢
nander gezog eechenweehsehbei¥ ligst den Grafen an der yAchse spiegeln.

(2)

/A M c>0undk>0:z.BAS cA c>0undk<0:z.BA3 cA
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=2x{e"(3x)) N ¥2=2x{e”(-3x)) N
:
4
Graf 3
}
4 ! b4
-0.5 0 0.5
X=0 “=2
Monotonie streng monoton zunehmend streng monoton abnehmend
x b +b: f (x) x b #®Gx) B O
Randverhalten
x BBb: f(x) b x BBb: f(x) b
Nullstellen keine keine
y-Achsenschnittstelle y=c¢ y=c
Krimmungsverhalten linksgekrimmt linksgekrimmt
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/A A c<O0undk>0:z. B.AD cA c<0undk<0:z B.AD cA
Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen E [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=-2x(a*(3x)) I} ¥ = ¥2==-2x(a*({-3x)) ¥ <
0 0.5 -0.5 0
Graf
=0 ¥=0
Monotonie streng monoton abnehmend streng monoton zunehmend
Xx b +Db:-bf (x) x b +b: f (x)
Randverhalten
x BBb: f(x) b x bb: f () b
Nullstellen keine keine
y-Achsenschnittstelle y=c¢ y=c
Krimmungsverhalten rechtsgekrimmt rechtsgekrimmt
(@)
A D M+ E10 AERA + £ P AE A 01 &; 3 -A

monoton zunehmend, falls ¢ und k dasselbe Vorzeichen haben. Bei unterschiedlichen Vorzeichen ist
der Graf streng monoton abnehmend. &] ¥ AZE QA mfur ¢ > 0. Daher ist der Graf linksge-
krimmt flr ¢ > 0 und rechtsgekrimmt fiir ¢ <0.

4a)

o
s

N
1
!

w

\ a¥

3

1 o] | 1] 2

g
\

4b)

Esqgilt A Cp ¢.DaheristS Schnittpunkt der beiden Grafen. Aufgrund des Verhaltens an den
Randern kann es keinen weiteren Schnittpunkt geben.

4c)

Die gesuchte Flache lasst sich berechnen tber den Ansatz C@ A2 A @Berechne dafir zu-
nachst die Differenzfunktion A@ C@ /D ¢ @1 ¢ .Die Stammfunktion D ist gegeben
durch: $ @ @ 1 @ — .Daher qilt:
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CoO MAD @ 10 —¢ P T — — 0 —
4d))

AB 10 i Ap ¢llgcnNOp ¢t clic P A ¢t A ¢ clic
t O <¢clilc B ¢ 1 Ig

4e)

Ansatz: £ EA cy A —. Diese Gleichung ist nur lésbar, wenn k negativ ist, da sonst
A negativ ware. Formt man sie nach x um, ergibtsich:E @ 1 T— v @ -1 1— . Furdeny-Wert
des Beriihrpunktes berechnet man:U A% — — Also:" -1 T— 7—

5a)

Man setzt f(x) und g(x) gleich und zeigt, dass x =0 und x = - 1:
g ¢ mv ¢ ¢ pve p @ ¢ .Offenbar erfilllen sowohl x = 0 und x = - 1 diese Glei-
chung.

5b)
Ag A CO @ c¢c mv ¢ ¢ ph p @ ¢ p @ ¢

p 2 $0 O -O = Ot
A COAD @ @ — Ot - p T —— Otv
o P o P T

5¢) und 5d)
P p llcxundA&G 1T1lc x n
AR p Illcxy mew ¢ —u @ 11 G— v oDader Graf von f wegen f'(x) > 0
durchweg linksgekrimmtist,ist @ 1 | G— eine globale Minimumstelle.
C@ 1ilgcx 1 otlwncjg 11¢ & 1 v Ofw 7
Ci@ 1licx 1 imv atw mwe i i¢ O | Imv Ofv ¥ ¢ v v @ ™8 Da der
Graf von g wegen f'(x) > 0 durchweg linksgekrimmt ist, ist x = 0 eine globale Minimumstelle.
6
Aussage (1) istwahr,daEp ER nf ¢r k [ 0

Aussage (2) ist wahr, falls A Agenau eine Lésung hat. Dies ist genau fiir a > 0 der Fall.
Aussage (3) ist wahr, falls £ EX an der Stelle 0 positiv ist. Also £ft  E 1t Dies ist fir
positive k der Fall.

Aussage (4) ist wahr, daBd A ° A A die Funktion des an der y-Achse gespiegel-
ten Grafenzugmit C@ A ist.

Aussage (5) istnurwahrfira>1,da&pg 1 1AA n 171A me A p.

Aussage (6) ist nur wahr fiir ¢ > 0, da A& p my A - nur fir ¢ > 0 genau eine Lésung besitzt.
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1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

1

aFunktionspartner seino bedeutet, dass der Gr af
gespiegelt wird, um den Grafen der Partnerfunktion zu erzeugen. Man erhalt zum Punkt P(x/y)

eines Grafen den Bildpunkt durch Vertauschen von x - und y-Wert. Also gilt P (y/x). Beispiel: Der

Punkt P auf dem rechten Normalparabelast mitf(x)=x2und x O 0 hat den al |l geme
P(x/y = x 2). Der Bildpunkt lautet P"(y = x 2/x). Fur den Bildp unkt wird nun jedemy=x20 0 ei n
Funktionswert x O 0U Zuwg@or Oé#H. nWwWemgenj edem y O
Funktionswert U zugeordnet. Es gilt fiir die Funktionsgleichung g des gespiegelten Grafen

also:CU U Ersetzt man x du racdebekanfitFormZ@O @) er hal t 1

\ 1 / /
Yy /
f(x)=x2, x <0 f(x)=x?, x 20 7
4 7
| Poyy=x2 4
\\ X2 T ——=* X\ Y / a(¥)=vx, x=0 |
LY |
\ o= L T
| =l | =X4/X
v 7 |
/ | | _
N i 3
-
4 | 3] -2 -1 O6N| 1 x2 y=x2 4 | 5 | 6
P, N
-1
/7 N~
/ 5 T~
7/ i "'"""---....______‘
T T—
d -3 g(x)=-vx, x=0_|
/7
/7

Analoggit U v @ UOT @& 1 und es folgt die Funktion CU Ufiry 7t Setzt man
x statt y, erhalt man die gewohnte FomC@ M@mit x O 0.

Die Partnerfunktion zu f(x) = x + 3 lautet g(x) = x 90 3. Begriindung: Der allgemeine Geradenpunkt
der Gerade f lautet P(x/y = x + 3) und hat den Bildpunkt P"(y = x + 3/x). Wegen der Umformung

U @ oo @ U cliefet CU U o bzw. C@ @ odie Funktionsgleichung des
gespiegelten Grafen.

Ebenso erhélt man aus y = 3x die Gleichung@ -Uund ausU - @ -. In allen Fallen nennt

man die Funktionen der gespiegelten Grafen Umkehrfunktionen zu den Funktionen der Ausgangs -
grafen.

2a)
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ny z
/
71 } y=f(x)=ex //
: / al
v 7
v
/
5 Ay Y
P(x/y)
N\ /
N s/
311 N
(1/e) ! XE| _
5 I 7N Ay | y=g(x)=In(x)
oAl LBl D=
DI T2 T3 1P (y/X)
! I e ! /
(-1/e) / !//?j/f) |
. /N | I | >
2 —1//-0 (1/0‘) 2 | 3 4C[ 5 6 7
/ '1‘f(e-1/—1
e 2/
/
/

Es sei P(x/y). Daher hat das Rechteck ABPC die Seitenlangen x und y. Zu Zeigen ist, dass das
Rechteck AC'P'B” die Seitenldngen y und x hat. Beweis: Sei D der Schnittpunkt der langeren

Rechteckseiten und! " @01 A# U Die Dreiecke ABD und ADB” sind konkruent nach SWW
(gemeinsame Seite! $ 45Grad-Winkel als Steigungswinkel der Geraden y = x und 90-Grad-
Winkel). Daher gilt: " J $" $ Beide Seiten entsprechen der Strecké ", da die beiden Dreiecke ABD

und ADB” auch gleichschenklig sind (Basiswinkel betragen beide 45 Grad). Also:" $ #] 0 B
Ebenso sind die Dreiecke DP'E und DEP kongruent z. B. nach SWS (Seit® %0 % 0 ] w@d rechter

Winkel). Dahergilt 0$ OJ @dmit " jJ $" $auch” 0 "] 0B

2h)

Der x-Wert des Bildpunktes betragt U A. Ihm wird der y -Wert x zugeordnet. Wegen der
Umformung U A v @ 1 1U und der Tatsache, dassA alle positiven Zahlen durchléuft, wird
jedem y A > 0 der Funktionswert @ 1 U zugeordnet. Man erhélt also fir y > 0 die
Funktionsgleichung CU 1 1U mity > 0. [Eine alternative Argumentation kann folgendermaRen
aussehenU A m LLLLULLLLLUL UL @ A wu EU 1121 E® mn
2¢c)

Sei Ep e A . Offenbar gilt fur die Umkehrfunktion g dg jU ;/— —. Da abery =f(x) =A und
A alle positiven Zahlen durchlautft, folgt firy > 0: CJU ;/— —. Ersetzt man y durch x, erhalt man
die gangige Form: CJ@ -. Kurzform: £ A wwuwwwuuuuuuuuuy CJU — -1 EW n
2d)

(1) WegenCJ@ - Tist der Graf der naturlichen Lo garithmusfunktion fir x > 0 streng monoton

wachsend und besitzt daher keine Extremstellen.

(2)Esqilt]l Tp 1 da e =1. Dader Graf wegen (1) streng monoton wachsend fiir x > 0 ist, existiert
keine weitere Nullstelle von g.
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3Cig %] — 1Per Graf von g ist fur x > 0 rechtsgekrimmt.

(4) Dies kann aus dem Verhalten der nattrlichen Exponentialfunktion an den Randern und der
Tatsache, dass der Graf der natirlichen Logarithmusfunktion an der Geraden y = x gespiegelt wurde
gefolgert werden: U A muwuw @ 11U 4 HBAnalog kann fiir das Verhalten @° b

gefolgertwerden: U A gy Huwuy @ 11U 3 HB

2e)

Ein Beispiel ist die Funktion f mit f(x) = x 2. Wirde man den kompletten Grafen spiegeln, was
gleichbedeutend ist mit der Bildung einer Umkehrfunktion auf dem kompletten Definitionsbereich,
erhielte man keinen Grafen einer Funktion, da einem x-Wert zwei y-Werte zugeordnet waren.
Wichtig ist also, dass beim Definitionsbereich der Ausgangsfunktion jedem y -Wert genau ein x-Wert
zugeordnet ist. Denn dann entshet erst eine Funktion, die jedem xWert (y-Wert der
Ausgangsfunktion) genau ein y -Wert (x-Wert der Ausgangsfunktion) zugeordnet wird.

3a)
A
vt
g f
2
1
4 >
A -1 0 1 2 4 x|
-1
\\_2._
3b)
Die Schnittstellen der Funktionen f und g berechnet man durch Gleichsetzen der Funktionsterme:
A CQwv - @ cﬁuo P @ ch®@ @ chv@p m Die Diskrimininate lautet
dann:$ - N - p — — —. Daher gilt fur die Loésungen der quadratischen
Gleichung und damit fir die Schnittstellen: @ - — - -4 @ ¢ @ m.
30)
Fir den Flacheninhalt A, den beide Grafen einschlieBen gilt:! . CO AD Ag
i D cv -Ag -@ cFmQ‘ITQﬁ ¢ v 11¢c » - - 1 I
o llc - ITmM — ¢ciig o
3d)
-A@ 119 lTlpm 1T1p clom
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3e)
-A@ 112 112 au  Hb(Aufgabe 2d(4))

-A@ 119 11, 4 H(Aufgabe 2d(4))

Daher existieren beide Integrale nicht.

4a)
— @A -1l - 1le - - 1 -l1lo 1ty
4b)
- —A@ vil@ - uvllg - p - vllg odwyx
4c)
A —Ag A 112 A 1Tilc A A A 11lg ¢
5

Aussage (1) ist wahr, wenn man sich auf den kompletten Definitionsbereich bezieht. Denn aufgrund
der Achsensymmetrie beziiglich der y-Achse kdnnen jeden y-Wert aus dem Wertebereich der
Funktion immer mindestens zwei x -Werte aus dem Definitionsbereich zugeordnet werden.

Gegenbeispiel zu Aussage (2): Die Funktion f mit A2 @ p istals nicht gerade Funktion nicht
umkehrbar auf s, da jeden Furktionswert > 0 genau zwei x-Werte zugeordnet sind.

Aussage (3) ist wahr. Denn wenn £fJ T fir alle x-Werte des Definitionsbereiches, dann muss
AP moder £P 1 fur alle x des Definitionsbereiches sein (sonst gabe es eine Nullstelle der
ersten Ableitung). Daher muss der Graf von f streng monoton A
wachsend oder streng monoton fallend sein. Somit ist die
Funktion auch umkehrbar. ' 21

Y

Aussage (4) ist wahr. Denn hatte eine umkehrbare Funktion
auf ihrem Definitionsbereich eine Extremstelle a, gabe es in
einer Umgebung von a zwei Stelle ¢ und d mit f(c) = f(d), was | |
ein Widerspruch zur Umkehrbarkeit der Funktion ware. 2 A1 1 2

1%

\ A3

Aussage (5) ist falsch, da die Funktion nicht unbedingt -1

sprungfrei sein muss. Betrachte zum Beispiel folgende
@/El@:? T 24+

Funktionfmit A2 p OGAITO @ p (Graf rechts)
@EIDD p

Aussage (6) istwahr:U @ 7 oy @ U 70 UguuuUuuuy EU ol E@®D 1

6a)

Man vertauscht x und y-Wert und I6st na y auf. Dabei sind Definitions - und Wertebereich von
Funktion und Umkehrfunktion jeweils vertauscht . In Kurzschreibweise gilt:

u A T[I”QNFI%_JﬂA Td’]JNﬂuuuuuuqucUiTQHU-iTgiT@Nﬂr’Qn

6b)
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LI Mg

2. AAg A - A

R). AAg | COAQ2AAEOEREIAEOCATJWIACAT . COA@ A .Also
git, COA@ _ A AgA - A A A -

4). A Ag -A - -A 4u - Aus Symmetriegrinden gilt) | COA QD -

6¢C)

Ci@ -—ni Cip -+ 0@ -2 APp mP A mv A - Also git fur die

Tangente tim Punkt (1/0): 0@ -@ -.

6d)

Man subtrahiert vom Flacheninhalt der unbeschrankten Flache, die der Graf von g Uber dem
Intervall [0; 1] mit der x -Achse einschlie3t (er betragt nach b)(4) 0,5) den Flacheninhalt des
rechtwinkligen Dreieck, das die Tangente t mit den beiden Koordinatenachsen begrenzt (er betragt
0,25). Also betragt der gesuchte Flacheninhalt 0,25.
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1.5 Wachstumsvorgange

1a) Der Anfangsbestand B(0) betragt in allen Fallen 2.
1b)

Bibeschrei bt das beschw:Bb kb WacBRstt)ubr,@dadx]ogiBBsche
Wachst um:B(xt )BBO0 ;o:Byxt )bBF1 0 sdasndeBponent i el loeBy(Wacbhis;t u
X B+B( t )ah.+

exponentiell beschrankt logistisch
4

sy |/ YB0)  B(o) |

/

—10 —10¢——T——Ec== T

) 17 /

/
p R

5 | 10 Y 5 | 10 -5 o :

SRV ]

Verlauf des
Bestandes B(t)
~N

t
»-

\ And

ot

1c) Die Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit verlauft logistisch, der Guthabenzins auf einem
Sparkonto exponentiell, die Erwarmung eines Tiefkiihlprodukts bei Zimmertemperatur beschrankt.

1d) B: gehort zum beschrankten Wachstum, B; zum exponentiellen Wachstum und B 2 zum logisti-
schen Wachstum.

le)

"0 AN 4 "JO ot AN Mt AN Mg o O ED O
" O pm pmcAD pmygARA N 4 "JO Yo mig AN pix @& N

Andererseits gilt: EO3 " O m Qpm pm pm APl nit QpA P
pix @A °

Nicht gefordert, da Kettenregel vorausgesetzt wird:

"0 55 (PpmM¢ pmcAhoD

i "J70 ¢cPpm® pO¢c pmcANO22 opmc D mig?m&ﬁoo

- 0 R = o N
it 3 55 0P ¢ A " O it O——F 555
Andererseits gilt:

~ °) 0

EQ 603 " O mt @ —50p T 55
- 20 2 20 - 200 oo 5 9o
TMQ h 00 h 00 T[h;@ h 00
. 200 200D 52 29 595 . 200 o oo
T, O 5> g, 3 5> J Ovon oben (Puh!)

1f) (1) linear; (2) logistisch; (3) beschrénkt; (4) exponentiell; (5) kein Wachstum; (6) beschrankt; (7y
beschréankt; (8) logistisch; (9) exponentielle (k < 0) und beschrankt (S = 0).

25 Die Anzahl der Tiere nach n Jahren lasst sich durch folgenden Ausdruck beschreiben:
1 mw)E mwymwmwxx v mpu pu pu pE  pu
mwx X vy Ppu Moy Ppuv E mToxPpu mMwxPpu pu

mho x O v T T X Tt X E mhox mwx p Ppu

mwx X v e B Thox Ju — U Tuitangfristig hat die Herde eine Grofe von 500 Tieren.
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2a) Sei n die Anzahl der Wurfe, B(0) die Wurfelzahl zu Beginn und B(n) die Wurfelanzahl nach n

Versuchen. Dann gilt fiir die Wiirfelzahl nach n Versuchen " 1 " 11 O- .Daleahnach 10 Ver-
suchen nur noch 5 Wirfel hat, giltv " m3- 8 " m —— o pEswaren wohl 31 Wurfel.
2b)

Mm"6 "mAy+ "jO "nmnER EOITA ED
¢"O0 "mA "mA "mOA v A Avw E I
(3)BeiB: E mit A AN

0
1A

20c)

(D Ansatzz” O "m A cvA N on tht th cvA w ply A v omEIl Tphy.
Also: E — rimnpwe O chAh 2y A AR pfitp wy

(2) Ansatz Verdopplungszeit: v clv AP 2y ¢ Ah 24 O — © br Jahre. Die jahrli-

che Wachstumsrate betragtb A h p phw yp . Nach 35,4 Jahren hat sich die Weltbevélkerung
bei einer jahrlichen Wachstumsrate von knapp 2 % verdoppelt.

@)" vu cAM 2  xiv pAbweichung zum tatsachlichen Wert: Lh p ptyt;
" om cdAh O plo Abweichung zum tatséchlichen Wert: Lh P &y

2d)
(1) Durchschnittswert: 1,8202." O " m A YW ¢ e MACTE 1 g negmv oy w

(2) Uber die Funkton —( MENU 1 B OPT B CALC) kann die Ableitul
berechnet werden: BE(O) & 47,92; BE(1) & 87,22; [
957,36. Fir den Ableitungsterm der Funktion B gilt: " JO @ 1Oty wyDd" ° 1 jop AN 2

Die Verdopplung der Wachstumsgeschwindigkeit berechnet man durch folgenden Ansatz: ¢

Ah 2y O - plp @Nach 1,16 Stunden hat sich die Bakterienzahl verdoppelt.

2e)

(1) Fur den durchschnittlichen Wachstumsfaktor a ergibt sich gerundet a = 0,7234. Also gilt far k: E

| ifx ¢ o1 mw ¢ oMitdem Anfangswert B(0) = 10 ergibtsich* & p ™A N 9.

(2) Fur die Funktion C mit # O AR 2 und den beiden Bedingungen# ¢ vund # v ¢ erhalt

man die beiden Gleichungen ADA  vund ADA ¢ Esgi |t durch &aDivisiono
chungen:g— -y A iy E i Mo mTutA ——+— ot Twu

2f)

(1) Die Lange der Pflanze nach 10 Wochen kann beschreiben werden durch die Summe aus Aus-
gangsléange und Langenzuwachs: Daher gilt firr diese Lange: OO  ohp Ow

pmt. OOAOpm cﬁlpi)—ﬁ’mﬁw ot — h s A

F- Jtw R

22— OOAOCcw vAiPOTT AEA
(3) optwo  plwos o Ty O 1 T Crfv ¢l @Nach ca. 6,5 Wochen hat sich die Wachs-
tumsgeschwindigkeit auf die Halfte halbiert.

1 . O@ A gl angenzuwachs nach t Wochen.
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3a)

(1) Der Parameter c ist positiv, da der y-Achsenabschnitt oberhalb der x-Achse liegt. Der Parameter
k ist ebenso negativ, da der Graf von f monoton fallend ist.

(2) Graf | wird an der x -Achse gespiegelt (Grafll) und dann in positive y -Richtung (Graf Ill) ver-
schoben.

(3) Die Gleichung von Graf lll lautet E @ AR° AMAMA mE 1. Erentsteht durch:
A3 AA° .  C @ AR iy E @ AR2 A

3b)
(1)
tinJahren |Ver fahren 1 (aZunahme der ©°kol ogisch
0 Y 1t
1 g X nnYnadp pTC
2 PTC XTTPT Qip  p wiy
3 pwy xmmp iy Jip ¢ Thpg
4 ¢thpg x mmg Thpcop cwlva
5 cwop Y xTTc wgp Wip cofweg
¢ "ET T TECEIOEURORAE DEp* AEOAT

+nEAEBDI | 1AEGHIORAE DEp* AEOCMET 1 1T CEOABACO(
Fur dieses Verfahren ist eine Herleitung der expliziten Formel fur B(t) eher ungeeignet und bedarf
einiger ascharfero Blicke, der me hr f a cihes Rechem we n d u
tricks. 26

Einfacher geht es fiir die Herleitung einer expliziten Formel mit einem zweiten Verfahren:

tinJahren |Ver fahren 2 (aAbnahme der biologisch
0 XTI Xnnyn P

1 XTI XTnPndtw pT ¢

XTI XTI T Qi XTI X T X i x 1ty ndtw  Otw

XTI X TIX U X Ty mltw Ofw X T x 1y motwltw

Xnnm xnnynditw  p oy

X xnnyndtw ¢ thpg

XM X Tnynitw ¢ ogp g

XTI XTNYNIAtw o chiwe ¢

" ACAT OARRRAERCAEIOOHIOEEA OAT OEGORDTTAROOAD
X TUTU X T Tt T

Sattigungsgrenze 3 R OOE COT WC@AA AEATNT OAT QEGO RG1TI RO O

N

oW

26 Y1 XTI XTIy T

X XTngn xnanunyndip xnn xnnungndp x nng ndip
XTI XTnYndp 71ip  xmm x nny nddw X m x mng ndtw
" X TUTC X 70 Tt T X TUTU X U7t X Ty nltw  Jip

X TUTT X 10Tt xnnxnnxnnwn:ﬁm Oip

XTI Xnnyndtw xnnyndtw Ifp x nrn x nny nddw Op  1ip
X TUTU X 10Tt

X TUTT X T eow XTI X T x Y nddo O
X xnngnitfw xnnyndtw Jfp x nm x Ty ndfwdp  mip
X TUTT X T Tt tow
Also: " x T Tt X TU Tty
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(2) Es handelt sich um ein beschranktes Wachstum mit der oberen Schranke

von 700 und einem Startwert von 80. Die Differenz von Gesamtflache und bi- 700"~ >
ologisch genutzter Flache wird immer kleiner und ist proportional zur Wachs-
tumsgeschwindigkeit, mit der sich die 6kologisch genutzte Flache andert.

(3) Die okologisch genutzte Flache B(t) nach t Jahren lasst sich durch die Ge- &

samtflache minus die 6kologi sch ungenutzte Flache nach t Jahren berechnen. Also gilt! O x T
Ppcotw xmme¢® v mw A v E ITiMw mpnut "0 xnmyxmnngnd
AN x Tt ¢ A " . Die Sattigungsgrenze S betragt 700, der Anfangswert B(0) ist 80. Ins-
gesamt handelt sich um ein nach dben beschranktes Wachstum. Der Graph ist monoton steigend,
rechtsgekrimmt, das Sattigungsmanko (hier die nicht 6kologisch genutzte Flache S d B(t)) nimmt
mit der Zeit ab und ist proportional (mit dem Faktor k) zur momentanen Anderungsrate B’(t) der
Okologi sch genutzten Flache.

30)
1 (B El
¥ (¥
% 8Ot
70r 70f
£0r 60f
50r 50f
40r 40f
a0t aor
an i3 20F
. iat . . . . . . . . x . 10r . . . . T x
o/ 2 4 & &8 10 12 14 16 18 0| 2 4 E [ 10
2)
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(t) 80 71 63,4 56,8 51,3 46,6 42,6 39,2 36,3 33,9 31,8
B(t) -9,8 -8,3 -7,1 -6 -5,1 -4,3 -3,7 -3,1 -2,7 -2,3 -1,9
200 B(t) -60 -51 -43,4 -36,8 -31,3 -26,6 -22,6 -19,2 -16,3 -13,9 -11,8
k = B’(t):D(t) 0,1633| 0,1627 | 0,1636 | 0,1630| 0,1629 | 0,1617 | 0,1637 | 0,1615| 0,1656 | 0,1655| 0,1610

Bei der Temperaturabkiihlung handelt es sich um ein nach unten beschrénktes Wachstum. Der
Graph ist streng monoton fallend, linksgekrimmt und néhert sich der Raumtemperatur von 20 Grad
Celsius an. Die Sattigungsgrenze S ist die Raumtemperatur von 20 Grad Celsius. B(0) beschreibt die
Anfangstemperatur des Kaffes und betragt 80 Grad Celsius. Die Proportionalitdtskonstante k aus
Abkuhlgeschwindigkeit B (t ) und D(t) betragt im Mittel ca. k = 0,1631

(3) Die Temperatur B(t) des Kaffees nach t Minuten ist gleich der Raumtemperatur plus die Tempe-
raturdifferenz aus aktueller Kaffeetemperatur und Raumtemperatur. Also gilt fur die Funktion B:
"0 ¢m @A cmoemA M 8

@" cm ¢m em " 2 ¢ ¢ Nach 20 Minuten hat der Kaffee eine Temperatur von ca. 22
Grad Celsius. B(t) =40 giltwennt T ¢ m @A N 2y - A " 24 O h—_ @y oNach
etwa sieben Minuten erreicht der Kaffee eine Temperatur von 40 Grad Celsius.

(5) Gesucht ist der Wachstumsfaktor a. Es giltA A A B mhp T wMan kdnnte daher auch
" O ¢ m @Ot T wschreiben. Pro Minute nimmt die Kaffeetemperatur mit ca. 15 % der noch
vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtemperatur ab.

3d)
"O prnnmnIdipuv prnmnmwTA v Mpuv A v E T Tmpuv mipegu
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3e)

"O o chalpy o ¢cvRA v mpy A v E T impy mipgxw

3f)

"O uvnnmyOwy vnnm Yok v mwu A v E 1 TMwu mrupo
tonmwnnm Yok " P Euy O h—_ T i aMonate

39)

"O of@ otdly od@ otA v mlgr A v E It phwnwr

3h)

(1) Eine Stammfunktion v lautet 00 ¢@ipO— A ° v R B

(2. OOAO v uR h vd " vu o 0J #eschreibt die Temperaturabnahme des
Tees nach 10 Minuten. Der Tee hat nach 10 Minuten eine Temperatur von 41,57 °C. Durch
— OOAO—-2uvuwWA N ohptJ ® O1 ET OWird die mittlere Abkiihigeschwindig-

keit in den ersten 10 Minuten bestimmt.

(3) Die Funktion f kann konstruiert werden durch die Summe der Ausgangstemperatur und der
Temperaturabnahme. Daher git & ¢y OGA@ ym v WA " gm o " v
cuv vuwh " ¢u cu gmdAA N

TA 1m®mcuuvuwdh 1w 0UwA N pw AN —y 1ipg O 1—

v O —Hd T—  p 1 oJ #Nach knapp 11 Minuten hat der Tee eine Temperatur von 40J #r-
reicht.

(5) [B [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXE]:Koordinaten anzeigen

+5bx{e™(-0,/12%x))

‘Li%. Bx{e~(=0.12xx))

BOF
401
20 201
- X S N S (D S N N N
— R R R 1~ A v S T I —GirmEe T T IR 1e Ie
X Y=80 X ¥=-6.6
3i)
(1)Esgitz.B.firB" & pmA " 2 n m pmA M 293 mMn pfE mogoy
B(0) S k a=ek
"0 pmA N O 10 0 T ¢ 0 0,7233
#O0 ot medd M O 9,2095 0 mo L T 0,7368

(2) Allgemein gilt fir S = 0 und positives k beim exponentiellen Wachstum (exponentielle Ab-
nahme):" O " m A nm 1 " m O\ .Daheristdas exponentielle Wachstum fur negative
k ein nach unten durch S = 0 beschranktes Wachstum (B(0) > 0) oder ein nach oben durch beschrank-
tes exponentielles Wachstum (B(0) < 0) (vgl. Grafen | und Il aus Aufgabenteil a)).

4a)

Obere Figur: Farmer mit den Informationen aus Fachzeitschriften und Massenmedien. Untere Figur:
Farmer mit | nformati onen -zyg-Mend"wiropaganaadBegrishdumggstark 8 Mu n d
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vereinfachtes Model | ) >zu-Be nh dRlopagantfagist dree/erbreiting déulm d
formation auf Kontakte untereinander angewiesen. Damit findet die Verbreitung anfangs in etwa
exponentiell statt. Spater findet eine Sattigung statt. Bei den Farmern aus der oberen Darstellung ist
die Verbreitung bei guter Werbung ber eits im Anfangsstadium stark; der Anstieg der Verbreitung
lasst dann mit der Zeit immer mehr nach, da durch Werbung und Information immer weniger zu-
satzlich tberzeugt werden kénnen.

b)
(1)

3 o—Hohe H

Hohe der Pflanze

== Modellwert

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Zeit t in Wochen

(2)
Durch den Ansatz " O 2 535 ergibt sich mit S = 6 und B(0) = 0,6 fiir die Hohe der

h
R ho o

Pflanze die Funktionsgleichung " O

(3) Setzt man den Messwert flr t = 2 in die Funktionsgleichung ein erhalt man mit B(2) = 1,2:
plt. Diese Gleichung muss nach k aufgelést werden (zunachst beide Seiten mit dem

h hO
Nenner iy uvft D2 multiplizieren). Daher ergibtsich E =~ —1 1- 1t @ x @amit gilt fur die
Hohe B(t) "0 % .

(4) In der obigen Abbildung sind die Messwerte und die Modellwerte eingezeichnet.

(5) Hohe nach 18 Wochen:" p hho%

vho ¢ .

(6) Fur die Wachstumsgeschwindigkeit B'(t) gilt die DGL " jO EJ 0023 " O (es kann B(t)
auch abgeleitet werden, dies ist aber aufwandig). Durch Einsetzen der Werte fir S und k erhalt
man" JO time xpOJ¢@ " O .Nun missen die Werte B’ (4) und B'(8) verglichen werden. Es
gilt fiir die Wachstumsgeschwindigkeitnach 4 Wochen: " Jt  mhm e xOpt1 ¢ " 1 it @ X0
¢hh @@ c¢ip ¢ Tt @ mMeter pro Woche. Fiir die Wachstumsgeschwindigkeit nach acht Wochen
rechnet man analog mithilfe der DGL zum logistischen Wachstum: " Jy Tt x3p g O
@ "¢ rmmexgh e th T Tt @ YMeter pro Woche. Damit ist die Wachstumsge-
schwindigkeit nach 4 Wochen héher als nach 8 Wochen.

Untersuchung mit dem GTR z. B. Giber Menu 5:
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1.7 LOosungen m

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥1=¥3
5t 5
4 4
3 3
A 5
1 1t
~1T . . . d¥/d¥=0.5B807 . B| |~ . . . | d¥/d¥=0.,A4B78 i
2 4 & 8 .10, ip_ .14 1618 54 & 8§ .10, 1% 14 16 18
X=g- ¥=2.160745955 X=% ¥Y=4.441854252

c)

(1) Anfangs wird sich die Krankheit sehr schnell (angenahert exponentiell) ausbreiten. Spater erfolgt
eine Verlangsamung (Sattigung) der Ausbreitung, bis alle Stammesbewohner krank sind bzw. wa-
ren.

(2) Mitdem Ansatz " O 2 555 und B(0) = 1, S = 5000 erhalt man zunachst fur die Funk-
tionB:" O — - Durch die zusatzliche Bedingung B(4) = 300 lasst sich der Parameter k
berechnen————— o & Ew E ——1 1——  mfm nt t ¢ yDdher giltinsgesamt fiir

B:" C) ﬁ—:’

(3) Mit dem Ansatz B(t) = 2500 ergibt sich: 55 GUTBIP T wwd M 2 CY

AR 2 4o ——1 T—  uvlwpNach ca. 6 Wochen ist der halbe Stamm infiziert. Ab
diesem Zeitpunkt (das Schaubild hat an dieser Stelle einen Wendepunkt) sinkt die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Krankheit -deshal b aVitalit2atsknick" genannt.

(4) Fir die mittlere Zunahme an Erkrankten der ersten acht Wochen ergibt sich
h L wip Erkrankte pro Woche.
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1.6 Kontrollaufgaben
Hilfsmittelfrei:

la)

Abbildung rechts

1b)

AP cofwAh AP n

AR A I
Oc A& oM Ax A
1c)
Co A£Q@ AN
2a)

A gehort zu f4, daETT

t O A An

cAA m O AW

plx ust. B gehért zu 1 und fe, da &£ p

()}
i

xy

Ap c¢und £F AQO.

C gehort zu f,, da f; als einzige Funktion ein unbeschranktes Wachstum beschreibt.

20c)

(1) Werden alle Werte auf der y-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in y -Richtung um den Fak-

tor 2 gestreckt. Es gilt f¢r die Funktion g des g
Halbierung die Streckung iny -Richtungmit dem Fakt or O, 5: g(x) = 0, 5af (:
(2) Werden alle Werte auf der x-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in x -Richtung um den Fak-
tor 0,5 gestreckt. Es gilt f¢r die Funktion des
die Halbierung die Streckunginx-Ri chtung mit dem Faktor: g(x) f(
2d)
AP v taixu Faktor 2 Faktor 0,5
(1) Streckung in y-Rich- | Verdopplung der y -Achsenwerte | Halbierung der y -Achsenwerte
tung C @ pm gaixu E @ ch ¢aixuv
(2) Streckung in x-Rich- Halbierung der x-Achsenwerte Verdopplung der x -Achsenwerte
tung O@ v taixuv O@ v taixu
£o K Faktor 2 Faktor 0,5
(1) Streckung in y-Rich- | Verdopplung der y -Achsenwerte | Halbierung der y -Achsenwerte
tung C@ X E @ mwdk
(2) Streckung in x-Rich- Halbierung der x -Achsenwerte Verdopplung der x -Achsenwerte
tung 0@ K O0p K
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3a)

A X @ p Iixe @ 1ix p
A - A A wvgd p

A0l lpme 110 Tlpme il i@ 11p Tlpome i@ 1Tilome @ pm
A x Tuniésbar,daA x x
112 ouv @ A
A A 1 m O 101 ne O ¢ e O ¢ A cv @ 11
3b)

AAo A A A o p ¢

A Ag mvA i A ° v v DA v T

A @ pAd A @ @ A h o A p A A g
Ao 11D PT1A 11 »p

— WA@® -1l - - -A" - A" — «cixg

— -Ag - l@ - p P - qox
4)

Falsch

Aussage zuOO ¢ Op A N Begriindung

60 cwop AT ]

¢vop AN mwp AN n

s A" po mpOnew O m

06 cwop AN cv chvdd P

Esgiltv(0)=0und v(t) >0 flart>0

Dies kann anhand der Funktionsgleichung

fur v nicht abgelesene werden.

Die Beschleunigung ist bei t = 0 maximal,

dader Grafzu OJO0 mig & " der Graf

einer fallenden Exponentialfunktion dar-

stellt.

06 . O0AD ch@dcdh h
cvdOcdh M cu

beschreibt die zurlckgelegte Strecke des

Steins im Zeitintervall [O; ]

00 chwop A D ¢v gRA N

cv cvA " chhe AN .

Diese Gleichung ist fur all e t erfillt.

Alternativ kann auch mit der Sattigungs-

grenze beim beschrankten Wachstum argu-

mentiert werden: )

OO0 chv chA " cv chb mA "

Dies kann nicht sein, da dann ein exponen-

Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt D . tielles Wachstum vorliegen musste. Die

sich jeweils in 0,9 Sekunden. Funktionsgleichung v beschreibt ein be-

schranktes Wachstum.

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist
immer positiv.

Die maximale Sinkgeschwindigkeit
wird zu Beginn erreicht.

Der Stein erreicht den Boden des Sees
niemals.

Die maximale Beschleunigung des
Steins wird zu Beginn erreicht.

-DD-Wahr
HEEE 1§ Inl

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt
gesunken ist.

H
[

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer . D
kleiner als 2,5 Meter pro Sekunden.
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5a)

OET&E]-0A A Al @EOCET &) FOA A O E I@EAnalog gilt fiir die Ableitun-
genvon Al @& O&F] -0A A OEIgEAT O@] FO0A A AT @ Daher gilt:
OETE @ OEIREOETE @ Al @MAl OE @ Al @EAI OE @ OEIZB

5b)

-0A A -0A A A A A A ¢cA m A  m@8Daher gibt es keine
Losung der Gleichung, also keine Schnittpunkte der beiden Graphen.

5¢)

OET E -2A A -0A A -0A A O E TABDaher: Graph zu O E IstE

punktsymmetrisch zum Ursprung.

Al OB -D2A A -0A A  -2A A A1 G\EDaheristder GraphzuAT OE
achsensymmetrisch zur y-Achse.

5d)
ATOQE]%OAA e A A nw A Ag,& PY CO T8 @ T

Al 0@] FOo0A A mA A AEM A AOR A B D OBEBdst lokale Minimumstelle von
cosh und cosh ist Gberall linksgekrimmt.

DaAT GE pistund der Graf linksgekriimmt ist, ist 0 auch globale Minimumstelle und 1 globa-
les Minimum.

Alternativer Ansatz :-0A A P, A p cAv A A p nmy A p Tt
v A puy » Tund die Tatsache, dass f(0) = 1 ist, reichen zum Nachweis der Behauptung.

5e)
OETE]%OAA me A A muw A AgA P CO TH @ T

OET B] -PA A 1t Daher ist 0 RechtsLinks-Wendestelle.

5)
Al GE OEIGE -0A A -0A A A

(1. AT @E OEWEAG A Ag A - p myo

(2. Al @E OEIGEAG A Ag A A pw pPMA aum
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-0A ¢ A

50)
Man erhalt -0A A -0A A -0A ¢ A
-R - -A -R - -A P, g. e. d.
Mit Hilfsmitteln:
la)
M ¢ Q °
1b)
AP 10c A °n
i Ap ¢digcr 0 ¢dic @ An
Op A c¢vcdilcP A cuA ¢ ¢Jlg
t O c¢cdlilc B ¢ ¢ Ic plo w iy p
| Alp mdigc: 6@ mvd ic 3@ AN
O p AE£p mvs Mwvdic DO p A mve A mv mvd Ig
t O mvd ic @ mMv mwd i¢ niov @rfpo
1c)
A
y )/
y/a
/
2 /
//'C/
7 |
/// X
- -
2 | -1/l0 1 | 2
// 1
1d)
@, A °PAg —A ° — R — A
2. A PAg —RA ° — — R 2w —

pit A A] ER

TiX G

° n.
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(3) Man bestimme die Nullstellen der Geraden sowie die Schnittstelle der beiden Geraden:
O OQuprw mpp Mo TMpw plmt T ™ @ 1o © mwo
Nullstellevont :plv @ mpp 18 @ mh T

Nullstellevontxmio & tmpuv e @ ch o

Also gilt fur den Flacheninhalt: -O¢h o mit cJtwo -Omh 1 it oJtwo Two

le)

CO ¢ ¢ G AD p : Verschiebung des Grafen von f um 1 nach links = Stre-
ckung des Grafen von f um den Faktor 2 in y-Richtung

2a)

M ALA wEtAa AA gRu—dt— -t A Ty A TT-L mmtou
Also ergibt sich A T‘ w BDie Anfangstemperatur betragt 90 C.

2b)

M orA 2 LM kA P2 o AR m o6 -1 pan
Nach ca. 15,4 Minuten ist die Temperatur des Kaffees unter 45 C gesunken.

2c)

AD wi mmt WA " 2 i ' 2 momentane Abkihlgeschwindigkeit des Kaffees:

2d)
B El [EXEl:Koordinaten anzeigen
Yl=dF5‘dx(90x(e“(—D.045xx)),x)
X v1 X ¥1
B -2.05 15 -2,082
B -3.233 20 -1.846
10 -2.582 25 -1.314
16 -2.062 HEER -1.049
0 30 dy/dx=0.1742
FORMULE) (VAT I (EDIT ) EPH-CONGPHEPLT) | | (FORMULA) CIHNATA TSI EDIT ){GPH-CON [GPH-PIT ¥=-3.871789801

2e)

Die Temperatur des Kaffees wiirde dann nach ca. 36 Minuten unter die Raumtemperatur von 20
~C sinken (vgl. Graf von f).

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
5=0Gx{e”{-.04bxx))
0

B0
g0
40
i Q&EEL‘—-—E

an

| .deri¥=—1 BAB X
) 10 15 20 =5 20 a8
®=90 ¥=36.59126938
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2f)

(1) Ein moglicher Graf g muss nach unten durch S = 20 be- |B _[EXE]:Koordinaten anzeigen
schrankt sein. Mit einer Starttemperatur von g(0) = 90, der | "&§3"*70x(e7(-0. 035xx))
Raumtemperatur (Sattigungsgrenze) S = 20 und der Tem-
peraturdifferenz von Raum - und Starttemperatur (Satti-
gungsmanko zu Beginn) Sd g(0) =-70, erhalt man die fol-
gende Funktionsgleichung mit E  1tfiir g: 0 20

40 50
d¥/d¥=-2.45
X=00 Y=980

cO 3 3 cm tA° A AtA 2 c¢m xmA 2

(2) Der Parameter ¢ = 20 beschreibt also die Sattigungsgrenze (Raumtemperatur), d =70 das Satti-
gungsmanko (Temperaturdifferenz von Raumtemperat ur und Kaffeetemperatur zu Beginn). Der
Parameter k als Proportionalitatskonstante aus Abkihlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz
von Raumtemperatur und aktueller Kaffeetemperatur (Sattigungsmanko) muss kleiner als 0,045
sein, da der Kaffee bei Raumtemperatur langsamer abkihlt als bei 0 C.

3a)

EO mgAM " mum AN 0 com o prd Icv ® p §p en. Nach 18 Tagen und
fast 5 Stunden ist die Pflanze 50 cm hoch.

3b)

EO mgAhO " mgRMOR M mgR " OANMO i ypA O Damit ist ¢ ungeféhr 0,08
und k =0,1.

30)

Dabei gibt c die Anfangshohe an und k ist die Proportionalitatskonstante aus Wachstumsge-
schwindigkeit und Hohe des Strauches. Firr den Wachstumsfaktor agilt A A" plp mu p

3d)

Es gilt fir die erste und zw eite Ableitung von h (fiir alle t des Definitionsbereiches).

EJO meotp AR P @ QR0 b mEJG mrnQipRh B mrmehfo B
Damit ist der Graph fur den Definitionsbereich streng monoton wachsend (h"(t) > 0) und dort auch
linksgekriim mt (h™"(t) > 0).

3e)

Da der Graph im Bereich 0 Ot O 20 streng monoton
Steigungen in diesem Bereich standig zu. Eine Wendestelle existiert nicht. Damit ist h"(20) die

grof3te Steigung des Graphen und sein Wertentspricht der gréf3ten Wachstumsgeschwindigkeit.

Esgit Ejc m mim QA"° N it gMeter pro Woche. Der Strauch wéchst also am zwanzigsten

Tag mit einer Geschwindigkeit von 6 cm pro Tag.

Da die Werte einer Exponentialfunktion beliebig gro? werden, wenn der Exponent gegen unend-

lich strebt, wirde der Strauch dementsprechend unendlich gro3. Insofern kann die Funktion h nur
fur einen begrenzten Zeitraum als Modell bzw. zur Modellierung dienen.
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3f)

(1) h2 beschreibt die Wirkungsfunktion der Wachstumsgeschwindigkeit z. Man muss also die spe-
zielle Stammfunktion zu z finden, flr die h 2(20) = 0,60 gilt (Strauch ist nach 20 Wochen 0,6 Meter
hoch). Fir die Wirkungsfunktion h gilt: E 6 - C)& ho h 4+ mig A MO M+ Mit
h2(20) = 0,60 ergibt sich fur die Konstante K: it :)i\ o h o+ mym + iy oo

A ho h or #Damit erhdlt man fur die Wirkungsfunktionh 2~ E O ply mg 28 "o h.

Alternativ hatte man auch mit der sogenannten Integralfunktion zum Ergebnis kommen kdnnen.

Fur die Hohe ha(t) nach t Tagen (t > 20) gilt namlich:

EO mpynm,_ dawQo mpnm_ mnd "2 MA@ mpn gl RO h
o T Tdi;:)& ﬁvoﬁ mig & Ao A e it A ho h o T
pic it A RO fg

(2) Dader Term 1ip 3O ofp im Exponenten der Funktion mit steigendem t gegen minus unend-
lich strebt, naghert sich A "2 " Null an und insgesamt strebt h 5(t) gegen 1,20 m. Der Strauch wird
daher nicht héher als ca. 1,20 Meter. MathematischeNotation: plt  mit & "> " w ply oder

| Ebl miROA RO R o,

(3) Durch Umformung erhalt man: ) ) ) )
EO pit mgoh "2 " pr migh "ORAN pit mgAPRA PO pr th o "°
plt  plt ot cw@ "° 3 3 Em A "°y 3 pRMA th o dkp mip.

(4) Die maximal moégliche Lange des Strauches (Sattigungsgrenze) S = 1,20 Meter. Die Differenz
aus maximaler Lange von 1,2 m und der hypothetischen Strauchlénge des bei t = 0 beginnenden
beschrankten Wachstums (= maximaler Langenzuwachs = Sattigungsmanko zum hypothetischen
Startwert bei t = 0) ergibt sich durch b = S&h,(0) =th ¢ @&&pn groReres b lasst den Strauch langsa-
mer wachsen. Der Parameter k = 0,1 ist die Proportionalitatskonstante aus Wachstumsgeschwin-
digkeit und Differenz aus maximaler Strauchla nge und aktueller Strauchléange (Sattigungsmanko).
Je hoher k ist, desto schneller wachst der Strauch zu Beginn an.

GYEjcm Ucm mm M b mm Ah mm A2 h Ej¢ mDer Ubergang ist
knickfrei.

30)

Mitdem Ansatz £O0 3 AJA und S=1,2und f1(0) = 0,08 bzw. £(20) = 0,6 kénnen d und k
auf zwei Weisen errechnet werden. Kennt man die Formel fir beschranktes Wachstum, namlich
die Gleichung £0 3 3 A&£n A ,weiRman,dassA 3 Amn pk 1y pp ¢An-
schlielBend nutzt man die zweite Bedingung zur Berechnung des Parameters k aus: {20) = 0,6
ergibt plt  pip QA mps Ev E —3 T— it o p.@pr Funktionsterm lautet

dann: £0 pit pp QA " 2.

Alternativ hatte man zur Bestimmung von d die Bedingung f 1(0) = 0,08 nutzen kénnen und mit der
Gleichung plt AR 9 rim golgt d = 1,12.

Der Parameter d beschreibt den maximalen Langenzuwachs nach dem Einsetzen des Strauches (=
Sattigungsmanko bei t = 0).
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3h)
Mit f (0) = 0,08 und S = 1,2 erhalt man mit a&er Formel fur den logistischen Ansatz den Funktions-
term ﬁE 0 ﬁ . Zur Berechnung des Parameters k hat man $(20) = 0,6.
- ﬁho —— mipfihrtzu E —3J T— 0,10 und damit zur entsprechenden Funktionsglei-
A h h
chung A0 ————=m5 5 55 7 3

Alternativer Ansatz (wenn man die Formel fur das logistische Wachstum vergessen hat): Geht
man umgekehrt vom Funktionsterm f 5(t) aus, muss man flr ein logistisches Wachstum zeigen,

dass folgenden Gleichungen erfilllt sind: f 2(20) = 0,6 und £0) = 0,08 und | E I— Hh =5
ple.

3i)

Der Graph von f; verandert sein Krimmungsverhalten im gesamten Beobachtungszeitraum nicht.
Inhaltlich bedeutet das konkret, dass das Pflanzenwachstum, dasder Graph von f1 beschreibt, tber
den gesamten Beobachtungszeitraum kleiner wird. Der Graph von f; verandert sein Krimmungs-
verhalten im Wendepunkt, der etwa bei t = 20 liegt. Bis zu diesem Zeitpunkt nimmt das Wachstum
des Strauches beinahe exponentiell zy erst nach dem 20. Tag wird ein sinkendes Pflanzenwachs-
tum beschrieben. Das legt die Vermutung nahe, dass die Strauchhdhe h in Metern in Abhangigkeit
von der Zeit in Tagen Uber den gesamten Beobachtungszeitraum eher durch ein Wachstumsmo-
dell wie in f , beschrieben werden kann.

3K)

Zunachst muss eine neue (differenzierbare) Funktion d = h & f definiert werden, die die Differenz
zwischen den beiden Funktionen angibt. Von dieser missen dann durch Bestimmung der Nullstel-
len der ersten Ableitung mdgliche lokale Extremstellen im Intervall [0; 20] berechnet werden.
Durch Vergleich der Betrage der Funktionswerte an diesen Stellen mit den Betragen der Rand-
werte |d(0)| und |d(20)| findet man die gesuchte gréf3te Differenz.

68



Lektion 2 :
Zusammengesetzte Funktion untersuchen

[EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=200%x—=1B)x{e*{(-0./01xx))+3000
0




2.1 Ketten und Produktregel

Lektion 2: Zusammengesetzte Funktionen untersuchen

2.1 Ketten- und Produktregel

Bisher haben wir die folgenden Ab - und Aufleitungsregeln kennengelernt:

Faktorregeld®® AX @ Ava |AP AX D &@ A®RQD

Summenregel: 2 C@ EQ@ | Cj@ E@ |&0 '@ (O
Potenzregel: B @ 1N s Ao 1 &@ —W 1nva

m A A T Ap 1 TA A &0 — A

M A Evg Ep ERA &@d -A

V2= 1% £ED - &@ @I 1@ p (vgl . ¢
D - fia%) g &o 1 1o

/m VD ED = &G —=

Aufgabe 1 (Wiederholung)

Berechne den Ableitungsterm f'(x) sowie den Term der Stammfunktion F(x). Gib jeweils die ange-
wendeten Regelnan.

+ ++ +++ ++++
A @ O AD @O0D p A (D0 m
mm oP - m o 9 - m = L m

A px A ¢ ¢ ¢ A3 ¢ p A ¢ O¢ ¢
A oA cA A odA — A A op A D

%

Aufgabe 2 (Schmelzen von Eiszapfen) 27

Viele Eiszapfen sind annahernd kegelférmig, sie unterscheiden sich aber im VVolumen und im Ver-
haltnis von Radius zu Lange. Bei Tauwetter Iasst sich beobachten, dass die Lange eines Eiszapfens
bei konstanter Umgebungstemperatur linear mit der Zeit abnimmt. Das Verhéltnis aus Lange und
Radius eines beobachteten Eiszapfens bleibt ben Schmelzen nahezu konstant. Ein kegelférmiger
Eiszapfen sei 30 cm lang und oben 2 cm dick. Seine Lange verkirzt sich nach Beginn des Schmel-
zens innerhalb von 50 Minuten auf 19,5 cm.

a) Begriinde, dassl O o m mit MXdie Lange des Eiszapfens nach t Minuten modelliert.

b) Das Volumen des Eiszapfens hangt tber die Volumenformel eines Kegels von seiner Lange |
ab. Zeige, dass sich das Zapfenvolumen durch6 I —3J .

c) Bestimme das Volumen V in Abhangigkeit von der Zeit sowie die zeitliche Anderungsrate des
Volumens zu Beginn, in der Mitte und am Ende des Schmelzvorgangs. Deute das Ergebnis.

27 Fokus Mathematik LK NRW 2011, S. 92
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2.1 Ketten und Produktregel

Aufgabe 3 (Verkettung von Funktionen)

Ziel: Wie lernen nun eine neue Methode kennen, zwei Funktionen 8 wie in Aufgabe 2 bereits ge-
schehend zu einer neuen Funktion zusammenzusetzen.

a) Eine Funktion kann man als einen Automaten betrachten, in den man eine Zahl einwirft und
der daraufhin eine bestim mte Zahl auswirft. Erganze die Tabellen.

o 60 D Qg 08 cDp
Eingabe x Ausgabe u(x) Eingabe x Ausgabe v(x)
4 2 5
100 10 0,2
a 2bo1l
3z C

b) Man kann zwei Automaten (Funktionen) hintereinanderschalten. In der folgenden Tabelle
kommt zuerst der Automat u und dann der Automat v. In der zweiten Tabelle werden bei glei-
cher Angabe die Reihenfolge der Automaten umgekehrt.

g 00 D | Gp 08 ¢@op

Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v

9 3 7

100

a

3x

x81

ex

Gg 0@ oo | g 00 D
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
9 19 Mp_w
100
a
3X
x 01
ex

Merke : Diese Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen hei3t Verkettung von v und u. Je
nach Reihenfolge ergeben sich im Allgemeinen verschiedene Funktionswerte.

vux)) (I'i es: av von u von xo)uv(x)(lies: au wvon
—~—

u zuerst anwenden v zuerst anwenden

u ist die innere, v die &ulRere Funktion v ist die innere, u die dul3ere Funk-

tion

Beispiel: 0 @ und 0@ A
O0boc Ow ANdbOo A A.06o 0o A Mmoo OA A A

c) EsistO@ @ AUound O @ p

U 1. Berechne0O¢ MO O¢ MO p und
OO p 8Gib die Funktionsterme O 0@ O1

A
01 @6z an.
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2.1 Ketten und Produktregel

Die Verkettung der Funktionen u und v hat je nach Reihenfolge die Namen
vau( Il i es: av nach wuo) uzv (&l i es: u nach
(vau)(x) = v(u(x)) uzv: x2 u(v(x))

d) Bestimme zu u(x) = x2[A U& 1& und v(x) = 3x [A U&-] die Funktionsterme von u zv und v zu.

i

Aufgabe 4 (Die Ableitung einer Verkettung von Funktionen)

Ziel: Es soll eine Regel fir die Ableitung einer Verkettung f(x) = u(v(x)) gefunden werden, falls
die Ableitungen von u und v bekannt sind.

In der Tabelle werden nur Verkettungen f(x) = u(v(x)) untersucht, die man nach Umformen des
Funktionsterms mit den schon bekannten Ableitungsregeln ableiten kann.

Beispiel : f(x) = (3x)? ist eine Verkettung. Wie lautet die Ableitung? f kann man ohne Verkettung
schreiben: f(xX) = 9%. Die Ableitung ist: f'(x) = 18x.

a) Erganze die Tabelle. In der rechten Spalte liegt das eigentliche Problem!

f(x) f'(X) f als Verkettung Wie ergibt sich f'(x) direkt aus der Verkettung?
V(X)=3X  u(x)=x2 2(3x)! = 6xist falsch; Korrekturfaktor?
9x2 18x -
= f(xX)=u(v(x))=(3x) 2 18x=2(3x)ta
5 V(X)= u(x)= 2(2x) =
i Fgmuve) = 292 | 8x=
5 v(X)= u(x)=
her At (9=U(V(X)=(2x+1)?
41 on vx)= u(x)=
et (9=U(V())=(x 1)
vx)= u(x)=
f(x)=u(v(x))=(x 61)2

b) Aus der Tabelle kann man eine Vermutung zur Ableitung einer Verkettung erschliel3en. Er-
ganzedieWortedai nn e rbav an® wCere(n) O

Vermutung : Leite zun&chst die Funktion ab. Behandle dabei die
Funktion als VariabléMultipliziere diesen Term mit der Ableitung der
Funktion.

c) Beurteile, ob hier richtig abgeleitet wurde und korrigiere sie gegebenenfalls.

A o081 NEP o001 p D richtig D falsch. Korrektur:
A 1 NEP 00¢dr1 D richtig D falsch. Korrektur:
/D Ot NEP 02¢d1 X D richtig D falsch. Korrektur:
A g x NEP ¢I20 x X D richtig D falsch. Korrektur:

d) Lose Aufgabenteil c) aus Aufgabe 2 unter Nutzung der obigen Vermutung.
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2.1 Ketten und Produktregel

Kettenregel: Ist f(x) = u(v(x)) eine Verkettung von u und v, dann kann man die Ableitung fol-
gendermaRen erhalten: £p 0]JO0@ 0D|2.

Beispiele:

Amd vzo@d 000 ;00 @+ 0@ 19;00 vzo® OJ@ o
Ap O0j60@ D@ O c@DP 10V0PBD 0o p Quzoc @
Am A 0O0Oomo A+ O Ao E@ O E

Ap O0j6g D@ OJEgDWw A E ER

AMD — OO0 - @ + O O MT @ pt O ¢
Ap O6j00 Do O pDP @ p XTI ——

Aufgabe 5 (Anwendung der Kettenregel)

Berechne den Ableitungsterm f'(x). Dabei ist 3 eine differenzierbare Funktion.

+ ++ +++ ++++
/A D p A 100 p A 30 /A —
A/ 1o A — /A 1130 A1 g
A A A oA A A A A
A YDp A 112 Yiz%) 3@ A 110 1o

Aufgabe 6 (Bakterienwachstum)

Die von einer Bakterienkultur tGberdeckte Flache wéachst pro Tag um ca. 10 %. Zu Beginn ist die
Flache etwa 5 cn® grof3.

a) Begriinde, dass es sich um exponentielles Wachstum handelt.

b) Bestimme die Flache der Bakterienkultur finf Tage nach Messbeginn bzw. drei Wochen vor
Beginn der Messung, wenn man von exponentiellem Wachstum ausgeht.

c) Ermittle die mittlere Anderungsrate in den ersten vier Wochen.

d) Berechne, wann die momentane Anderungs rate erstmals 10 cn® pro Woche betragt.

Aufgabe 7 (Aussagen zur Schar von Logarithmusfunktionen) 28
Gegeben ist die Schar von FunktionenEmit £ 1 1A@A n8
Begriinde folgende Aussagen:

(1) Die Steigung des Graf von /Aist unabhéangig von a.

(2) Allen Grafen der Schar sind fur a > 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton wachsend.
(3) Allen Grafen der Schar sind fur a < 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton fallend.

(4) Alle Grafen der Funktionsschar sind rechtsgekrimmt.

28 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)
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2.1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 8 (Kurvenuntersuchung)

Gegeben ist die Funktionen Zmit &2 1 1@ @8

a) Berechne den Definitionsbereich von f und skizziere den Grafen mit dem GTR.
b) Untersuche f rechnerisch auf Nullstellen und lokale Extremstellen.

c) Bestimme die Stelle a, an welcher der Graf die Steigung-1,5 hat.

d) Ermittle die Tangente an den Grafen an der Stelle 2 undermittle mithilfe des GTR alle Schnitt-
punkte des Grafen von f mit dieser Tangente.

Aufgabe 9 (Beweis der Kettenregel)

Mithilfe der folgenden Abbildung und der nachfolgenden Definitionen kann die Kettenregel bewie-
sen werden.

F 3 F 3
vix+i =z + &
( :I—.._ ..................... /Fﬂj iz
k 0 E 00
vix)=z| u(z) -
Y o,
1 I Ll
T x x+hk
p
-
Mittlere Steigung von v Uber dem Intervall Mittlere Steigung von u tber dem Intervall
op i =1 g E op 1T =1 Up E
Ableitung von v an der Stelle x = O]@ Ableitung von u an der Stelle z= OJU
| B— | B—r

a) Bringe die folgenden funf Blocke in die richtige Reihenfolge. Begriinde die Reihenfolge.

Mittlere Steigung von f mit f(x) = u(v(x)) tber dem Intervall oy i =1 @p E
e _— 3

> 0o UOT @A E U EOI %Ox AEQAKXDT ¢

b) Bringe die folgenden vier Blocke in die richtige Reihenfolge. Begriinde die Reihenfolge.

Ableitung von f an der Stellex= &P | Ei dap E
0j6@ D@ OjU0Y 3A0UDG

i EL o) s N
I E4 = | E d g
o o

o

c) Fuhre den Beweis fur f mit A2 A durch. Uberlege zun&chst, was v(x) = z, u(z) und k sind.
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2.1 Ketten und Produktregel

Aufgabe 10 (Ableitung eines Produktes zweier Funktionen) 29

Ziel Es sol | eine Regel fg¢r die Abl eitung eine
falls die Ableitungen von u und v bekannt sind.

a) Peter sucht eine Ableitungsregel fir das Produkt zweier Funktionsterme. Daflir schreibt er die
Potenzfunktion f mit /2 @ in ein Produkt mit den Faktoren O@ @ und O @ 8Weise
nach, dass/Ep Oj@ W@ gilt.

b) Nachdem er erkannt hat, dass im Allgemeinen £ 0]@ D)@ gilt, tiberlegt Peter, dass der
Exponent beim Ableiten einer Potenzfunktion immer um eins verringert wird. Er vermutet da-
her, dass nur ein Faktor abgeleitet wird. Vervollstindige dafir folgende Tabelle.

W 16 Jlo o 316 106 Jfo
g O P O @ d uvd
g O I O

g QO

9 QO

9 O

Stelle mithilfe der Tabelle eine Vermutung fur die Formel fir die Ableitung der Funktion f mit
Ay O D@ auf. Uberpriife die Gultigkeit der Formel auch fur andere Potenzfunktionen.

Produktregel: Sei/&s O @ 0@ mit den differenzierbaren Funktionen u und v. Dann gilt fiir
den Ableitungsterm £Ep  Oj@ 0@ 00 0D]@.

Beispiele:
Am @ pA nNdo @ pPo (@I A nNOW©@ A +AOOAROA
Ap 0@ DT 0@ DWW ¢ @A @ pO c¢A b B cA

AM @Oc@p D@ d@PJF plPB cBp PP 028 p +AOOAROA
Ep OB 0BV pO¢Dp @pO¢ D p CBp @D p
Yydp o0 p

A @ t131ondg @ 1P cBddo 11nNOB -
Ap OV O0VWYW ca@ @ @ 13 cAWI@ @ -

Aufgabe 11 (Anwendung der Produktregel)

Berechne den Ableitungsterm f'(x) unter Anwendung der Produktregel.

+ ++ +++ ++++
A @OD p A @ cPBpA |Mm gAR™N E3 OdA
A5 R /s o3 1o Y R /o

29 |dee aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)

75



2.1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)

Kurzform eines Beweises zur Ableitung eines Produktes "I 31 von Funktionen:
"ETT 1 RODOHAT O O ¢2020 &
Beide Seitenableiten: y ¢

pcO00 020 O] ¢ DD] ¢20D] ¢ OJ
¢ 0 000] O] 0D] 06DV 0207

o 00D] 0D 6D] 6D] 6D 6V 6D
1 O 0] OO

Erlautere, é

§  warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term O O] und auf der rechten Seite die Terme
u” und v stehen.

1 warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das

Produkt (u av) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird.

welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 dur chgefiihrt wurde.

nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde.

wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere Zeile (4) in Deinen eigenen Worten.

= =4 =4
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Kurvenuntersuchung ohne Sachzusammenhang

Manche Eigenschaften einer Funktion lassen sich am Funktionsterm ablesen, anderen kénnen aus
den Verlauf des Grafen ermittelt werden. Dazu z&hlen vor allem Extremstellen, Wendestellen und
das Steigungs und Krimmun gsverhalten. In der folgenden Grafik sind die wichtigsten Verfahren
einer Kurvenuntersuchung dargestellt.

f'(x) = 0 und

f f'(x) =0
Extrempunkte |7 / f'(x) = 0 und
{ 4 Nullstellen \ |
] R - VZW bei f'(x)

~\
P Linkskurve Q
. f'x) >0
symmetrie
fx) = fl=x)
KrGmmungs- | Rechtskurve /O
Punkt- Symmetrie verhalten £'() <0 |§—"—
_,0& symmetrie Y
flx) = -f{-x) Eigenschaften zur
Untersuchung von v
Funktionen und Graphen f:'(x) "
f { i und f(x)+ 0
ar xq > x;
gilt Llﬂendepunk(e E ’ f"(x) = 0 und
flxg) > flxy) \ VZW bei f"(x)

flr x; > x, Monotonle b
qilt A= 1| f(x)dx!
I flxq) < flx)) \_Fléicheninhalte a[

Aufgabe 1 (Verhalten an den Randern)

Bei zusammengesetzten Funktionen gelten besondere Regeln beim Randverhalten:

— @ A strebt fir @°  Hbgegen @°  Hogegen
NN = und n ungerade 0 H
NN = und n gerade 0 0
@ R strebt fir @%  Hgegen @°  Hgegen
nN s H 0
| Merke : Fur @©  Hbdominiert A tiber @ .
@ J o strebt fir @° mgegen @°  Hgegen
s, n O 1 0 Ho
— @ 3 i strebt fur @° Trgegen @°  Hogegen
mMsa, n O 1 Ho 0

| Merke : Fir @© Hound @° 1 dominiert ¢ iberi 1o 8

Uberpriife die Tabelleneintrage anhand passender Beispiele mithilfe Deines GTR.
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 2 (Grundaufgaben)

a) Bei jeder Kurvenuntersuchung muss in der Regel mindestens eine Nullstellenuntersuchung
durchgefuhrt werden. Gib moglichst viele Belegungsmoglichkeiten fur die Variablen ¢ und k
an. so dass der folgende Term den Wert Null annimmt: ADA  p O—.

b) Berechne die Nullstellen folgender Funktionen.

+ ++ +++
A O 1 A A O xR A A B YoA o
A P00 p 00 w |AD A p A A R v 1A
c) Untersuche die Grafen folgender Funktionen rechnerisch auf Symmetrie.
+ ++ +++
/A A 0 O T A @OA A
m A A A @ @ ¢ b oo m A A
d) Berechne die Extrem- und Wendestellen der Funktion f.
+ ++ +++
A D x A A R A @3 ic @ p (GTR)
A 0 R A 73 1o A @ 1 d 19 (GTR)

Gegeben ist die Funktion f mit /A2

Aufgabe 3 (Kurvenuntersuchung)

p A " .

a) Berechne die Null -, loaklen Extrem- und Wendestellen und untersuche den Graphen auf sein
Krimmungsverhalten sowie auf sein Verhalten im Unendlichen. Skizziere den Grafen von f
mithilfe dieser Ergebnisse.

b) Ermittle die Gleichung der Tangente im Wendepunkt und bestimme den Schnittpunkt der
Wendetangente mit der x-Achse.

c) Zeige, das die Funktion F mit & @ ¢ ¢ QA7 eine Stammfunktion zu fist.

d) Berechne mithilfe von F den Flacheninhalt der Flache, den der Graf von f mit den beiden
Koordinatenachsen und der Geraden x = 10 einschlief3t.

e) Der Graf von f schliel3t mit der x -Achse Uber dem Intervall [O; a] eine Flache ein.Ermittle mithilfe

%

Auf dem Intervall [0; 5] ist der Graf der Funktion f A
mit A5 A gegeben. Der Punkt P(a/f(a)), der Koordi-
natenursprung und die Punkte (0/f(a)) und (a/0) schlie-
3en fir a > 0 sind Ecken eines Rechtecks.

Untersuche fiir welchen Wert fir a das Rechteck einen ‘ ‘ ‘ ‘
maximalen Flacheninhalt einschliel3t.

des GTR, fur welchen Wert fir a diese Flache den IFlacheninhalt 35 besitzt.Berechne den

Flacheninhalt der unbegrenzten Flache, den der Graf von f mit der positiven x -Achse einschlief3t.

Aufgabe 4 (Extremwertaufgabe)

1 f(x) = e
R\_P(a/f(a))

\ Ko
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 5 (Kurvenuntersuchung einer Funktionsschar)
Gegeben ist die FunktionsscharEmit £8 ¢ @ o A

a) Bestimme die Schnittpunkte mit beiden Koordinatenachsen in Abhangigkeit von t.
b) Untersuche den Grafen der Funktionsschar auf sein Verhalten im Unendlichen.
c) Berechne die Extrem- und Wendepunkte in Abhangigkeit von t.

d) Ermittle tso, dass der PunktO p#t auf dem Grafen von Aiegt.

e) Beschreibe die Veranderung der Extrempunkte bei der Erh6hung von t.

f) Bestimme die Ortskurve, auf der die Extrempunkte des Grafen von Aiegen.

Aufgabe 6 (Kurvenuntersuchung einer Logarithmusfunktion)
Gegeben ist die Funktionfmit 8 @ AP J 1@.

e) Gib den Definitionsbereich von f an.

f) Berechne die Schnittpunkte des Grafen mit der x-Achse sowie die Extrem- und Wendepunkte.
g) Begrinde, dass f(x) B 0 f¢r o x B 0 gilt.

h) Bestimme rechnerisch die Gleichung der Tangente im Punkt P(e/f(e)).

i) Ermittle unter Zuhilfenahme des GTR den Flacheninhalt der Flache, die vom Grafen von f, von
der Tangente im Punkte P(e/f(e)) und der y -Achse eingeschlossen wird.
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext m

Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang

i

Wenn die Funktion f als Modell fiir einen Sachzusammenhang dargestellt wird, lassen sich viele

Aufgabe 1 (Wachstum einer Pflanze) 30

Fragen im Sachzusammenhang mithilfe der Funktion f beantworten, indem man z. B. die charakte-
ristischen Punkte, das Monotonie-Verhalten, die Krimmung oder das Integral betrachtet. In der fol-
genden Abbildung wird die Wachstumsgeschwindigke it einer Pflanze in Abhangigkeit von der Zeit

dargestellt.
A Wachstums- Dem Hochpunkt kann
geschwindigkeit man hier die maximale
(in =) Wachstumsgeschwin-
2t i digkeit entnehmen.

Zeit
in Wochen)

0

R
N+
w

RN
Die von der x-Achse, dem

Graphen und der Gerade = Dem Wendepunkt

x = 4 eingeschlossene kann man hier die maxi-
Flache entspricht hier male Abnahme der

dem Wachstum in den Wachstumsgeschwin-
ersten vier Wochen. digkeit entnehmen.

Dabei entsprechen bestimmten Fragen im Sachkontext mathematische Fragestellungen, die dann

mit Hilfe von Rechenverfahren geldst werden:

Frage im Sachzusammenhang

Frage bei

der Kurvenuntersuchung Madgliche Rechenverfahren

Wann ist die Wachstumsge-
schwindigkeit am grof3ten?

Untersuchen auf Hochpunkte
und das Verhalten von f an den
Definitionsrandern .

Wo erreicht die Funktion f ihr
Maximum ?

Wann nimmt die Wachstumsge-
schwindigkeit am meisten ab?

Wo und wann erreicht die | Untersuchen auf Wende-
Ableitung von f ihr Mini- | punkte und das Verhalten von
mum ? f~ an den Definitionsrandern

Wie viel ist die Pflanze in den
ersten vier Wochen gewachsen?

Welchen Flacheninhalt
schlieRt der Graph von f mit | Berechnung des Integrals:
der x-Achse uber dem Inter- | AA O

vall [0; 4] ein?

Wie hoch ist die durchschnittli-
che Wachstumsgeschwindigkeit
innerhalb der ersten 4 Wochen?

Welchen Mittelwert hat die | Berechnung des Mittelwertes
Funktion fim Zeitintervall [0; | der Funktion mithilfe des
4]? Integrals: —_  AOA O

Beantworte die Fragen in der Tabelle, falls die momentane Wachstumsgeschwindigkeit einer
Pflanze durch die folgende Funktionsgleichung beschrieben wird: £ v QA O 18

30 |dee aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 2 (Abituraufgabe 2015)

In der Nahe einer Stadt liegt ein Windpark. Sowohl der Bedarf dieser Stadt an elektrischer Leistung
als auch die in dem Windpark erzeugte elektrische Leistung zeigen einen durch Untersuchungen
belegten typischen zeitlichen Verlauf und werden modellhaft fir den Zeitraum von 6.00 bis 18.00
Uhr durch die beiden Funktionen f (Bedarf) und g (Erzeugung) mit den Gleichungen

A -210w0RA 21 6 pqundCO -0 vV A n O pc

beschrieben (tin Stunden, f(t) und g(t) in Megawatt). Der Zeitpunkt t = 0 entspricht dabei der Uhrzeit
6.00 Uhr morgens. Die Graphen der Funktionen f und g sind im Folgenden dargestellt.

) f(t), g(t) in Megawatt

114 L
—10 ///
9
v
3 74\..‘

.
\

_-—-—’/
4
3
2
1
t in Stunden
4 >

of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

(1) Beschreibe anhand der Graphen der Funktionen f und g den zeitlichen Verlauf, der von der
Stadt bendtigten und der von dem Windpark erzeugten elektrischen Leistung.

(2) Berechne die prozentuale Steigerung des Leistungsbedarfs der Stadt zwischen 6.00 Uhr und
8.00 Uhr.

(3) Bestimme (ohne GTR) auf die Minute genau, in welchem Zeitraum der Leistungsbedarf der
Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann.
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

b)
(1) Ermittle rechnerisch, um wie viel Uhr der Leistungsbedarf der Stadt am grof3ten ist, und
berechne diesen maximalen Leistungsbedarf.
(2) Bestimme die Uhrzeit, zu der sich der Leistungsbedarf der Stadt betragsmafig am starksten
andert. [Zur Kontrolle: £D -0— O A 2 und £ —200 — R 7

¢) Wenn durch eine auf g differenzierbare Funktion h der Leistungsbedarf eines Verbrauchers ge-
geben ist, dann wird der resultierende Energiebedarf dieses Verbrauchers im Zeitintervall [a; b]

durch_, E OA Qargestellt.

(1) Weise nach, dass die Funktion F mit der Gleichung & O -01 61 URA eine Stamm-

funktion von f ist.

(2) Berechne den Gesamtbedarf der Stadt an elektrischer Energie [in Megawattstunden] fur den
betrachteten 12 Stunden-Zeitraum.

(3) Das Intervall [t 1; t2] sei der Zeitraum aus Teilaufgabe a) (3), in dem der Leistungsbedarfder
Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann. Esgilt: .~ A COAOp f
und, A CO A O tip8nterpretiere diese Tatsache im Sachzusammenhang.
(4) Der Windpark soll so vergroRert werden, dass die dort erzeugte Leistung, die dann durch
die Funktion , mit, 0 EXxXO(0 O t O 12 und k > 1) beschri

darf der Stadt wahrend des betrachteten 12Stunden-Zeitraums deckt. Ermittle den kleinsten
Wert von k, fur den dieses Ziel erreicht wird.
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2.3Kontrollaufgaben

2.3 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Kompetenzen im Bereich der hilfsmittelfreien Aufgaben

; 7 o
Il ch kann é 5 5| @
= | 2] < S
S | S1E|G|=
= | 3|7 5|3
Ableitungsterme mittels Ketten - und Produktregel bestimmen. la
Ableitungsterme geometrisch deuten. 1b
ohne Rechnung Graf und Funktionsterm begriindend zuordnen. 2a
ein Integral einer zusammengesetzten Funktion bestimmen. 2b
eine Gleichung einer Tangente an den Grafen berechnen. 3
Nullstellen und Stammfunktion zusammengesetzter Funktionen bestimmen. 4a, b
eine Extremwertaufgabe am natirlichen Logarithmus lésen. 5
zusammengesetzte Funktionen auf Symmetrie untersuchen. 6
Kompetenzen im Bereich der Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln
2 3
, {7 S
Il ch kann é <| 3 @
— 2 < S
S 215l 8|z
= w5 N| S| 8
Funktionswerte berechnen und im Sachkontext deuten. 7a
einen Funktionsgraf einer Funktionsschar zeichnen. 7b,89g
Schnittstellen mit dem GTR berechnen und im Sachkontext deuten. 7c
mittels Ketten- und Produktregel Ableitungsterme berechnen. 7d,f,i, 8c,f
ein globales Maximum im Sachkontext bestimmen. 7d
einen starksten Anstieg im Sachkontext ermitteln. 7e
Grafen einer Funktionsschar auf Monotonie untersuchen. 79
Veranderung des Scharparameters auf den Grafenverlauf untersuchen. 7h
Integralwerte zusammengesetzter Funktionen berechnen und interpretieren. | 7i
die Bedeutung einer Integralfunktion (Wirkungsfunktion) angeben. 7i
von Funktionsscharen Schnittstellen mit den Achsen berechnen. 8a
eine Funktionsschar auf Symmetrieeigenschaften untersuchen. 8b
eine Funktionsschar auf das Verhalten an den Randernuntersuchen. 8b
parameterabhangige Flachen berechnen 8d
uneigentliche Intergrale von Funktionsscharen berechnen. 8e
parameterabhangige Wendepunkte einer Funktionsschar berechnen. 8f
eine Gleichung einer Geraden aufstellen, die durch drei Punkte geht. 89
eine parameterabhéngige Extremwertaufgabe l6sen. 8h
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2.3 Kontrollaufgaben

TeiI I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1 (Funktionseigenschaften)

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung /8 o @A

a) Berechne die erste und zweite Ableitung von f und den Wert der ersten und zweiten Ableitung
an der Stelle x = 0.

b) Interpretiere die Werte £t und AJmj in Bezug auf den Verlauf des Grafen von f bei x = 0.

Aufgabe 2 (Funktionen)

a) Die Abbildung zeigt den Ausschnitt des Grafen einer Funktion f. Auf
den Koordinatenachsen sind keine Einheiten angegeben. Begriinde
(ohne Rechnung), dass keine der beiden folgenden Funktionsvorschrif-

ten zu dem dargestellten Grafen gehoren kann: £8 @ ¢ A
und £ @ ¢ A. w

\ Ko

b) Berechne, A @ LvVAG

Aufgabe 3 (Tangente)

Gegeben ist eine Funktion f durch &8 A (@~ 5). Zeige, dass die Tangente t an den Grafen der
Funktion f im Punkt P(1|f(1)) durch die Gleichung 0@ ¢ A @ Abeschrieben wird.

Aufgabe 4 (Nullstellen und Stammfunktion)

Gegeben ist die ins definierte Funktion fmit A2 A 0@ cw.
a) Bestimme die Nullstellen der Funktion f.
b) Zeige, dass die ins definierte Funktion F mit & @ @ QA eine Stammfunktion von f ist. Gib

eine Gleichung einer weiteren Stammfunktion G von f an, furdie' p ¢ A&ilt.

Aufgabe 5 (Logarithmus und Extremwertaufgabe)

In einem Koordinatensystem (vgl. Abbildung rechts) werden alle i y \
Rechtecke betrachtet, die folgendeBedingungen erflillen: 14 \ o—
X)=-In(x
f Zwei Seiten liegen auf den Koordinatenachsen. ' \ B
1 Ein Eckpunkt liegt auf dem Grafen von f mit der Gleichung 0’\75 (x/-In(x))
AD I i@ mito<x<1. 70‘5 \\
| \
Die Abbildung rechts zeigt ein solches Rechteck. Unter den be- | ‘2 N\,
trachteten Rechtecken gibt es eines mit gr&tem Flacheninhalt. 0,25 \
X
Berechne die Seitenléangen dieses Rechtecks. >
0 025,05 075] 1

Aufgabe 6 (Symmetrie)

Untersuche die Funktionenf,gundhmit &2 A ,C@ @A undC@ @ A auf Symmetrie.
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2.3 Kontrollaufgaben

Tell II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 7 (Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang)

Eine Firma berechnet die taglichen Verkaufszahlen eines Handymodells, das neu eingefiihrt wird,
modellhaft mit der Funktionsgleichung £O0 EOJO p uvA " 9 EP yk>0;t: Anzahl der Tage
nach Einfihrung des neuen Modells; f(t): Handys pro Tag).

Sei im Folgenden zunachst k = 200.

a) Bestimme £ w und gib die Bedeutung des Wertes im Sachzusammenhangan.
b) Stelle den Grafen zu /£ grafisch dar.
c) Untersuche, fur wel chen Zeitraum mehr als 9000 Handys pro Tag verkauft werden.

d) Bestimme £] OOT1 Z] j Ound berechne den Zeitpunkt, zu dem die tagliche Verkaufszahl
maximal ist und gib die maximale tagliche Verkaufszahl an.

e) Ermittle den Zeitpunkt, an dem die taglichen Verkaufszahlen am starksten ansteigen.

f) Bestimme £OO1T & ¢ und zeige, dass der Zeitpunkt, fiir den die tagliche Verkaufszahl ma-
ximal ist, unabhéangig von k ist.

g) Zeige, dass der Modellfunktion Azufolge die Verkaufszahlen fir alle k > 0 standig sinken, nach-
dem sie die maximale Verkaufszahl erreicht haben.

h) Untersuche, wie sich der Graf von Abei steigendem k &ndert.

i) Weise nach,dass& mit& O EO wummnnd®B "2 p wEein Stammfunktion vo n /&
istund berechne, AEOAOT A—2Q /& OA Onterpretiere die Integralwerte im Sachkon-

text. Gib die Bedeutung der Funkton W mit 7 O = /EQGA@ t O 115) im Sach
hang an.

Aufgabe 8 (Funktionsschar ohne Sachzusammenhang)

Gegeben ist eine Funktionenschar&mit £ O@A (t [ 0) .

a) Bestimme die Schnittpunkte der Grafen mit den Koordinatenachsen.

b) Untersuche die Funktionenschar auf mégliche Symmetrieeigenschaften und bestimme das Ver-
halten des Graphendd.;cr x b +B und x

C) Zeige, dass& mit & & -A  eine Stammfunktion von Ast.
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d)

f)

9)

h)

2.3 Kontrollaufgaben m

Berechne den Inhalt der Flache, die von der x-Achse, dem Grafen von Zund der Geraden x = a
mit a > 0 eigeschlossen wird.

Zeige, dass der Inhalt der Flache Aaus d) f ¢r adlidghend@rt amninmd.n e n

Zeige AP ¢ Ooc@ ¢ R . Ermittle die Wendepunkte von Zn Abhangigkeit von t.

Eine Gerade g schneidet den Grafen der Funktion Zin allen Wendepunkten. Stelle den Grafen
von f4 und g grafisch dar. Berechne die Gleichung der Gerade g.

Die Punkte A (0/0), B (a/0) und C (a/f 4(a)) bilden ein Dreieck (a > 0).Berechne den Wert fur a,
fur den dieses Dreieck einen maximalen Flacheninhalt hat.
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2.4 L6sungen

2.4 L6sungen

2.1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 1

Faktorregel (F), Summenregel (S), Potenzregel (P), Konstantenregel (K), Ableitung von & bzw. ax
(EXP), Ableitung der naturlichen Logarithmusfunktion (LN).

+ ++ +++ ++++
B o c AZZJQ @ga@ p A':'ag ngg o — —
AP 10 o ! ! p 9 g ¢9p
AP B p AP 19 pQ@ W@
&9 -@ @ AP D¢
&0 -0 -0 &0 - @ -0 28 -0 @ o
F,S, P K
F,S, P F,S P F.S P K
o oo - S m — L ogh g B —— VD p
AP o @ P2 D Mrdi)@ h riug b 2 o p
1 AP @ — . k AP p @0
&@ o2 112 &@ -gh coh i
s, p 8 206 2 - | &8 -0 -0°" @
F,S, P, K ’ F,S, P K
BB ¢ O¢ ¢
¢2¢ ¢ ¢
AD ¢ C G A C p C C:I C :I
D p ¢ P G P ¢ <X Yoox o C
AP pd o X Top Tk P Yoo Mo
&0 — Ap 1Tt o Ap Tt ¢l x Ap T clilc D
C £ Exp &0 —x o 80 —a —a o ;g' T Ot
S, EXP, K F,S,P,EXP,K . ¥ =
— Ot
F, S, EXP, K
o, J—
m oA —
M oA cA oA A AZ?& A op A
Ep oA CcA A CA pA p A
&F oA CcA AP oq ¢ gEg :lﬁl)A @ p GA A
F, S, EXP &g o-A -A S ExP K AB WA QA
F, S, EXP, K ’ ’ &9 @ -A -A
F, S, P, EXP, K
Aufgabe 2

a) I(t) = Startlange & Langenverlust pro Minute =30 -0 T — 30 o 10 g @0

b) Es gilt -

oA 610

— ot iy @O

on ET T O0O0OANO- 3

-A — J

—3J

R A . . N A
AP —0O o ndig p ¢ 1Ot p DO 01y pO

C YT

it @3—20omn ¢Jo 1ot pD iy pd
Ty O— T Ty GEK
h 220m h D

AEJU

Es gilt fur den Ableitungsterm: AP

o §|AEPpT O T

my 3— 0o m miy @O

—O0on ocxndfg @O oo pd i pO
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2.4 L6sungen

Aufgabe 3
o 60 o Qg 08 cDp
Eingabe x Ausgabe u(x) Eingabe x Ausgabe v(x)
4 2 5 11
100 10 0,2 1,4
a VA 2bo1 4bo1l
3z Vo U G ¢x p
g 00 D | Gp 08 ¢@op
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
9 3 7
100 10 21
a VA WA p
3X Vio @ clio @ p
x061 g p B p p
e MKk A" cA" p
Gg 00 ¢Dop | g 00 D
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
9 19 Vp w
100 201 VIc T p
a ¢Ap Vg A p
3X ¢9p Vip @ p
xd1 CDp N @ p
e A p A p
Gp 0o o | Gp 6@ @ p
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
-1 1 2
2 4 5
X ) g p
Gp 62 @ p | Gp 00 @
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
-1 0 T
2 3 w
X d p a p
&g 00 o | ap 6@ A

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

nicht definiert

-1 nicht definiert

2 Vg A

X ) AV

g O A | g 6@ wo
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u

-1 A A A

2 A A A

X A Mk AhR
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2.4 Lésungen m

Go 60 o | G 08 oo
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
X /] o
G 09 oo | Gp 0o o
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
X o9 WD
o 09 1w Go 00 -
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
X I o —
g O - g 0o 1 1w
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
X - I 1- [ITH
Aufgabe 4
f(x) f(x) |f alsVerkettung Wie ergibt sich f'(x) direkt aus der Verkettung?
92 18x v(x)=3x u(x)=x2 2(3x)t = 6xist falsch; Korrekturfaktor?
= | f(¥)=u(v(x))=(3x) 2 18x=2(3x)t a3
a2 8x V(X)= 2X  u(x)= x2 2(2x)t = 4x ist falsch
— f(xX)=u(v(x)) = (2x) 2 8x=2(2x)ra2
V(X)= 2x+1 u(x)= x2 2(2x+1)L = 4x+2 ist falsch
2
D ax+ 1| XA g (v()=(2x+1)2 | Bx+A= 2(2xHIN A2
V(X)= x2+1 u(x)=x2 2(x2+1)L = 2x2+1 ist falsch
X2+ 1| BCHAX | ¢ W(V(X)=(x 241)2 | Ax+Ax = 2(x+1)12X
V(X)= x01 u(x)= x2 2(x01)t = 2x02 ist richtig
2
X282+ 1 | 202 | foyv(x)=(x 5L | 2x82 = 2( xBl)ral

Vermutung: Leite zunachst die &uRRere Funktion ab. Behandle dabei die innere Funktion als Vari-
able. Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der
Ableitung mal auf3ere Ableitung.

inneren Funktion. Insgesamt gilt innere

yii%] 01 NAEP
A D1 NAEP
A 1 NAEP
A o0 x NAEP
M 610 —Oc

o1 Wy

cldc@Tt1T X
¢O0 x X

w
clcd1 D
D
D

T i @O

richtig D

fal sch.

r i Whatsdh.gorrektur: f(x)= 0 0¢ @1
r i Wiaksdh.Korrektur: f(x)=c 0¢ @1 X
r i Whatsdh.gorrektur: f'(x)= ¢ 008 x X @

AD Do iy O

Rih

i p
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2.4 L6sungen m

Aufgabe 5
+ ++ +++ ++++
m — A
A3 100 p i3 A &
V. B D @ 1% X
e 35 Ep 13008 p XB| ey S 5 oo 5
22 P WD p P 030 3]
m - N~ A
- A 1139 o .
. A 1T 112
i B - Vo D 3%%7;5 T[ﬁvijTlg
A =% - AP ¢- uv@ O 3] 2 AP —
- 39
/A A
m A
/m A Yiz2) oA ED 30 A
A A EP oA P —
A 30
2% wgoﬁm |2 ) 30 " /11 o
o P _ _ - h _
YD P AR X O AP T3 @ D > =
Aufgabe 6

a) Der Startwert ist 5. Pro Tag wachst die Flache mit dem Faktor 1,11 O v Dfp (t: Zeit in Tagen).

b)! v vl YmvcBuva VPP ax v

C)Esgiltt=7w." x | x x ovPplp (w: Zeit in Wochen).

>5¢

p € X @ gns pro Woche.

d"Jjx uvd iplp Db X pT® php S8 % -3 1 = php T UWbchen.

Aufgabe 7
A g —A - Aternativ: £ 1 1A 1 1A 110+ A0 -

b) Aus a > 0 folgt, dass auch x > 0 sein muss, damit/E @ definiert ist. Daher gilt A @ - 71U Dies
bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton wachsend sind.

c) Aus a < 0 folgt, dass auch x < 0 sein muss, damit/E @ definiert ist. Daher gilt A @ - 71U Dies
bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton fallend sind.

A P @ — 1+ ! 11 @A ESEsind rechtsgekrimmt
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2.4 L6sungen

Aufgabe 8

a)Esmussgeltend @ Ty @O p Tv @ mi AKMO pdd a A
E]
¥

5 4 & = \1

bild 0 nme @ @ pv @ @ p e @ 1 phw @ mpd ABO phg

B0 s
mN\

/ 1Eilg @ I1Eil@ @ Ho

[
bk O

AP — 1w 0 mve $+ AAGE O GEREDRE MBOIOAT OOAT T Al
P — phy ¢cBp phd ph@ phgd och@p m @ -3~ @F ¢
di &£ -01&cr lp liefert 08 -@ 1 lp - 1ipo @rip oAls einzigen Schnitt-
punkt (neben dem Beriihrpunkt P) ergibt sich @  plo 1

B Ausfiuhrposition wihlen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

¥1=tn (x2+x) Y ¥1=tn (x2+x)

v
_ A~ ¥2=(5Bd+in (6)-(513)
T CR NN
[ / \ 1
N | B _ i3

Tangente

¥=0.8333%+0. 1%52 SCHNITTPUNKT
X=2 =1.791759469 =-0.9554437402
Aufgabe 9
F
vizt+h) =z +k
)—. 1z k)
(o))
vix) =z ulz)
¥
[
-
HIi ap E _ _ — 3
O 3
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2.4 L6sungen

"H £ iOEii ap E iOE!' 3 (= :iOEI
OjU D@ 0j6@ DD
i o
o) 00 A mitdOU A sowiez=v(x)=3xundk = 3h.
—03 —3 —
i
4 A oA AP
Aufgabe 10
a0 o+ 01 o o+ 01 1am O0oDT N
AP oo O VWP ¢ T o2
b)
HO 1o J10o o Jlo 16 Jfo
g O P O g g uvd
g O AW O 220 19
g O oW od @ 8 oD
g O 19X 10 X0 ¢cO
g O VI3 uvod 2 O
Vermutung: A2 0@ 0@+ Ap 0Oj@ Do 00 D@
Aufgabe 11
+ ++ +++ ++++
A @OD p £ OA
AP pOd p A @ ¢cBpR |m3 GAR™N B0 oA
@xOD p AP cdc¢ A A @R N @O mw O 00 c ook
@ p 00 p 0B @ c¢@p XA A h @ ¢ @0 26
@ p O19Dp D@ @R AN 0 co A
D W@ p A
A — Vi e
AN EY 0 o % o
5 O Ap pdig > |AP 10 p X @D d Ic X
p 12 p g p O p W p | Iy B
g p O O p W
g p Ox O
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2.4 L6sungen

Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)

Erlautere, é

§  warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term O O] und auf der rechten Seite die Terme
u” und v” stehen. Diese Terme stehen jeweils fur die Ableitung der inneren Funktion.

1 warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das
Produkt (u av) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird. Nach der Summenregel kénnen
die vier Summanden einzeln abgeleitet werden. Fiur den Summand 2’1 Dlist die Ableitung
nach der Faktorregel 071 317.

1 welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 durchgefihrt wurde. Beide Seiten wurden durch
2 dividiert. Ferner gilt nach der Summenregel "1 "1] “Ij I.

1 nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Z€e (3) die linke Seite umgeformt wurde. Die
beiden Klammersummen werden ausmultipliziert mit dem Distributivgesetz.

1 wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere Zeile (4) in Deinen eigenen Worten. Auf
beiden Seiten werden "1 J1j und "1 31 subtrahiert.
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2.4 Lésungen

2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 2
a)ADA p O— m A nTA p mo A v A TE ™A o
b)
+ ++ +++
m A A YoA p m
A @ xPe¢A m|eA WA ¢ TA pom
1] 1] U wU m J ™
A @ 1R n VX (pv " . LIJV y .
g 1 v @ ohv_chu 0] v U th thh ¢ th prvu
ow ¢gltuv ov chv th o @ n
@ p D o g U p Uy g m
g a1y
A R v 1A
d v@t A =
A @00 p 00 w n|A A pA = g v@t1 m
v @ TP p @ o A p mv @ m v @ ch cv o
cv  cku ch ph
v 3 p 3D 1
C) Zu zeigen: f(x) = f(-x) (Achsensymmetrie = AS) oder f(-x) = - f(-xX) (Punktsymmetrie = PS).
+ ++ +++
m A A 0 O T A3 @OA A
Ea A A £ D %] @ T £ D @ oA A
AD AS @ @ 1 ADAS @A A @oA A
A PS
m A A AD 3 O cbo oW ;EEQAAAA A A
£ o A A @ @ ¢ D AS,dafgerade A A A A
A A A A MmMAS |ist /D PS
d)
B O XA EP pA B xR G oR . A pRA G o R @ v A
Lokale Minimumstelle beix =6,da Afp 1JQu TRY T

Wendestelle bei x = 5, daZ&ju]

mtmit VZW von 7 bei 5 von & nach + (ReLi-Wendestelle)

El
v

-2 -1 [a]

~100F

-200r

~300r

-400r
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2.4 L6sungen

A 0 0R. AP (@ T 0w 0 (cBwR; A0 G 10x A
Lokale Maximumstelle bei p Wp 1 tip @und lokale Minimumstelle bei p WVp 1t ¢ip @

da/E]p Wpm THEQU TET TNWYEp T8

Wendestellen bei ¢ Wpp ¢ owpdaZd g Vpop A Jp mAN mEC] m
¢ Vp gst Li-Re-Wendestelle und 1,31 ist ReLi-Wendestelle.

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=({x2=0)x(e”x) 10l¥ I
X

i 10

-1

dv/dxX=0 Rl
X=-4,162277611 Y=0.1296303888

A R . FEp c@ oA @ c @A Tt @ Cc@nue @ WD C
Ajp TP T¥EP  1d ist lokale Minimumstelle und 2 ist lokale Maximumstelle.
A @ 1@c¢cA n @ 1@¢ m8 D ¢ W

Ajn] mYEp TYEF  tdg  WQist Li-Re-Wendestelle und ¢ Vg ist Re-Li-Wendestelle.

E
v

A @1 1@(x>0;&pP pd i@ @O 110 p me |l i@ py @ A A -
AJA] A 1A istlokale Minimumstelle

/D] - t1dPer Graf von fist linksgekrimmit.

B
y

1+
075

05+
0250
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2.4 Lésungen m

A 21 ¢ @p (x>-05)

AP pdic@p @— 1ic@p — 11c@Bp cDcBp
A — ¢O¢Odp CDqDp >
AP l1ic@p — m @ mAmN 1 10 istlokale Minimumstelle.
A —— 1A mdGrafist linksgekriimmt.
]
¥
1_
0.75¢
0.5}
0.25}
i1
i) ST 0.5 1 15
0.5

A @ 1 d 19 (x>0)
A ¢cd @ ca ¢ o @ 1 W ¢l 1 —
AP c@ 1@ @ 1 W n O ph EpPRK w 11,49 istlokale Minimumstelle

A ¢cll@ 1 — mvec¢c@dI @ 1@ @ 1t nv ¢PIIP 0@ 1 m(GTR):
Graf ist linksgekrimmit.

E
0.751Y

0:5¢

D:25¢

0 0.5 15 o5

-0:5t
075

Aufgabe 3

Al pA AP pmAT voR” v p A~
A VA~ vw pmO - R~ chw pmA”

AP 1y @ ¢IER 1EpP 1R ist lokale Maximumstelle.
Q] ne @ TIEjM TI¥ED 14 ist ReLi-Wendestelle.

| Elp A~ Tt (e-Term dominiert) und | Efp DA~ H
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2.4 L6sungen

El
¥
5
| | P
5 10 15
B Ausfuhrposition wahlen
Y1=10x(&¥{< . 5x))
1 (4,5.4134)
5 10 15
Tangente
¥=-1.3p3X+10.826
=4 ¥=5.413411328
by  Ax pA O A& tmA O1T @ |1 @ Ar t mA pmA O A
t A pymA + Og pA B A plo v Tp Yo
C)& D ¢ ¢ A"+ &]D CTA™ ¢m@ ¢ 3R~ ¢cnpmd ¢ A
pidB - A
d., pmd~ Ag ¢ ¢ R~ CTA 21nmtngtA oy
e) ptB - AG ¢m@ ¢ A~ CcTA ¢ A2 1tnm tmcgm ¢ A~
U 1 1{da der e-Term die Klammer dominiert)
Tmcm ¢ A owvuv ¢cm ¢ A~ A xftp
Aufgabe 4
A AR
'JA A ARA A pdA nw A pn
lymw  m jplw m m m p A N uv v :1istglobale Maxiumstelle von A uiber

[0; 5] mit dem globalen Maximum A .

Aufgabe 5
aQ)ED ¢ D olA T ¢c@c0Ony @ phBET oAOY3 ph b o AD.
by £ ¢ @ o A L HED ¢ @ oA T
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2.4 Lésungen m

phv p ist lokale Minimumstelle mit dem lokalen Minimum
h ¢ A M also lautet die lokale Tiefpunktschar ( pl O p/

AP c¢Bcl0t A Tt c@o0r1

AJpdc ¢ ppbdg ocOe AN
destelle mit y-Wert £ phv O ¢ ¢O plv g

Wendepunkte lautet ( plo O ¢/ TR P
At ¢ p oA w1 ¢ o® O

e)

2

O0AFD A ¢ @ oA ¢cBc0¢ A
AP A c@abOc A c@aolbt1 A
A1 ¢cA  (BocOt A cBo0gp A
AD ¢@BaclOc A Tt c@o00c¢

A Jpw Op ¢ phdp oOT A D

p
R N

E [HathRadNorml [Real

El Tasten [¢]/[®]oder eingeben.

¥Y1=(2x+3A)x(e"(x+1))

rfi=h
Step=1

T Mtﬂ:|

B Tasten [€¢]/[+]oder eingeben.

Y1=({2x+34a)x({e"(x+1))

rA=1
Step=1

Mtﬂ:|

0

¢A N m,
¢O phw Op
).

v O ¢ ist Re-Li-Wen-

h 8Die Schar der
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2.4 Lésungen m

@ pvOpundy= ¢RA N . Forme@ piv O pnachtumundsetzeesinyein@ plv O

py O — -0@ piny:y= ¢RA ho -9 ¢A

E

Aufgabe 6

a)x>0

WAD @ AWI P ne & AW WO pv @ K @ p S (L/0) und Sz (e/0).
EPD ¢cPAd I @ AW ¢cgAdio @ A

A ¢d@ co QB p ¢cdJ@ o AW ADF]JcW A

AP ¢@AJdJ @ @ A n @ moqd photE M

Ap p A mEO 1t Ad T 1 A 1w phoTist lokale Minimumstelle mit dem lo-
kalen Minimum Apho T phund & Tiw ¢ist lokale Maximumstelle mit dem lokalen Maximum
Minimum Ato ¢ T X

A ¢d i@ o AW n @ mwh&E nwt mfEtwt Tp o
Der Punkt W (0,94/0,10) ist ein Re-Li-Wendepunkt.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

Yilsg(x2—(et1)xx)xln (x)

8.

5

4.

2

; . . . X
0| e 4
dy¥ydx=0 MAX
X=p.3161445247 | ¥=0.8745174593

Ef

1 /

8
&
il
g //
’ | b4
e
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2.4 L6sungen

c) AD @ Awd iy 4 T dajede Potenz von x schneller wachst als der naturliche Logarith-
mus (Potenzfunktion dominiert das Verhalten am Rand)

E AUSIUNrposiTlon wanlen
Y1=(x2—(e?1)xx)xln (x)
8-

L = M
| B —

(2.7182.0) r.~ | Z
i S M= 3 4
Tangente

O

V=P, 7182¥<7.389
X=p7718281828 | Y=0

d) P(e/f(e)).
i AA A TA A A AOTAA A AARAJIA ndiéag | @ A
tm AA Av A Ay 0 A A cix p Oxo w

e)A=1EI A OB A . A3 O@ it giber GSolv (F5) und Integral (F6 und F3)
und Mixed (F4) und untere Grenze nahe Null sowie obere Grenze e eingeben.)

E Math[Rad[Norml) Real
¥

=
3 4
OBEN=2.7182
47743911 Al=9.,47743911
E [Hathl[Radorml
¥
b4

OBEN=2.7182
.48483614 /]=9.48483614
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2.4 L6sungen

Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang

Aufgabe 1

Ableitungen und Stammfunktion:

AP VA ovd A v v OA

A0 1A v v A vOp A
AJG JudhA VOpmd A pu v OA
&0 v v A (Warum?)

Globales Maximum von f 8 Maximale Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze:
AP vA ovd A v VAR mw O p X X
AEjpJ LA gl ist lokale Maximumstelle. Wegen des Randverhaltens /£ v QA o

und A v w Hund A VA Thandelt es sich um eine globale Maximumstelle.

Wendestelle 6 globales Minimum von f° - maximale Abnahme der Wachstumsgeschwindigkeit:
A0 uvOpmA 1w O ¢JEJ§ JuR 12 ist ReLi-Wendestelle. Darilber hinaus
gt £D v v A A Trund AD v v A u Hund &R vA 1. Daher han-

delt es sich bei t = 2 um ein globales Minimum von f".

Integral & Zunahme der Pflanzenlange:, ADAO v v OOA . L L CW
Mittelwert der Funktion - durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit:

— MOAOpltr v ot &

Aufgabe 2

a) (1) Der Bedarf steigt von 6.00 (4,5 MW) bis zu seinem globalen Maximum um ca. 12.30 (8,5 MW)
an und fallt anschlieRend bis um 20 Uhr auf einen héheren Wert als um 6.00 (7,5 MW). an Die Er-
zeugung startet um 6.00 bei 5 MW, féllt bis 7.30 auf sein globales Minimum (4,5 MW) ab, steigt dann
wieder bis 20 Uhr auf eine Wert von knapp 11 MW an. Die Erzeugung nimmt gegen 13 Uhr am
starksten zu. Erzeugung und Bedarf sind um ca. 13.30 gleich grof3 (8,5 MW).

hoﬁ " nipw @wb

AT th, A  ofv A . Prozentuale Abweichung:

@R COy -2T10wR™2 -6 v R -0t 0w -0 v
do -0

g -0 ¢ Omv T[%O pO¢ Mo @ 1 Mpw @ XixT @ mig @

Im Zeitraum zwischen 6:15 und 13:44 ist der Bedarf héher als die Erzeugung.

by AP (¢R° -21O6wd - R 0 - AP ny -O0- 1
v O — ox 0P TYEK XL p @A " Y ET T ¢ ¢ PO T
xlv gPer héchste Bedarf ist mit ca. 8,5 MW um 12:45.

@) &6 -R7 0 -0 - RP —_6—R° nmfegr 0 Ot O 12: Der
[0; 12] rechtsgekrimmt. Also ist f* dort monoton fallend. Die grof3te Steigung ist also bei t = 0, die
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2.4 L6sungen

kleinste beit = 12. Wegen&Ejt  plvund Z&p ¢ — - A~ riv pDie BetragsméRig groRte
Steigung ist bei t = 0. Dort andert sich der leistungsbedarf betragsmafiig am starksten.

c)(1)&O ~01 0T VR 2+ &jO pyA > -0t 6t uvd - A
pyA > -0t Ot uvA ™ pUcOcly R cOthh R /s

2. AAO -2t 0T uvR™ wtp Y- 7E

(3, A C¢OAO p {xdpas noch durch externe Energiequellen zu deckende Energiedefizit zwi-

schen 6:15 und 13:44 betragt 11,4 MWh. Uber den gesamten Zeitraum betragt das Energiedefizit
A COAOp- 7B

4. M EXOAONs  MAO, EXOAG_ MAOE]Q COAOD

v E —— ulpo

Der Pa}ameter muss mindestens k = 5,66 betragen, damit der Bedarf vom Windpark gedeckt werden
kann.
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2.4 L6sungen

2.3 Kontrollaufgaben

Aufgaben 1

HEDB R ¢ @ R o TZA + At oA
A 1A o TR pmt @R + A pmA

b) Graf ist an der Stelle O streng monoton steigend und linksgekrimmt.

Aufgaben 2
H]EIB ¢ A Ho: Graf musste nach links unten verlaufen.
£ ¢ 1 ORAEOCAGE cAET B 1 EAARI A

H. A ¢ vAg -A -3 uv@ -A - v - ¢ -A

Aufgaben 3
Zuzeigen: £p Op c¢ROT @
QO HED ¢@\ + Ap ¢ B
Aufgaben 4

HAY ADJOO @ nmve @ c¢@new POB ¢ 1w @ nil AKO c

H&@ ¢@A @A P28 A mn o @R AOTAp cA
t p A A pt A p Av' @ @A p B

Aufgaben 5

Der Flacheninhalt des Rechtecks wird mit A(x) bezeichnet.

' @ 1T ! @ -0 112 » p 1@ nello py @ A
Wegenl EIIJ@ ! Jp pOTAETI@ 1 Eip 112 Howechselt A" bei@ A dasVvz
von + nach -. Daherist@ A lokale Maximumstelle. Wegen 1 Ell@ 1 Ell@ mist@ A so-

gar globale Extremstelle iiber 0 < x < 1. Die Seitenlangensindd A nu 1 1A PP
Aufgaben 6

E D A A mi ' OBDEEBABEOCAT OUIUADOEEAE

E D A A+ ' ORIEIE ®O®T EOOUI 1 A60OBOABIUGI

@ R
E D 2 A @A mOI A M+ ORNEE®D OUIi i AOOEOAE
Aufgabe 7

HE w ¢mnaw puvA hd ognm TP w tHandy pro Tag entspricht der momentanen Ver-
kaufsrate (= tagliche Verkaufszahl) am 9. Tag.
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2.4 L6sungen

b)

Ef
v

12500
laooar
TEOOF
5000F
2500F

100 200 300

o) O wnmnylpt @ p vlp Etwazwischen den 86.und dem 151. Tag sind die téglichen
Verkaufszahlen gréRer als 9000 Handys pro Tag. (Uber Menu 5 und den Schnittpunkt der beiden
Grafen zu f und g mit g(x) = 9000)

Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
¥1=200%x—15)x{e" (-0, 01xx))+3000
Y2=00600

10000

THO0F
5000F
2500}

? E1|:|D 200
X=85.p4019858 ¥Y=9000

B [EXE]:Kocordinaten anzeigen
Y1=200xx—16)x{e*{-0.01lxx))+3000
Y 2=806000

10000F

THOOF
5000
2500

? T
X¥=1b1/b47b5b89 ¥Y=9000

dHE O ¢nad puvR "2 o mywende zunachst Produktregel und Summenregel an (an-
schlieBend auch auf den eTerm die Kettenregel): § §

AJO concA "2 E£TD o mMnc® "2£70 ¢onc® "° =
UcongOnUt=115.£) ppuv tlo mimnPpp A "° mp Tgl15 ist einelokale
Maximumstelle mit dem lokalen Maximum &£ ppu ¢TmAppuLpuvA "°  onnn
w o o Aufgrund des obigen Grafenverlaufs erkennt man, dass das Maximum sogar global ist (Rand-
werte liegen unter dem Maximum).

e) Das globale Maximum der ersten Ableitung ist gesucht. Da die einzige Wendestelle eine Rechts
Links-Wendestelle (dort ist die erste Ableitung lokal am kleinsten), erkennt man am Grafen, dass
die Ableitung beit = 0 am grof3ten ist, da dort der Graf am steilsten ist.
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2.4 L6sungen

EO EDO puvdA M2 EP yWende zunachst Produktregel und Summenregel an. Der Un-
terschied zu oben ist nur der konstante Faktor vor dem Klammerausdruck. Also:

AO Eopipuv mmp® "o, D ED rming pudnmn@O" 9 Die Nullstellen von A
sind offenbar die gleichen wie bei /£ ]. Da k gro3er Null ist, ist auch A p p wnegativ fir jedes k.
Damit ist 115 fur jedes k die globale Maximumstelle.

g) Zu zeigen ist, dassAg O EO¢ omcg COA M ° mfiralle t > 115 (wenn die Ableitung tber
einem Bereich negativ ist, ist der Graph dort streng monoton fallend.). Da 230 & 2t fuir t > 155 negativ
ist und k genauso wie der e-Term echt groRer Null ist, ist das Produkt insgesamt negativ, was zu
zeigen war.

h) Da der Faktor k den Funktionswert mit dem Term ¢ o ¢ COA h 3 multipliziert wird, wird
der Graf der Funktionhmit E@ ¢ o ¢ COA M °von der t-Achse um den Faktor k > 0 in posi-
tive y -Richtung gestreckt.

E
5

200F

150

100

50

i &0 EO pmmA "2 ED yummpnn®d nnpA "2 puE
EQO prnnguv OA "° puvEEDO puvA "2 puvEED
T . A£OAO ED yunmpnm@A "° puED
pyYuv Bt E purtth puta prnnnpnnAnE p A PprnniEn
Anzahl der Verkauften Handys in den ersten 100 Tagen.

T —23 A&£OAO p A p mIEDurchschnittliche tagliche Verkaufszahl in den ersten
100 Tagen.
T 70 . EOA@®t O 115): Anzahl der verkauften Handys
Tag.
Aufgabe 8
a)£8 OA T @ 1+ Amn  1®Also: S, (0/0) und Sy (0/0).
n
byE @ O @R oA Aod AEOAT OUI 1T AOOEA

A@ OA  u mund £ O@A  au m(e-Term dominiert jeweils).
C)&j @ -0 ¢@ oA /D (Ketten- und Faktorregel)

d. AQAD -RA - R - - -A
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2.4 L6sungen

e, £A8AG - -RA -

NAFo OR 0@ ¢ @R 0 ¢o A

A D T O O ¢c® 2 ¢ A 10 oO0OAR ¢ O0co o R
Notwendige Bedingung: & P 1y ¢ Oc@ o @A Tt @ 0@ @O o T
TN, I ) pl.

Aje nmEJp AP TMATER TI p_ﬁvist Re-Li-Wendestelle, x = 0 L-Re-Wen-
destelle und @ p_ﬁu Re-Li-Wendestelle. Mit der Bestimmung der y -Werte erhalt man fur die Wen-
depunkte: W1 (0/0), W ( pl/ plwI0A MyundWs( ph/  plo0R M),

9Co TR hp

hy I A -ADXEA -Ait AA CAA .Mt ! JA T ATA A 1 erhdlt man die
Nullstellen von A" durch T ATA mw 1 Ap A n A p Mit! jmv 1 jpo T(a
= 1 ist lokale Maximumstelle von A) sowie ! A ¢A QA Ol AA cA A u m(e

4
@)
Term dominiert) (Randwertbetrachtung) folgt, dass fira>0 ! p ¢\ globales Maximum von
Aist.

/

A B

\M
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3.1 Stetige Zufallsgré3end Integrale besuchen die Stochastik

Lektion 3: Stetige Zufallsgroflen

3.1 Stetige Zufallsgrol3en 0 Integrale besuchen die Stochastik

Einfihrungsaufgabe (Manipuliertes Glucksrad 1) 31

a) Ein Glucksrad wird gedreht. Als Ergebnis kann ein Winkel zwischen 0 und 2m gedreht werden
(vgl. folgende Abbildung). Der Winkel 0,5 kann also genauso gedreht werden wie der Winkel

- ol A AEBWie hoch aber die Wahrscheinlichkeit, eines dieser drei Ergebnisse zu drehen?
Begriinde Deine Antwort.

1 Simulation mit Graphik

1000 Simulationen chne Graphik

Winkelwert Anzahl der Experimente
/ [1.780527423345177 [1
" Anzeige des Funkticnsgraphen Zahl der Intervalle
F Haufigkeit 0
I" Dichte

b) Es wird nun ein manipul iertes Glucksrad mittels eines Computerprogramms simuliert. Dabei
wird gezahlt, wie oft ein Winkelergebnis in einem bestimmten Winkelbereich erscheint. Fir eine

Unterteilung des Winkelbereichs [0; 2A] in 10 gleich grof3e Intervalle [0; -A], [-A;-A] , [-€C 4
erhalt man zum Beispiel folgendes Darstellung der relativen Haufigkeiten fir diese 10 Bereiche.

Winkelwert Anzahl der Experimente
|0.3950107095111329 [1000

M Anzeige des Funktionsgraphen Zahl der Intervalle
FiH&ufigkeit: 10
I" Dichte
Relative Haufigkeit
0,
16/015%
. 10%10% 0
8% 9% 8% 8% -
T} A] -AEA]

Gib die relative Haufigkeiten fur den Winkelbereich [-A;-A], [-A; A] und [T ¢A] an.

31 1dee von Michael Rusing (Essen)
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3.1 Stetige Zufallsgré3end Integrale besuchen die Stochastik

c)

o
S

clo

©

clo

d)

Alternativ kdnnen die Ergebnisse auch mit der sogenannten Dichtefunktion angezeigt werden.
Dabei werden die relative Haufigkeiten von oben durch die Lange der zehn gleichgrolR3en Inter-

valle dividiert (in unserem Fall durch g/\). Man erhélt so einen Grafen einer Funktion mit folgen-
der Darstellung:

Winkelwert Anzahl der Experimente
|0.3960107095111329 [1000

¥ Anzeige des Funktionsgraphen Zahl der Intervalle

" Haufigkeit 10
V¥ Dichte
A . A CHE HE RITHH HE HE
Dichte f(x) THUTT W W CHE M
i L
mig 1] !
! : » Winkelbereich x
-A —A i

Schon nach 1000 Versuchen erkennt man, dass der anfangliche Winkelbereich bis A deutlich
Uberreprasentiert ist.

(1) Vervollstandige mithilfe des relativen Haufigkeiten des vorherigen Saulendiagramms in der
obigen Grafik die Achseneintragungen und die gestr ichelten Linien.

(2) Gib die Bedeutung des Flacheninhalts unterhalb des Grafen der Dichtefunktion und der x -
Achse Uber dem Intervall [0; ¢A] an.

(3) Ermittle den Flacheninhalt zwischen Dichtefunktion und x -Achse tber dem Intervall [0; ¢A].

Die Anzahl der Versuche wird nun erhéht. Die Intervalllange zur Dichtefunktion wird auf
verkleinert. Auf der nachsten Seite wird das Ergebnis flr 2000000 Versuche angezeigt.

—N

(1) Begrunde, warum die Dichtefunktion bei 1000000 Versuchen statt der relativen Haufigkei-
ten die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten bestimmter Winkelbereiche reprasentiert .

(2) Bestimme die Funktionsgleichung der Dichtefunktion. Erlautere Dein Vorgehen. [Tipp: Der
Flacheninhalt zwischen Graf der Dichtefunktion und x -Achse tber dem Intervall [0; ¢ A be-
tragt 1.]

(3) Interpretiere das Ergebnis des Zufallsexperiments bei 1000000 Wiederholungen im obigen
Sachkontext.



3.1 Stetige Zufallsgré3end Integrale besuchen die Stochastik

Winkelwert Anzahl der Experimente

|0.9320079532864244 [1000000

¥ Anzeige des Funktionsgraphen

" Haufigkeit
. 100
M Dichte
. BOHEUTHE CHE T T CHE T HE )

Dichte 1) 57wt v i i
i
i , ~ T W der langen gestrichelten Linie
: ' » Winkelbereich x
—A CA

Zur Lésung der nachfolgenden Aufgaben benétigt man einige Definitionen:

Zahl der Intervalle

) AR, wenn gilt: HO fur alle @aus | und )V.HH’H’) do

Erwartungswert: %8 )V.HH() JHO "Ho
Varianzz. i @8 )v.HH o JH "Ho
Standardabweichung: (o}:] @8 HH o JHO "Ho

(1) Eine Funktion Ageil3t Wahrscheinlichkeitsdichte (bzw. Dichtefunktion ) Gber einem Intervall

(2) Eine reellwertige ZufallsgroRe X mit Werten im Intervall | heil3t s tetig verteilt mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte f , wenn fur alle ¢ < d aus | gilt: "E"H ﬁ "H HH~I-b Ad

(3) Analog zur Definition im diskreten Fall z. B. bei Binomialverteilungen lasst sich fest legen: Fir
eine stetig verteilte ZufallsgroRe 8 mit Werten zwischen Aund Aund der Dichtefunktion Agilt:

Aufgabe 1 (Manipuliertes Gliicksrad 2)

Gegeben ist die Dichtefunktion eines Gliicksrads. Dabei sind die Funktions-
werte am Anfang doppelt so hoch wie am Ende. Die rechts befindliche Grafik
beschreibt den Grafen der Dichtefunktion f.

a) Bestimme die Funktionsgleichung von f.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten dafir, dass das Gliicksrad im ange-
gebenen Winkelbereich stoppt: (i) [0; 1] (ii) [1,5; 2,5] (iii) [3; 4].

' (x)

\ e

CA
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3.1 Stetige Zufallsgré3end Integrale besuchen die Stochastik

Aufgabe 2 (Gluckspiel)

Durch die Funktion f mit /A2 it /EA b ist im Intervall [O; 6] eine Funktion gegeben.

a) Skizziere den Funktionsgrafen.
b) Weise nach, dass es sich um eine Dichtefunktion handelt.
c) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fur ein Ergebnis im Intervall [2; 5].

d) Ein Glicksspiel werde durch diese Dichtefunktion beschrieben. Der Spieler zahlt einen Einsatz
von 1 Q. Falls das Ergebnis zwischen 1 und 3 | i ¢
das Spiel akzeptieren?Begriinde Deine Antwort.

e) Untersuche, bei welchem Gewinn das Spiel aus Teil d) fair ware.

Aufgabe 3 (Nicht manipuliertes Glucksrad)

Bestimme die Gleichung der Dichtefunktion fur ein nicht manipuliertes Gliicksrad.

Aufgabe 4 (Herstellung von Metallstiften)

Eine Maschine stellt Metallstifte her, die zur Verbindung zweier Bauteile dienen. Die Produktion ist
nicht so perfekt, dass alle Stifte vollkommen gleich ausfallen. Deshalb ist der Durchmesser8 (in mm)
der Metallstifte eine Zufallsgrof3e, von der wir anneh men, dass sie die Verteilung mit der Dichte
f hat:

) T fer 0 w
A ADD wIP pp feéirwm @ pp
1 fer @ pp

a) Bestimme den Wert fiir die Konstante AN s, so dass f die beiden Bedingungen fiir eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte erfiillt.

b) Stelle die Dichte f grafisch dar .
c) Ermitle den Erwartungswert O und die Standardabwei cl

d) Metallstifte, die mehr als 0,6 mm von 10 mm abweichen, sind Ausschuss. Berechne die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein Stift Ausschuss ist. Stelle die Wahrscheinlichkeit in Deiner Abbildung
aus Teil (b) dar.

e) Bestimme eine Abweichungsgrenze x, so dass die Wahrscheinlichkeit fir den Ausschuss nicht
groler als 0,1 wird.

Q Aufgabe 5 (Ganzrationale Dichtefunktion)

Gegeben ist im Intervall [0; 2] eine Funktion ganzrationale Funktion f dritten Grades durch
die Gleichung /2 EJ@ ¢ @ mit. Bestimme k so, dass es sich um eine Dichte-
funktion handelt.
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3.1 Stetige Zufallsgré3end Integrale besuchen die Stochastik

Aufgabe 6 (Dichtefunktion und Steckbriefaufgabe)

a) Gegeben ist imIntervall [O; 5] der Graf einer ganz-
rationalen Funktion dritten Grades (Bild rechts). f(x)
Dabei gelten folgende Bedingungen:

-

(1) Der Funktionswert bei x = 0 ist dreimal so groR3
wie bei x = 5.

(2) An den Stellen 0 und 5 ist die Steigung Null.

(3) Es handelt sich um eine Dichtefunktion.

Bestimme eine Gleichung fur die Funktion f.

A Ko

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis 0 1 2 3 4 5
im Intervall [2; 3].

Die Dauer X (in min) von Tel ef ona tderch die Wahmchainer Fi r
lichkeitsdichte f mit /22 A beschrieben.

Aufgabe 7 (Dauer von Telefonaten)

a) Begrunde: fist Uber s eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
b) Berechneund deute0Op 8 (.
c) Berechne den Erwartungswert g und die Standardabweichung ,, .

d) Wie wahrscheinlich istes, dasseinGespr&éc h genau aeine Minuteodo dauert
sprachsdauer auf Minuten bzw. Sekunden bzw. gar nicht rundet? Begriinde.

Betrachte die Funktionenschar & & :m__"H__ (@~ 4, b O 0).

Aufgabe 8 (Funktionenschar) 32

a) Bestimme die Extrem- und die Wendepunkte der Schar.
b) Bestimme die Asymptoten der Schar.
c) Stelle den Grafen zu A, sowie A grafisch dar.

d) Beschreibe den Einfluss der Parameter a und b auf die Grafen der Schar.

32 aufgabe 8 ist fur 1eKandidaten. Wer diese Aufgabe losen kann, ist wirklich fit im Bereich der Kurvenuntersuchung
exponentieller Funktionsscharen.
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

3.2 Gaul¥’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Analysis der Gaul3"schen Glockenkurve

Aufgabe 1 (Gaul3"sche Glockenfunktion)
Betrachte die Funktionenschar3 y mit 3 @ :m__dH o (%4, R O 0).

a) Untersuche 3 j und 3 j auf Extrem- und Wendepunkte.

b) Stelle die Grafen zu 3 ; und 3 ; mit dem GTR grafisch dar und untersuche, durch welche
einfache Transformationen der Graf von 3 j aus dem Grafen von 3 j hervorgeht. Vergleiche
Deine Ergebnisse mit der unten befindlichen Abbildung.

c) Bestimme 3 ; JA@nd_ 3 ; DA &eige, dass die3 ; und3 j Dichtefunktionen sind.

d) Transformiere den Grafen von 3 j nacheinander mit den Transformationen (1), (2) und (3):

(1) Man verschiebtum T nach | i nks.
(2) Man streckt um den Faktor A in x-Richtung.
(3) Man streckt um den Faktor A in y-Richtung.

Beweise: Das Ergebnis der drei Transformationen ist der Graf von 3 .
e) Begriinde mit Hilfe der folgenden Abbildungen, dass folgende Integralgleichheit gilt:
P _
359A0 35 0A0 3;0ADIAIIT CiddEI; A0 0 35 OAQ

\ Qg1 (X)=2"9,(0,5%

/[ os

N o th=el.cc
( (O 5x), 'DC," =0 2 X+
7 0,2
A/ //g b
r
,// / // ,// - ,
— // // X
_*

-3 -2 -1 |0 1 2 3

Mit der gleichen Uberlegung gilt noch allgemeiner:

35 OAQD 35 OAQD

Zeige mit dieser Gleichung und Aufgabenteil b), dass 3 j ebenfalls eine Dichtefunktion ist.
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Gaul’’sche Glockenfunktion

(1) Die Funktion 3 y mit 3 @ :m__"H 7 heiRt GauR’sche Glockenfunktion . Sie besitzt
eine globale Extremstelle bei x =t und die beiden Wendestellen x =t  A.
(29 Di e Funk3jk on M—&dl—fo wird mit Standard-Glockenfunktion bezeichnet.

(3) Beide Funktionen sind Dichtefunktionen und lassen sich dur ch einfache Transformationen
ineinander Uberflhren: Durch Linksverschiebung des Grafen von 3 ; um { und Streckung in
X- und y-Richtung mitdem Faktor £ Tent st eht der3zsGraf von 0

A
y
0,5 g T— —
H M .
0 24P 1 T T T T [ T T T T T |
n T 7 "H™ -
0,3
WA A
0,2 ——372
/ W AT T T
/ N\ W
0,1 " ~
/ e N ~~— |
T L ~
32110 1 23 4 5|6 7|8

Aufgabe 2 (Gaul3"sche Glockenfunktion skizzieren)

Skizziere die Grafen der Funktion mithilfe der Hoch - und Wendepunkte des obigen Kastens mit
Papier und Bleistift. Erlautere Dein Vorgehen.

a)3 n b)3 & €)3 d)
e)3 n )3 fk 9)3 fn h)

Aufgabe 3 (Gaul3"sche Glockenfunktion mit GTR zeichnen)

Stelle den Grafen von 3 j samt erster und zweiter Ableitung mit dem GTR dar und bestétige die
Aussagen aus dem obigen Kasten uber die Lage der Extrem und Wendepunkte.

Aufgabe 4 (Zeit zu Uberprifen)
a) Bestimme die Hoch- und Wendepunkte von 3 jj und skizziere den Grafenzu3 .

b) Schatzeohne zurechnen:, 3 j; DA QD

c) Uberpriife Deine Skizze und Schatzung mit dem GTR.
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Normalverteilung

(1) Eine stetige ZufallsgroRe X heiRtnormalverteilt mi t den Par ametern H

Gauly'sche Glockenfunktion 3 5 mit3 5 9 :m__"H__ als Dichtefunktion besitzt.

(2) Der Parameteri beschreibt den Erwartungswert und der Parameter R die Standardabwei-
chung der der normalverte ilten Zufallsgrofe X.

(3) Die dazugehorige Integralfunktion B  mit 58 x @ . 3  OA @eilt Verteilungsfunk-
tion von3 f .ImFallet mOT A p wird sie mit B bezeichnettg @ | 3  OA QOf-

fenbargil: . 35 OAOB A B 7 Abzw.. 3 OA0OB A K A.

Der GTR hat eine Taschenrechnerfunktion fiir die Berechnung von 3 7 . Uber [OPTN]
(STAT), [F3|(DIST), F1 (NORM) findet man sie mit [F1als Npd . Man notiert nach Npd( zuerst das
Argument x, dann die Standardabweichung A sowie den Erwartungswert t dNpd(x, h . (Abb.
unten links)

Beispiel: 3 n pw TP X @

Will man das Intergral . 3 ; OA Oerechnen, benétigt man den BefehINcd, den man analog wie
oben Npd erhélt. Man notiert nach Ncd( zuerst die beiden Integrationsgrenzen a und b und dann
die Standardabweichung A sowie den Erwartungswert t:Ncd(a, b, h . (Abb. unten links)

Beispiel:, 3 p A D mip .o

Uber den Befehl InvN kann in einem Integral, 3 ; OA @ie obere Grenze b, in, 3 ; OA (
die untere Grenze a bzw. in 3  OA @as symmetrische Intervall um den Erwartungswert

ausgerechnet werden, wenn der Flacheninhalt (= Integralwert) bekannt ist. Daftir gibt man nach
InvN( -1 (linkes Intervall:] HIA ), +1 (rechtes Intervall: [a; H ) bzw. 0 (symmetrisches Intervall
umtdt At A)einund dann den Flacheninhalt F sowie die Standardabweichung A und den
Erwartungswert t : InvN( -1 oder +1 oder 0, F, h ). (Abb. unten rechts)

Beispiele: B HatFedfomd E
NormPD(1962i$g%326634 InVNormCD(—%éOég?égég
3 nOAOmMr v A pipy |NormcD(18,22,2,20) InvNormCD (1,0, 25,2, 2>
] ) § - 0. 6826894921 o CD(026.2339595
A A nvNorm ,0. , 2,0
3 n OAO T v ¢ v . 17.99871634
3 nOAOTP UG A PU  greaprewmmm “Npd | Ned | InvN]

Im Anwendungsbezug wird zu einer normalverteilten Zufallsgrofie X mit der Standardabwei-
chung R und dem Er waEH uin gt vyvngr t "I 'Htiel Wahrsdheinlichkeit
berechnet, dass die ZufallsgrofRe X im Intervall [a; b] liegt.

Beispiel : Das Gewicht G von neugeborenen Kindern sei nor- [g

mal verteilt mit dem Erwart un (NormCD(3000,3200,800>
dardabweichung R = 800 g. Bejp 0.09870632568|,
dass ein Kind zwischen 3000 und 3200 g schwer ist. Gesucht ist

also 0 n oTmmT ocgm. Der GTR lie-

fert O n onmnmn o¢nnuPpyx b Fast jedes

zehnte Neugeborene ist also zwischen 3000 und 3200 g schwer. pNpd L Ned LInvN)
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Grundaufgaben zur Normalverteilung

Sei X normalverteilte Zufallsgr°Ce mit der St and
Grundaufgaben zur Normalverteilung kénnen durch folgende Tabelle festgelegt werden, wobei

aX0 eine gegebeWe &GreCgesundhtie Gr°Ce reprasentiere

Grundaufgabe

Intervallgrenze a

Intervallgrenze b

Standardabweichung R

Erwartungswert 1

< [ XX |[X|X |
NEEIRIENS
X|X| S |X|X|
XXX |%|= |~
X|X[X|Z|E |

Gesamtwahrscheinlichkeit P

Im Folgenden wird bei der Wahrscheinlichkeit 0  der Index teilweise weggelassen, wenn Stan-
dardabweichung A und Erwartungswert t beide eindeutig festgelegt wurden. Bevor Du einige

Ubungsaufgaben erledigst, sollen die fiinf Grundaufgaben mit Beispiel und GTR -Anwendung dar-

gestellt werden.

Vollziehe sie unter Nutzung des GTR nach. Notiere Unklarheiten.

Grundaufgabe 1. Gesamtwahrsche inlichkeit P gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei no

Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass das Gewicht eines zuféllig ausgewahlten Kindes weniger
als 3000 g [mehr als 4000 g; zwischen 3000 g und 3400 g] betragt.

Entscheide begrindend, ob es ungewdhnlich ist, wenn ein Kind 2200 g wiegt.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung R= 800 g und dem Erwar-
tungswert 1 = 3200.

Gesucht:0 H onmA H T ot oTTmo HB CCQCT

Hier kann in MENU 1 gearbeitet werden mit der dem Befenl Nor mCD ( a; b, R, T)

B E

NormCD (0, 3000, 800, 32> NormCD (0, 2200, 800, 32>

0.4012620031 0.1056181024

NormCD (4000, 10000, 80> Il

N D 3080133885%832 Firdie unbeschrankten Grenzen gipt
orm : ; man Werte an, dife

u 0.1974126514 tungswert entfernt liegen

| Npd | Ned [ InvN| | Npd | Ned [ InvN|

Es gilt fur die gesuchten Wahrscheinlichkeiten:
0' onnnitipo®' tnnmnppyxROonnn oTnmnpdxtTh

0' ¢ ¢ ¢ mp tv @ BEs nicht besonders ungewshnlich, wenn ein Kind 2200 g wiegt, da ca. jedes
10. Kind héchsten 2200 g wiegt.
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Grundaufgabe 2: Erwartungswert 1T gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei nor
Gewicht zwischen 2750 g und 3250 g.

Ermittle mogliche Erwartungswerte.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung R = 500 g. Es gilt
0 ngxurm oCUL T

Gesucht: Mogliche Er war t ungswerte 1

Man definiert in MENU 5 unter Y1 die Funktion f mit A 0 n¢Xum O0¢ UL T-sowie

unter Y2 die konstante Funktion g mit Ct -. Die Schnittstelle beider Funktionen liefert mogliche
Erwartungswerte.
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=IyljdrhnCD(2750,3250,500,x) Y1=§dmCD(2750,3250,500,x)
Y2213 Y2213
1t 1t
075 075
050 050
O:25F : B.I B:25F /’ﬂ'}n
- 30 - SCHNITTRUNKETE - - Di SCHNITTEUNKTE
x=2785, 388361~ vZO. 3334333533 x=3%44.610639"" vZ0" 3355333533

Antwortsatz : Mogliche Erwartungswerte sind ca. 2725 g oder 3274 g.

Grundaufgabe 3: Standardabweichung R gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei nofi
lichkeit von 95 % haben die Kinder ein Gewicht zwischen 2800 und 3600 g.

Ermittle die Standardabweichung.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit dem Erwartungswert 1T = 3200. Es gilt dabei
0 n cynn  o@nmnnwe

Gesucht: Standardabweichung R

Auch hier kénnen in MENU 5 Uber die Terme Y1: NormCD (2800, 3600, x, 3200)und Y2: 0,95 zwei
Grafen erstellt werden, deren Schnittstelle die gesuchte Standardabweichung angibt.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥1=NarmCD(2800,3600,x,3200)
Y2205/95

1

0.75¢ :

051

o.25}
i (ST i] Ejgg%iﬁ':’g:%gﬂﬁ
X=206¥.0853828 " v=0.08
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalvert eilung

Mathematisch exakt ausgedruckt: Die Funktion f mit A 0 ¢ymnmn o @ T hat mit
der Funktion g mit g( A) = 0,95 die SchnittstelleA ¢ m&Fur A ¢ 1 g gilt aus diesem Grund
0 n CYTT O@TTTwU

Antwortsatz: Die gesuchte Standardabweichung betrégt ca. 204 g.

Grundaufgabe 4: Eine Intervallgrenze gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei no

Untersuche, wie schwer das Neugeborene mindestens sein, wenn es zu den 5% schwersten Kin/
dern gehort.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung R= 800 g und dem Erwar-
tungswert | =3200. Esgilt0' A tin &

Gesucht: Intervallgrenze a.

Hier kdnnen in MENU 5 (ber die Terme Y1: NormCD (x, 10000, 800, 3200) und Y2: 0,05 zwei Grafen
erstellt werden, deren Schnittstelle die gesuchte Intervallgrenze a angibt.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
'M\_=NormCD(x,10000,8{10,3200)
Tok

0. 05

3
3000 40006000 6000 HNITTPUNKT
¥=4515.882902 ¥=0.056

Mathematisch exakt ausgedriickt: Die Funktion f mit ZA 0°' A hat mit der Funktion g mit
g(A) = 0,05 die SchnittstelleA T v @Rfir A T v pgitdaher 0' A 1t u

Antwortsatz: Ein Neugeborenes muss mindestens 4516 g schwer sein, um zu den 5 % schwersten
Kindern zu gehoren.

Grundaufgabe 5: Beide Intervallgrenzen gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei no

Untersuche, in welchem zum Mittelwert symmetrischen Bereich 95% der Neugeborenen liegen.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung R= 800 g und dem Erwar-
tungswert 1 =3200. EsgiltO o ¢ mm™ ' oc¢mm mwa

Gesucht: Intervallgrenzen 3200 d a und 3200 + a.

In MENU 5 kénnen tber die Terme Y1: NormCD (3200 - x, 3200 + x, 8003200) und Y2: 0,95 zwei
Grafen erstellt werden, deren Schnittstellen die gesuchte Intervalllange angibt.
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

WL=NormCD(3200xs3200Fx, 800, 32007
F2=.9b

| SCHNITTPUNKT
k=1567.971188| v=0.95 | %

Mathematisch exakt ausgedriickt: Die Funktion f mit ## Ooc¢q¢mnmd ' 0 ¢ 1t I hat mit
der Funktion g mit g( g = 0,95 die Schnittstelled p v @Hs gilt daher fur die Wahrscheinlichkeit:

Opoeoc¢ TXOQUYMWU

Antwortsatz: 95 % der Neugeborenen liegen im zum Erwartungswert T = 3200 symmetrischenlIn-
tervall [1632; 4768].

Alternativiosungen zu Grundaufgaben 4 und 5 mithilfe von InvN:

Uber den BefehlInvN kann in bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit 0 H A zur normalver-

teilten ZufallsgroRe G mit bekannter Standardabweichung A O1 vorgegebenen Erwartungswert t
die rechte Grenze b, bei0 A H die linke Grenze abzw. beiOf A ' t A das sym-
metrische Intervall um den Erwartungswert ausgerechnet werden.

Dafiir gibt man nach InvN( -1 (linkes Intervall: ] HIRA ), 1 (rechtes Intervall: [a; Ho ) bzw. 0 (sym-
metrisches Intervallum tdt At A) ein und dann den Wert fiir die Wahrscheinlichkeit P sowie

die Standardabweichung A und den Erwartungswert t: InvN( -1 oder +1 oder 0, P, h ). Die Anzeige
beim GTR ist folgendermalRen dargestellt:

B
InvNormCD(1,0.05, 800
4515.882902
InvNormCD (0, .95,800,>
. 1632.028812

| Npd [ Ned [InvN

Aufgabe 5

Die Dicke von Stahlblech sei normalverteilt mit m= 1,75 mm und s = 0,03 mm.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass die Blechdicke im Intervall [1,70 mm; 1,80 mm] liegt.

Aufgabe 6

Die Dauer einer Schwangerschaft ist angenéhert normalverteilt und betrdgt im Mittel 278 Tage bei
einer Standardabweichung von 9,69 Tagen.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewahltes Baby bei einer Spontangeburt be-
reits nach einer Schwangerschaft von weniger als 250 Tagen geboren wird.
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Aufgabe 7

Die KorpergrofRe von Kindern eines Jahrgangs sei normalverteilt mit m=90 cmunds =8 cm.
Untersuche, wieviel Prozent dieser Kinder

(1) héchstens 87 cm grof3 sind.
(2) mindestens 86 cmund hdchstens 95 cm grof sind.
(3) 90 cm groR sind bei Rundung auf cm, mm bzw. ohne Rundung.

Aufgabe 8

Die mittlere Brutdauer fur Eier in einem Inkubator bei 38° betragt 21 Tage. Angenommen, die mitt-
lere Brutdauer ist angenahert normalverteilt bei einer Standardabweichung von einem Tag.

a) Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass die Brutdauer eines zufaligaus gew?2 hl t en Ei es &

(1) weniger als 20 Tage betragt.
(2) mehr als 22 Tage betragt.
(3) zwischen 19 und 21 Tagen betréagt.

b) Beurteile, ob es ungewdhnlich ist, wenn ein Kilken nach 18 Tagen geschlipft ist, wenn die Brut-
dauer auf Tage gerundet wird.

Aufgabe 9

Die Lebensdauer eines Laptops sei normalverteilt mit einem Erwartungswert von
42 Monaten und einer Standardabweichung von 12 Monaten.

a) Die Garantiezeit betragt 18 Monate, d. h. der Hersteller fiihrt in dieser Zeit anfallende Reparatu-
ren kostenlos durch. F¢r jede Reparatur kal kul i

Untersuche, mit welchen Kosten pro verkauftem Computer der Herste ller rechnen muss.

b) Der Hersteller mochte die Garantiezeit so ausdehnen, dass 5% mehr Kunden in den Genuss der
Garantie kommen.

Ermittle die Dauer der neuen Garantiezeit.

Aufgabe 1033

Nach dem Handbuch des Institutes zur Forderung hochbegabter Vorschulkinder ist der Intelli-
genzquotient in der Bevdlkerung normalverteilt mit m= 100. 68,3% der Bevolkerung hat einen Intel-
ligenzquotienten zwischen 85 und 115.

a) Bestimme aus den Angaben die Sandardabweichung der Normalverteilung.

b) Ermittle dasamit0Of A ' t A twwnd formuliere das Ergebnis in Worten.

33|In Anlehnung an Aufgabe aus Fokus Mathematik LK in NRW (S. 91)wwmg. mued.dgst-18-10)
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3.2 Gauly’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

c) Nach Angaben des statistischen Bundesamtes gingen 34 % eines Jahrganges von der Grund-
schule ins Gymnasium Uber. Angenommen (was bekanntermalf3en nicht der Fall ist!) bei diesen
34 % handelt es sich um die Kinder mit dem héchsten Intelligenzquotienten.

Untersuche, welches der kleinsten I1Q wére, der an einem Gymnasium anzutreffen wére.

Die folgende Abbildung 34 stellt die obige Normalverteilung grafisch dar.

1Q 55 70 85 100 115 130 145

d) Priufe bei allen angegebenen Wahrscheinlichkeitsdaten, ob sie zur Normalverteilung aus den
Aufgabenteilen a) bis c) passen.

e) Untersuche, wi e h2ufig adurchschnittliche I ntelligen
fy Prife, ob die Angaben zu abis 1300 und a¢ber 1300
g) In einer Klasse finden sich 1Q-Werte zwischen 105 und 125.

Untersuche, wie viel Prozent der Bevolkerung sie in diesem Bereich liegen.

h) Stelle die obige Normalverteilung mit dem GTR dar.

[ABITUR 2017 Auszug aus LK HT B5 35

d) Die Indikatormenge auf den Teststreifen ist normalverteilt mit einem Erwartungswert von 20
mg und einer Standardabweichung von 4,0 mg. Ein Teststreifen ist unbrauchbar, wenn die
Indikatormenge auf dem Teststreifen kleiner als 15 mg ist.

(1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teststreifen unbrauchbar ist.

[Kontrollldsung: 10,56 %]

(2) Durch eine Verbesserung konnte die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ein zuféllig ausge-
wabhlter Teststreifen aufgrund der Indikatormenge unbrau chbar ist, halbiert werden. Der
Erwartungswert fiir die Indikatormenge blieb dabei unverandert.

Bestimmen Sie die geédnderte Standardabweichung durch systematisches Probieren auf e
kommastelle genau.

34maRstabe (PTB Physikalisch Technische Bundesanstalt), Heft 11: Mai 2011, Seite 54
35 Auszug aus einer Abituraufgabe des Landes NRW 2017 LK HT B5
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3.3 Kontrollaufgaben

3.3 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster

Ohne Hilfsmittel

o o
< Q
(&S] <
. D 5}
l ch kann é c|l 5| @
o LIE| 2] =
9 c|o| 2|%
= ‘» N =1 n
zeigen, dass eine Funktion eine Dichtefunktion ist. la, 2a
den Erwartungswert fiir ein Gliicksspiel berechnen. 1b
eine Auszahlungsverteilung flr ein faires Spiel angeben. 1b
Wahrscheinlichkeiten mittels Dichtefunktion und Integralen berechnen. 2b
Zeigen, dass eine zusammengesetzte Funktion Stammfunktion ist. 2b
den Erwartungswert einer Zufallsgréf3e mittels Integral zu berechnen. 2b
die Standardabweichung einer Zufallsgrof3e mittels Integral berechnen. 2b
Unter Zuhilfenahme von Hilfsmitteln
) .
< Q
(8] <
p ‘» (&)
l ch kann é c|l 5| @
o LI E| 2 =
9 cleo| 2|5
= m | N =] n
zeigen, dass eine Funktion eine Dichtefunktion ist. 3a
Wahrscheinlichkeiten mittels Dichtefunktion und Integralen berechnen. 3b
den Erwartungswert einer Zufallsgré3e mittels Integral zu berechnen. 3c
die Standardabweichung einer Zufallsgré3e mittels Integral berechnen. 3c
einen Parameter k bestimmen, damit eine Funktion Dichtefunktion ist. 3d
die Standardabweichung einer normalverteilten Zufallsgré3e berechnen (G3). | 4a
Wahrscheinlichkeiten einer normalverteilten Zufallsgréf3e berechnen (G1). 4b
ein symmetrisches Intervall um den Erwartungswert bestimmen (G5). 4c
eine Intervallgrenze einer normalverteilten Zufallsgré3e bestimmen (G4). 4d,e
den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsgro3e berechnen (G2) Af
eine Normalverteilung grafisch mit dem GTR darstellen. 49
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3.3 Kontrollaufgaben ¥

Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 1
v ZEART @ p
Gegeben ist die Funktion f mit /5 miwAAp | & ph.
o AAphl O o
A
Y
1

\ Aol

0 05 1 1,5 2 25 3

c) Zeige, dass f Uber [0; 3] eine Dichtefunktion ist.

d) Ein Spielautomat, der eine Zahl zwischen 0 und 3 anzeigt, wird durch die obige Dichtefunktion
simuliet. Der Ei nsatz pro Spi el bet @ gralll h.deém KAat 6 m
aus, d. h. der Spielpe@ geeht demEinsatt vedoren. Kemmiremné | e
Zahlplv @ o erhalt der Spieler seinen Einsatz zurick.

(1) Weise nach, dass das Spiel unfair ist.
(2) Gib eine Auszahlungsverteilung an, die ein faires Spiel erméglicht.

Aufgabe 2
Gegeben ist fe¢gr 0 O x O #J ulbA .k > 0 die Funktion
a) Zeige, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion) ist.
b) 8 seidie ZufallsgréRe mit der Dichtefunktion A
(1) Gib Terme an fur 0 8 ¢ undfur 0 8 o.

(2) Zeige, dass' @ @ - O\ eine Stammfunktionzu ¢ @ @E A st
(3) Weise mit (2) und der Formel fir den Erwartungswert 36 nach, dasst t 8 -
(4) Zeige, dass3 @ @ — R eine Stammfunktonzu O @ @ - EA st

(5) Weise mit (3), (4) und der Formel fir die Standardabweichung 37 nach, dassk A 8 -

B PO AD

I Bt O AQ
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3.3 Kontrollaufgaben W2

Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 3

Niki wirft MUnzen so, dass sie mdglichst nahe an der Wand zu liegen kommen. Die Mlnzen prallen
aber oft ab und rollen zurtick. Der Abstand X (in Metern) von der Wand ist eine Zufallsgréi3e, die
man mithilfe der der Wahrscheinlichkeitsdichte "Ho o 0  Uber [0; 1] beschreiben kann.

a) Begrindes8érechnerisch, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte Uber [0; 1] ist.

b) Bestimme3® (gerne unter Zuhilfenahme des GTR) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Miinze we-
niger als 0,1 m von der Wand liegen bleibt.

c) Furden Erwartungswert und Standardabweichung der stetig verteilten ZufallsgréRe X mit
Werten zwischen a und b und der Dichtefunktion f gilt allgemein:

“ -
03H "HoOT A 0 JH "Ho
» »

Bestimme unter Zuhilfenahme des GTR den Erwartungswert  und Standardabweichung A des
Abstandes X des obigen Miinzwurfs.

d) Gegeben sei die FunktionCmit C&@ EOJ@ @ mitdem konstanten Faktor k.

Untersuche, wie der Parameter k gewahlt werden muss, damit g eine Dichtefunktion tber
dem Intervall [O; 1] wird.

Aufgabe 4

Eine Bekleidungsfirma geht davon aus, dass die KoérpergroRe junger Frauen normalverteilt ist mit
einem Erwartungswert m= 166 cm. Die Korpergrof3e von 95 % der Frauen liegt zwischen 179 cm
und 153 cm.

a) Ermittle die Standardabweichung s dieser Normalverteilung. [Kontrollergebnis: sa 6, 6 3 ¢ m]
b) Berechne den fiir eine Kérpergréf3e von 153 cm bis 156 cm ausgelegte Warenanteil.

c) Untersuche, in welchem symmetrischen Intervall um den Erwartungswert die Korpergréf3e von
50 % der Frauen liegt.

d) Bestimme die Mindestkdrpergrol3e einer Frau, die zu den 5 % grofdten Frauen gehort.

e) Untersuche, mit welcher Hochstkorpergrol3e eine Frau zu 10 % kleinsten Frauen zu zdhlen ist.

f) Untersuche, welcher Erwartungswert einer normalverteilten Verteilung der Kérper gré3en vor-
gelegen haben kodnnte, wenn bei gleicher Standardabweichung 95 % der Frauen zwischen 180
cm und 154 cm grofl3 waren.

g) Stelle die obigen Normalverteilungen grafisch dar.

38 Hier muss neben dem Ansatz eine Rechnung angegebdanyer
3% Hier darf nach Angabe des Ansatzes der GTR benutzt werden.
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3.4 L6sungen

3.4 Ldsungen

3.1 Stetige Zufallsgro3en 0o Integrale besuchen die Stochastik

Erkundungen: a) Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Winkel zwischen 0 und 2 A zu drehen,
betragt Null, da es Uberabzéahlbar viele Zahlen zwischen 0 und 2 gibt.

b) (1) Fur die Werte auf der y-Achse dividiert man die relativen Haufigkeiten fur die zehn Winkel-
bereiche jeweils durch -a. Auf der x-Achse werden alle Vielfachen von -A markiert, bis man zu ¢ A

gelangt. (2) Die Flachen unter dem Grafen gibt die relativen Haufig keiten fur den entsprechenden
Winkelbereich an. (3) Der Flacheninhalt zwischen Graf der Dichtefunktion und der x -Achse utber
dem Intervall [0; ¢A] betragt 100 % = 1.

c) (1) GemalR dem Gesetz der groRen Zahlen nahern sich die relativen Haufigkeiten fir gro3e n der
tatsdchlichen Wahrscheinlichkeiten an. (2) Die Dichtefunktion hat folgenden Gleichung:
AEATT ® —n

m AEAHRO D ¢ A
Ferner betragt der Flacheninhalt zwischen Graf und x -Achse Uber dem Intervall 0 bis 2n gleich 1.
Also gilt: AD—A 1t WAD-A puyw — AN pu A — noOT #t WA 1ip o.v
(3) Zahlen aus dem Winkelbereich 0 bis—A werden deutlich h&aufiger gedreht wie Zahlen aus dem
Ubrigen Winkelbereich. Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 28 % stammt eine Zahl aus dem deut-
lich kleineren Winkelbereich 0 bis —A.

D

1a) Die Flache unter der Treppenfunktion muss genau 1 betragen. Mit [
den dargestellten Bezeichnungen ergibt sich: )
-ANXA-AnDA puv —AA puy A — unddamit die Funktion f
mit 2a

— mgd¢m @ -A cloo
Yi2%) . al...

— TppLLAN D QA
X

m)y@om 8 p —Pp — mrop >
(Opw 8 cw —DO-A pw —Oc¢h -A Tmpu
ii)0c 8 1 —Pp — TPpPO

2a) Treppenfunktion skizzieren

E HathRadormD B [MathRad[Fornd)
Grafikfunkt.:Y= ¥

YIE0.1,[0,1] [—]1 031

Y280.2,1[1,3] [—]1 o

Y4=01,[4,6] 0. 1 frmme

Y5: [—1 .
Y6: [—] =) S S-S B S - S
Y | »r | Xt ]| Yt [ X |

2b) Bedingungen fir Dichtefunktion prifen:
() Qe  mfiralle oy mp (klar)und (1) . ADA @ pC EIN&chrechnen:

ABAQ@ mipp mx mop X p.
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34 Lésungen

2c)0¢ 8 v TP moPp mpPp e

2d) Erwartungswert fur den Gewinn gesucht. Gewinntabelle:

Ergebnis n @ plp 9 o |0 O 1 T 9 0
Gewinn |-1 2 -1 -1

Damit ergibt sich fur den Erwartungswert

t p Jfpp ¢t X p Oto P p Oipx mit.Dat mist auf lange Sicht, ist der
Spieler im Vorteil.

2e)Das Spiel ist fair, wennt  mist. Man setzt den Gewinn auf den Wert g und erhélt die folgende
Gewinntabelle:

Ergebnis mn 3 plp @ o |0 T 1 T D 0
Gewinn |-1 g -1 -1

Es ergibt sich die Gleichung:
T p Jipp COatr p OtoPp p Ofpx; vy M C mip v C -.Beieinem Ge-

winn von 1,50 0, al so bei einer Auszahlung von 2,

3) Die Dichtefunktion ist eine Konstante /82 E mi Enit,. EAQ pv ¢ k£ pt E —

4a)Fir jedes@ a gilt A5 mwenn A Trist. Mit A
MDA @ p erhalt man den Wert fur a:

p . MAB A O w@ ppAgd -A

Daraus folgt a = -0,75

oo
+

4b) Dichte und Verteilungsfunktion (Bild rechts)

4c) Erwartungswert und Standardabweichung dirfen
mit der Integralfunktion des GTR berechnet werden.

CD____SL____SD____CD
- a

T

=T

N

Fur den Erwartungswert erhalt man mit der Definition / : : \ .
imKastenit | @03 dg p T - !%4 16 S
Den Erwartungswert setzt man in die Formel fur die 0 8 9 101112
Standardabweichung ein: i @& . @t OBd@ pmr  mhoT.)

4)0Ausschwsss ofi 08 plo _ "APd@ | . APAG mip T T L MW

4e) Wird die maximale zulassige Abweichung mit m bezeichnet, muss z. B. mit dem GTR (uber

MENU 5) die Gleichung _ ADdD Tmhogeldst werden. Es ergibt sichil  1ix ¢.w
B B El [EXEl:Kcordinaten anzeigen

gﬁafikfunk‘t ENE . v Y6=](-0. 75x(X-9)X(x—11),10-%,10+x)

vsa| -0, 75x (x—[—1 Y-Wert eingeben ‘

10+

] E—

10-x

Y6: [—] Y:0.9

05

Y7: [—1] _NV \ B:3
SELECT | [anay I Rn{ = WiV WMODIFY|(DRAW of ) \— X=0U.72029%¢

S)WAE@A@T;EQZ %Cﬁ’ g@ Mm@ pv TE— ¢ mt py E —

“0Der GTR versteht nur den Ausdruck B2 d@mit der doppelten Variablenbelegung von x.
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3.4 L6sungen

6a) Ansatz einer ganzrationalen Funktion dritten Grades: /88 A3 AZ A @ A Die Bedingun-
gen lauten: p A&t o ¢ £An ™o A H)t Auv mu  AIdD p. Man erhilt das
folgende 5x5-LGS: (1) dd3k=0; (2) c=0; (3) 125a + 25 b + 5¢c +dk = 0; (4) 75a + 10b + ¢ = O;
v —A —A pd&w A v A p. Mithilfe des GTR folgt: a = —IA —M ™A —Ig rip.

Damitfolgt & —@ — O3 —.

6b) Mitdem GTRfolgt: 0 ¢ @ o  AdJ -

7a)A nO1T AA do A A A p A wop

70)0p 8 ¢ _ AMd® A A mit o ¢Mit ca. 23%iger Wahrscheinlichkeit dauert ein
Gesprach zwischen einer und zwei Minuten.

7c)Mit dem GTR (jeweils grol3e Zahl fir obere Grenze einsetzen) folgtt XS dg pund
K @t OBIdD p

7d) Es ergeben sich mit dem GTR folgende Wahrscheinlichkeiten:
HF'A Ag o ydt A Agrmpcund, A Ag m.

8a) Zur Ermittlung der Extremstellen berechnet man zunachst die Nullstellen der ersten Ableitung.
Nach der Ketten und Faktorregel gilt:
—A "7 O :x:)— —A"" 1w @ A

] D
A:J/Ic A A A ¢ A
Wegen f'(x) < 0 fur x > a und f x)>0 fur X < a, liegt bei x = a ein VZW von f von + nach ¢ vor.

@A:;E QA

Insgesamt erhalt man wegen A ——und |
D @

Zur Bestimmung der Wendestellen berechnet man zunachst die Nullstellen der zweiten Ableitung.
Mit der Produkt -, Faktor- und Kettenregel gilt:

5 P L Q)A g A A @ A¢
AP A

~ — A T 0 —— —_— A T Tt
A ¢ A A ¢ A A A N A
v A @ A v @ AS ANw @ A Al ABOA Aw @ A A Man prift einen
VZW der zweiten Ableitung bei A Anach, indem man z. B. x=ad2b, x =aund x = a + 2b in die
zweite Ableitung einsetzt: & A ¢ A m&] A m1&] B ¢ A 1 Esliegen also der LiRe-

WP70 A AJM—_A‘ und der Re-Li-WP7 0 A ﬁ@ﬁ—_ﬁ\‘ vor

rtden globalen ( 0 A - -

8b) Die Asymptote ist die x -Achse.

8c)
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Yo=(1a(2x{(y (2r)) ¥zl (-(112)({{x—1)a Y1=(1a(y (2m) )% (e (112)xx2))

0.5 0.5

0, o

& 0.2085,0.3802)

0.3 0.3

o2 0:2)

0.1 051
%=0.3096238008°| v=0.1870310037 X=0.3095238098°| v=0.3802824444

8d) Der Parameter a verschiebt den Grafen nach rechts. Der Parameter b streckt die Parabel inx
und in y -Richtung (je kleiner b, desto groR3er ist die Streckung in x und y-Richtung).
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3.4 L6sungen

3.2 Gaul3"sche Glockenfunktion und Normalverteilung
5P(1,70¢x¢1, 80) & 0, 9044
08Ccum mmm ¢Spontane Geburten innerhalb der ersten 250 Tage sind also sehr selten.

7a)P(x¢87) & 0, 3538
byp86¢X¢95) & 0, 4255
c)P(895¢Xx¢90, 5) 489,05¢®M:0, ®5) & 0, 005; P (X= 90) = 0

8a)(P (X < 20) & 0,1587

QP (X>22=18P(x¢22) & 0,1587

R)P19¢XC21)=P (X¢21)6P (X< 19) & 0,47725

b)P (17,5 O X O 18,5) & 0,006. Die Wahrscheinlichk
es ungewohnlich.

9 a)P(X¢18) © 0,0225. Erwartete Kosten%8 i ¢ ¢Oq v ‘@ ° vip .

b)0 8¢ mnc¢cqunmu mrx ¢uv @& ¢ . Daher miisste die Garantiezeit auf 25 Mo-
nate ausgedehnt werden.

10a)m=100;s =15

b)Ox form ' pchwo o yiber InvNormCD (0,0.95,15,100)). 95 % der Menschen haben einen
Intelligenzquotienten zwischen 70 und 130

c) Gesuchtist das kleinsteamit0 * A mio 1 (Uber InvNormCD (1,0.34,15,100) lésen) Man erhélt
fe¢er a0'0 AOoOfBfotr Der adAALQaampe itdestens 106 betragen,
|l igentestend 34 % zum Gymnasium gingen.

d) X: Zahl des IQ (Verwende NormCD (untere Grenze, obere Grenze, Standardabweichung, Er-
wartungswert))

P(X ¢ 55)° 0,13 %; P(X¢ 70)° 0,0228° 2,28 % und P(55¢ X ¢70)° 2,15 %

P(X ¢ 85)° 15,87 % und P(70¢ X ¢ 85)° 13,59 %; P(X¢ 100)° 50 % und P(85¢ X ¢ 100)° 34,13 %
P(X ¢ 115)° 84,13 % und P(100t X ¢ 115)° 34,13 %; P(X¢ 130)° 97,72 % und P(115 X ¢ 130)°
13,59 %; P(X¢ 145)° 99,87 % und P(130t X ¢ 145)° 2,15 %; P(X > 145) = 1 P(X ¢ 145)° 1- 99,87 %
© 0,13 %. Die angegebenen Prozentséatze passen.

e)P@B5¢X¢115) = 2 £ 34,1 % = 68,2 %. aNormal intell:
fig gerundet zu - oder 70%.

f)P(115¢X¢130) = 13,6 %. Das si nU213k+04 p¥p2,2%4 %0. P( X >
Das | iegt anur etwas ¢ber 2 %0.

g)P(105¢X¢125) & 32, 3derBeévilkemiray hat einen IQ-Wert zwischen 105 und 125.

h)

El [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=NprmPD(x;15,100)
0:05
0.04
0:03
0:02
0.01

| 2
[&] 20 40 [=1] 80 100 120 14%AX

=100 ¥=0.0260696162
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3.4 L6sungen

Abituraufgabe

d) (1): Die Zufallsgré3e Z beschreibt die Indikatormenge auf einem Teststreifen in mg. Fir einen
Erwartungswert von 20 mg und eine Standardabweichung von 4,0 mg gilt fir die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit: 0: puv pfeb

(2): Man definiert die Funktion f mit AX 0 :  p v sowie die konstante Funktion g mit
CA mimu ¢ Mie Schnittstelle beider Funktionen liefert die gesuchte Standardabweichung von &
ofp mg. Alternativ (im Sinne der Aufgabenstellung) kann auch mit einer Wertetabelle (MENU 7)
gearbeitet werden, in der bei der Funktion f der Wert fir A variiert wird.

Die dazugehorigen GTR-Eingaben werden durch folgende Abbildung dokumentiert:

B Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
NormCD(0,15,4,20) BI=NormCD(0,15,x,20)
0.105649487 ’_"2‘”'”528
[]
| Npd | Ned [InvN| =3,089680067  ¥=0.0528
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B
Wl =NormCD{D,15,x,20)
¥2=0.05628 % 1
| 3 0.0477
0.0533

Nicht sinnvoll im 3.2 0.059

Sinne der Aufgaben: 3.3 0.0648 3 1
$-112.5568581  ¥=0.0628 | X FORMULA PIENA3 IR EDIT ) [GPA-CON[GPR-PLT
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3.4 L6sungen

3.3 Kontrollaufgaben
Ohne GTR

Aufgabe 1

a) Die Flache unter dem Grafen der Dichtefunktion tber dem Intervall [0; 3] lasst sich in ein Dreieck
und zwei Rechtecke zerlegen. Fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit gilt: 0 ™p 0 mp 0 pIphv
0pl, 0,25+0,3+0,45=1.

b) (1) Fur den zu erwartenden Gewinngilt t mit W mod p 71 Wt 7w vDaher ist das
Spiel unfair.

2)mit WA mod p Tt Ot 1y A plt

Aufgabe 2
a), EAA@ 1 EIA I ETA PP
. 20 B 20 B - )
Gegeben ist fe¢gr 0 O x O #J ulbM .k > 0 die Funktion
b)(1). cAAZ A p wipxb
A Ag | EIA LEIA A A mub
2 @ g -RA +' o A @ -0 ER p Egdp A
EGA C @
@Gt . PEDGAG, COAD |EI @ - A lEI 2 - A - -
(4)3 @ 3 — R 1+ 3]0 c & @ — 0 ER E3 ¢@- A

3 -@ — JAA w - JOA 0o

(5)K . @t XEGAD . QOAQ 2iolgbl' @

M| o

1 EI 2¢ — A — - -
o
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3.4 L6sungen

Mit GTR
Aufgabe 3

+ od e 0QR ® o® o® p
A od B0 my B DBp mye O p m d. h. f(x) O 0 fe¢r al
x zwischen 0 und 1. (Graf von f ist nach oben geéffnete Parabel, die die xAchse bei x = 1 beriihrt.)

by Ompdp . "o @b 0 Qo ¢ b
Ot . o @@ o@AQ@ migui EOOI AOA@IT MATOAT A
A . @ mtuv O Ag — 1ipw

d_ EOQO @ A ps EO-@ -0 py -E puv E 1

Aufgabe 4

a) Die GroRe G von Frauen sei normalverteilt mit m= 166 cm. Gesucht ist die Standardabweichung
R nO t n PLGC" px wSie ergibtsich die sich als Schnittstelle der Funktionen f und g
mit & O npvo' pxwndg(R) = 0, 95.A Mpw er ha|t

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=NormCD(163,179,x,1686)
Y2=0.95

L2

)

g8
061
.l
D:2

Y S — HNIT-PUNKT:
X=8| 63977094 " EIG{ H]D g20 140 160

b) 0 n #F PLG" puLUE tIp bder Waren sind auf KérpergréRen von 153 cm bis 156

cm ausgerichtet.

c)Es gilt 0 nF POP ' pxm T

d) Es gilt 0 n F ' PXmp mmu

e) Es gilt 0 n F ' puly Tpm

B [MathRadform] (d7c)Real

InvNormCD(0,0.5,6.63>

161.528133

InvNormCD(1,0.05,6.6>
176.9053795

InvNormCD(-1,0.1,6.6>

. 157.5033131

| Npd | Ned [InvN)
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3.4 L6sungen

f) Gesuchtist der Erwartungswert t mit 0 ; g puvT' pUTmM Ttw L Er ergibt sich die sich als
Schnittstelle der Funktionen f und g mit /A On 8 putT' pWwmndg(t)=0,95. Man erhalt
t  p olyp Alternatividsung liber Tabellenfunktion und systematisches Probieren.

Bl [EXE]l:Kcordinaten anzeigen E
l=NormCD(154,180,6. 63,x) Yi=NormCD(154,180,6.6
F¥2=0.95 ¥ vi

166.6 0.9496
166.8 [EIER
167 0.95
167.2 0.9499
| 'TPU] 0.9499916899
X=186.808T468" W=0gpd" 150 180 (FORMULA) OTSNA13 IR (EDIT ) (GPH-CON) [GPH-PLT)

9)
Bl [EXEl:Kcordinaten anzeigen El [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥Wl=NormPD(x,6.63,1686) ¥2=NormPD({x,6.63,166.8)

T30 140 150 1s0 170 180 19MAZX 150 1vo 180 19MAX
X=166 ¥=0.,0601722896 X=166.8 ¥Y=0.0801722896
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[0.83 0.34
0.17 0.66
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4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?

Lektion 4: Rechnen mit Matrizen
4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?

Was ist eine Matrix?

Matrizen sind Dir bereits bei den linearen Gleichungssystemen (LGS) begegnet. Dort konnten die
Koeffizienten des LGS als Matrix (Koeffizienten -Matrix) geschrieben werden. Mithilfe des Gaul? -
Verfahrens wurde anschlieRend der Losungsvektor bestimmit.

In diesem Kapitel lernst Du zun&chst, wie man mit Matrizen rechnen kann. Anschliel3end werden
wir mit Hi Ife von Matrizen Prozesse aus der Produktion (Materialverflechtung), der Stochastik
(Austauschprozesse bzw. stochastische Prozesse) und der Biologie (zyklische Prozesse) beschreiben.

gcopotyrt Y
Eine Matrix ist die tabellarische Anordnung von Zahlenwerten,z.B.. T ¢ TU T QU @ G

COCOTTICYQ

Aber erst, wenn die Uberschriften der einzelnen Spalten (senkrecht) und Zeilen (waagerecht) er-
ganzt werden, ergibt sich der Sinn einer Matrix. So kann Onkel Klaus z. B. den Umsatz von drei
Glucksspielen am Wochenende in der folgenden Matrix notieren:

Freitag | Samstag | Sonntag
Spiel 1 826 834 848
Spiel 2 424 542 562
Spiel 3 232 3414 286

Ist die Bedeutung der Komponenten einer Matrix fest vereinbart, erspart das Schema einer Matrix
aufwendige Schreibarbeit. Matrizen bieten aber auch eine Rechenerleichterung. Will Klaus z. B. die
obigen Umsatze mit denen des letzten Wochenendes vergleichen, benutzt er eine Vergleichsmatrix
deren Eintrage aus den Differenzwerten der Gewinne beider Wochenenden bestehen. Man erhélt:

PCcoPoTPt Py QYOLOPXPTC PTOCPXCTQ

TCTLTCLOGC OTCTTMCLUOP gg pTmp

COCOTTCYO® pPpYCULIPOPT PPTWT PCQG
Auf diese Weise stellt er schnell fest, dass er dieses Wochenende erfolgreichewar, da nur positive
Zahlen als Differenzen auftreten. Allgemein ist die Anzahl der Spalten und Zeilen einer Matrix nicht
vorgeschrieben und man verallgemeinert:

Ein rechteckige Anordnung von Zahlen mit m Zeilen und n Spalten heif3t Matrix vom Typ m3n

(I i e-Kreuz-a mPie Anordnung wird in zwei runde Klammern gefasst.
Spalte
1 i n
1 A E A . < . .
. _ 8 A & Die ZahlA; gibt denEintrag (oder dieKomponente) der
Zelle 1A B A Matrix in deri-ten Zeileundj-ten Spaltean

m

Beispiele: ! Fr) lc) O hatz. B. die Komponente A ¢. Gilt fur eine 23 2-Matrix B fur eine

P ¢Pp p ¢ g v

beliebige Komponente A E ¢ Jerhalt man" )
g P ¢ ¢ ¢P ¢ ¢ T
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4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?

Aufgabe 1 (Matrizentypen unterscheiden)

Gegebensind die Matrizen

0Q
o v 1Top NP TE p M T
! ¢ ¢ mpN" &0 caN# mT p T .
p T pT L T m T C

o P PO

a) Bestimme den Typ jeder Matrix.

b) Gib folgende Komponenten an: aos, ass, bso, b2o, G2, Caa.

Aufgabe 2 (Matrizen konstruieren)

Ermittle die m 3 n-Matrix A mit den angegebenen Bedingungen:
a) m=n=3;A pfiri=jund A Tfuri, j.
b) m=n=4,A E E

c) m=3;n=5;A HE

Wie rechnet man mit Matrizen?

Das Addieren und Subtrahieren von zwei m 3 n-Matrizen geschieht komponentenweise:
A A A E A A
€ h é A A &

A A A E A A

A A

€ e

A A

Th o mh
M > M

A
€
A

Das Multiplizieren einer Matrix mit einer Zahl c (Skalar-Multiplikation ) geschieht durch Multi-

plikation der Zahl ¢ mit jeder Komponente.
A AA ADA
€ h ] e

g A
A ADA

[Th p mh
m S;\ M

A
AD € &
A AA

i

Aufgabe 3 (Addieren von Matrizen und Skalar -Multiplikation)

G ¢ p ¢ P p
Gegeben sind die Matrizen ! nm p ¢ N" m 6 p
¢ T Y p < P
Berechne:
a) A+B b) A- B c) 3B d) - 01A e) 2A - 3B
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4.1 Was ist eine Mdrix, und wie rechnet man damit? &S

Beim Multiplizieren zweier Matrizen entsteht eine neue Komponente in der Ergebnismatrix
dadurch, dass man spalten- und zeilenweise multipliziert und die Faktoren addiert. Multipliziert
man beispielsweise eine 3 2-Matrix mit einer 2 3 4-Matrix

e q g v Y

T

c X C p
entsteht als Produkt eine 3 4-Matrix. Ihre Komponente z. B. in der 2. Zeile und der 3. Spalte entsteht
aus der 2. Zeile der ersten Matrix und der 3. Spalte der zweiten Matrix durch eine Multiplikation
und Addition: O 0]

CTTT QT OY
Insgesamt entsteht in diesem Beispiel die neue Matrix: p w o v ¢ w

Cmoyueco

Ein Matrizenprodukt ist aber nur mdglich, wenn die  Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilen-
zahl der zweiten Matrix Ubereinstimmen (Verknipfungsbedingung ).

Das folgende Schema Falk-Schema) hilft bei der Matrizenmultiplikation zweier Matrizen:

3 57 8
A 2 461
46|24 44 64 3¢
35|19 355129
27|20 3856 23

Eine quadratische n3 n-Matrix E ,, deren Elemente in der Hauptdiagonale alle 1 und deren sonstige
Elemente alle Null sind, heilt Einheitsmatrix .

nmE nmn

AT T T
%h 6 € E € &
I Tt

gt m E m (@

Zwei quadratische n3n-Matrizen A und B heiRen invers zueinander , falls A AB =B AA = E,.
Man bezeichnet die zu A inverse Matrix mit A

Aufgabe 4 (Matrizenmultiplikation)

Berechne die folgenden Matrizenprodukte und gib an, wie man vorab Uberprifen kann, welche
Dimension die entstehende Matrix hat.

P P g G pop S O p 0 ¢ 9
a) 3 b) ¢ p mME p c) £
¢ O p T T op c T ¢ U 0
¢ T Tt o . G o C o .
d m o mEZ¥X e)p cEc i fy) ¢ n gP S
T on ot T P C P o P - P G p
p T T p T T o
9 p p ¢ Ep p ¢ hyt x c¢Eopp
o T p g T p v
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Aufgabe 5 (Getrankehandler)

Ein Getrankehandler beliefert die Kunden A, B und C mit vier Sorten Wein. Es wurden folgende
Mengen ausgeliefert:

Kunde A: 10 Kartons der Sorte |; 5Kartons der Sorte |l; 3 Kartons der Sorte |V.

Kunde B : 6 Kartons der Sorte |; 15Kartons der Sorte Il; 10 Kartons der Sorte Ill; 1 Karton der
Sorte IV.

i Kunde C: 20 Kartons der Sorte Ill; 10 Kartons der Sorte V.

T
T

b o
Die Preise in0 pr o Karton) sind Bduchh é%darg@sﬁeﬂ!.isvektor:
WT

Schreibe die Auslieferungen an die drei Kunden als Matrix und berechne die jeweils zu zahlenden
Betrage.

Wie nutzt man den GTR fir die Matrizenrechnung?

An folgendem Beispiel so dargestellt werden, wie man den GTR einsetzen kann, um Operationen
mit Matrizen durchzufihren:

o v
‘ITCT

P
P

N qgA
XX Cc S

X
¢

In MENU 1 (Run -Matrix) hat man zwei Moglichkeiten Matrizenoperationen durchzufiihren. Zum
einen kann im Rechenmodus die Operation direkt eingegeben werden. Zum anderen besteht die
Maglichkeit die entsprechenden Matrizen zu speichern und anschlieRend mit ihnen zu rechnen.

Variante 1: Rechenmodus

1. Hier gelangt man tiber [F4 (MATH), [F1(MAT/VCT) und [F3 (mxn) zu einer Maske, mit der man
die Dim ension der ersten Matrix definieren kann. In unserem Fall geben wir fir m = 3 (Zeilen-
zahl der ersten Matrix) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix) ein.

2. Nun erscheint nach Driicken der [EXE-Taste die Vorlage einer 3x2Matrix, in die die Komponen-
ten eingetragen werden (Uber die Pfeiltasten gelangt man zur ndchsten Komponente).

3. Anschlief3end gibt man hinter der Matrix (dorthin gelangt man mit der Pfeiltaste) das Operati-
onszeichen ein und wiederholt den Vorgang 1 und 2 fiir die zweite 2x4 -Matrix. Mit EXE er-
scheint das Ergebnis einer 3x4Matrix.

f Eonis Gl § GOk TR

4 B a = 3 5 7 8
35 7 8 {3 5‘><[

33"[2461 2 7] 12 461

24 44 64 38

19 35 51 29

- 20 38 56 23

(2X2[38X3 [ mxn ] 2x1 | 31 [ (2X2]13%8 [ mXnJ 2X1 [ 3x1 [
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4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?

Variante 2: Matrizenmodus

1. Hier gelangt man tber (MAT/VCT) zu einer Liste von mdglichen Matrizen. Mit (DIM)
kann man wie bei Variante 1 die Dimension der Matrix A festlegen. In unserem Fall geben wir
fur m = 3 (Zeilenzahl der ersten Matrix A) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix A) ein.

2. Nun erscheint nach Driicken der [EXE-Taste die Vorlage einer 3x2Matrix, in die die Komponen-
ten eingetragen werden. Dabei gelangt man Uber die-Taste zur n&chsten Komponente.

3. Um die zweite Matrix einzugeben gelangt man tber EXIT zun&chst zum Matrizenmenu und
fuhrt dort den Vorgang 1 und 2 fur die zweite Matrix B aus .

4. Uber EXIT gelangt man wieder zuriick in den Rechenmodus. Dort gelangt man [SHIFT| und @
zum Symbol MAT. Nun gibt man Uber ALPHA den Buchstaben A ein, dann das Operationszei-
chen x sowie analog MAT B. Mit EXE erscheint das Ergebnis einer 3x4Matrix.

B RadFornd] [d7c]Real E MathRadforml) [d7c)Real

Matrix Mat AxMat B

Mat A :None 24 44 64 38

ma% 8 :ﬁone 19 35 51 29
a -None 20 38 56 23

Mat D :None ]

Mat E :None

Mat F :None

DELETE/DEL-ALL] DIM ] CSV =
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4.2 Materialverflechtung

4.2 Materialverflechtung 4t

%

Aufgabe 1 (Einfihrungsaufgabe)

In einem Unternehmen werden zwei Typen von Endprodukten E 1 und E: aus drei verschiedenen
Typen von Zwischenprodukten Z 1, Z> und Z 3 gefertigt, die jeweils wiederum aus vier verschiedenen
Rohstoffen Ry, Ry, Rs und R4 hergestellt werden. Zur Herstellung eines Endprodukts E 1 werden z. B.
4 Teile Z;, 3 Teile Z und 2 Teile Z3 gebraucht. Je Stiick 4 werden 2 Teile Ry, je Stiick Z werden 5
Teile R, und je Stiick Z3 4 Teile R, gebraucht. Daher werden fir die Produktion von Endprodukt E 1
insgesamt¢x v 13X O pTeile R, gebraucht. Folgende Abbildung verdeutlich die Ver-
flechtung der Rohstoffe, Zwischenprodukte und Endprodukte.

End-
verbrauch

Rohstoffe 1. Stufe: 2. Stufe:
Zwischenprodukte  Endprodukte

a) Berechne die Ubrigen Bedarfswerte R, Ry, Rs und R4 fur E1 bzw. E..
b) Gib die Prozessmatrix A der Herstellung der Zwischenprodukte aus den Rohstoffen an.
c) Bestimme die Ubergangsmatrix B beim Prozess der Zwischen zu den Endprodukten.

d) Ermittle mit Hilfe der Ergebnisse von Aufgabenteil a) die Prozessmatrix C beim Ubergang von
den Rohstoffen zu den Endprodukten.

e) Untersuche den rechnerischen Zusammenhang der Matrizen A, B und C.

f) Die Produktionsplanung (der Output) lautet 100 E 1 und 50 E..

Bestimme den Gesamtbedarf an R, R;, Rz und R4 (also den Input).

g) EinTeiRitkostet 10 .20 @j nefeileRhidRR€0 nd .Te

Bestimme die Gesamtkosten der obigen Produktion.

h) Betrachte die folgende Ubersicht und tbertrage die Ubersicht zur Materialverflechtung mit-
hilfe der Vorlage in Dein Heft.

- Vorlage Materialverflechtung

41 Fakultativ im LK Mathematik

139



4.2 Materialverflechtung

Materialverflechtung

Materialverflechtung: Bedarf der R; fur Endprodukt E 1: | Bedarf der R; fir Endprodukt E 2: | Matrizendarstellung:
A A Z1 22 Z Ex E
A oI ¢ uvZ A o ¢ v - 01 C2 8 1 B
Re ¢ U T T 0 z
o o Re p P 1 Qo v 52
A ¢ v 13 A ¢ v T Re T o m & X%
Emli; h E1 B . .
Verorauc . . R A A
A P Y T A P Y T R; i A
Rs A A
X Ra A A
0 A 1 o mnly A 1 o T 5
Rohstoffe 1. Stufe: 2. Stufe: C LIJ (p o DWU T

Zwischenprodukte  Endprodukte

OGP QU AP T QOUT

cOXT um X O T T

. . o _ OT UT U TT
Die BedarfsmatrixC des Gesamtprozesses erhalt man durch Multiplikation der Bedarfsmatri ¢P

(Stufe 1) und B (Stufe 2) der Einzelprozesae: ‘ACA3 B B ¥

Ist@der Vektor der Ausgangswert®\tput-Vektor), dannist@ “Adbmit der MatrixA ACA | B pmgmont nH#

der Vektor der Eingangswertmput -Vektor). COT®OPT

Ist'I8der transponierte Preisvektor der Rohstoffe, dann gilt fiir den transponierten Koster | + B 3

der Endprodukt® I8! JAund firr die Gesamtkostgilt ¢ ‘51 3 PN b, + cotmopal Tl
LTI

+ OT WULUTT
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4.2 Materialverflechtung

Aufgabe 2

Zur Produktion der beiden Guter werden drei Einzelteile R, S und T benétigt. Der Verbrauch an
Einzelteilen je Mengeneinheit der beiden Guter ergibt sich aus der folgenden Tabelle:

X1Y

R| 4]0
S| 2|5
T|] 1] 3

Fur die ersten drei Monate existiert folgender Absatzplan:

Jan | Feb | Méarz
X 5 9 4
Y 3 7 11

a) Zeichne den Verflechtungsgrafen und bestimme fiir jeden Monat den Bedarf an Einzelteilen R,
SundT.

Die drei Einzelteile werden nicht selbst produziert, sondern eingekauft. Der Preis fur ein Teil betragt
bei R 5 G, bei S 2 G und bei T 4 0.

b) Untersuche, in welchem Monat fur den Zukauf dieser Teile am meisten Geld ausgegeben wer-
den muss.

Aufgabe 3

Die folgenden Tabellen beschreiben die Zusammenhange in einem 2stufigen Produktionsprozess:

Zl 22 ZS E1 E2 E3 E1 E2 E3
Ry a b c Z1 2 2 1 Rt | 25| 10 | 11
R> 8 1 3 Z 5 0 2 R | 30 | 37 | 19
R3 2 5 2 Z3 3 7 3 R: | 35| 18 | 18

Zur Herstellung der Zwischenprodukte Z 1, Z, bzw. Z3; werden a, b bzw. ¢ Mengeneinheiten von R;
bendtigt.

Zeichne den Verflechtungsgrafen und bestimme a, b und c. Uberpriife am Ende mit dem GTR.

Aufgabe 4

In einer Dungermittelfabrik werden aus drei Grundstoffen G 1, G; und Gz zunéchst zwei Zwischen-
produkte Z ;und Z, hergestellt. Daraus werden zwei Diingersorten D 1 und D » gemischt, die anschlie-
Rend in den Verkauf kommen. In den folgenden Tabellen wird der Tonnenbedarf angegeben, der
zur Herstellung einer Tonne eines Zwischenprodukts bzw. eines Diingemittels gebraucht wird.

Zl Zz Dl DZ
G:. |03 0,3 Z1 0,3 a
G, |03 0,5 Z; 0,7 b
Gs |04 0,2
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4.2 Materialverflechtung

f)

Gib die Bedarfsmatrizen Agz und A zp der beiden Produktionsstufen an und zeichne den Ver-
flechtungsgrafen.

Fir die Produktion von 3t D 1und 4 t Do, werden 3,3 t Z; und 3,7 t Z, benotigt.

Ermittle die Parameter a und b in der Zwischenprodukt -Endprodukt -Matrix. [Kontrollergeb-
nis: a=0,6 und b = 0,4]

Berechne die Bedarfsmatrix A gp des Gesamtprozesses undbestimme, wie viel Tonnen der
Grundstoffe fur 3t D 1und 4 t D, gebraucht werden.

Eine TonneG kost et 100 kositeée THOANE& GHOOBeiechmedidonne

Kosten fir 1t Dy und 1 t Do. Ermittle die Gesamtkosten fir 3t Diund 4t Do.

Die Kosten fur die Grundstoffe Giund G2 &ndernsich. 1tGk ost et wei ter hi
furitD;und1tD;betragen jeweils 152 0.

Bestimme die Preise fiir 1 t Tonne G, und 1 t Go..

m Lager sind noch 45 t G, und 55 t G,. Begriinde, dasses méglich ist, die Grundstoffe G; und
G2 durch Herstellung von Zwis chenprodukten restlos aufzubrauchen.

Ermittle , wie viele Tonnen der einzelnen Zwischenprodukte mit diesen Lagerbestanden pro-
duziert werden kénnen. Bestimme zusétzlich, wie viele Tonnen des Grundstoffes Gs flir diese
Produktion bendétigt werden.

n

200
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4.3 Stahastische Prozesse

4.3 Stochastische Prozesse

Aufgabe 1 (Diffusion)

Unter einer Diffusion versteht man in der Physik einen Vorgang, bei dem ein Stoff aufgrund mole-
kularer Bewegung in einen anderen eindringt oder ihn ganz durchdringt. Wir betrachten als Beispiel
fur einen solchen Vorgang das folgende vereinfachte Modell einer Diffusion (vgl. Ab bildung unten).
Ein mit 12000 Teilchen geflllter Kasten ist durch eine durchlassige Wand in zwei Halften A und B
geteilt. Die Verteilung der Teilchen auf die beiden Halften andert sich jeweils nach Ablauf einer
festen Zeiteinheit: 10 % der sich in A befindlichen Teilchen gelangen nach B (die restlichen 90 %
bleiben in A) und 20 % der sich in B befindlichen Teilchen gelangen nach A (die restlichen 80 %
bleiben in B). Am Anfang sind 3000 Teilchen in A und 9000 Teilchen in B. Es soll untersucht werden,
wie sich die Verteilung der 12000 Teilchen auf die beiden Halften entwickelt.

02

0,9C TLoa4T | [Rnnnopinni )os

a) Berechne die Verteilung der Teilchen auf die beiden Halften nach einer Zeiteinheit sowie nach
zwei und nach drei Zeiteinheiten.

b) Gib eine Matrix U an, die den Austauschprozessder beiden Teilchen A und B beschreibt.

Definition : Wir drticken die Verteil&ng der beiden Teilchen auf die beiden Halften durch einen
sogenanntenZustandsvektor © () aus, wobei x die Anzahl der Teilchen in A und y die Anzahl

der Teilchen in B bedeuten. Es ergibt sich daher fiir den Anfangszustand die sogenannte Start-
o

verteilung (Anfangszustandsvektor) Op o

E.;[Vektoren werden hier formal als 2x1 dMatri-

zen aufgefasg.

c) Untersuche, wie sich die Zustandsvektoren Op, Opund Opmithilfe der Matrix U berechnen lassen.

d) Gib einen Term fur den Zustandsvektor Opnach vier Zeiteinheiten an, der nur von der Startver-
teilung Opund der Ubergangsmatrix U abhangt. Untersuche, wie sich der Zustandsvektor O b
nur aus der Startverteilung Opund der Ubergangsmatrix U berechnen lasst. Gib einen Term fir
den Zustandsvektor Opnach n Zeiteinheiten an, der nur von der Startverteilung Oound der Uber-
gangsmatrix U abhangt.

Definition : Die Folge der Zustandsverteilungen, die zu dem obigen Prozessdiagramm gehdren,
wird auch als stochastischer Prozessbezeichnet. Die dazugehdrige Matrix U heil3t stochastische
Matrix . Sie ist quadratisch, enthalt keine negativen Eintrdge und hat in jeder Salte die Koeffi-
Zientensumme 1.

e) Berechne mithilfe des GTR die Zustandsvektoren fir die ersten zehn Zeiteinheiten und stelle
die dazugehdrigen Punkte in einem x-y-Koordinatensystem dar. Zur Erinnerung: Du kannst Du
den GTR auf zwei Weisen nutzen:

(1) Direkt mit Matrizen rechnen : Gib im MENU 1 iiber MATH |und MATH/VCT |und die Di-
mension der Matrizen die entsprechenden Matrizen ein und verwende die Operationen wie
beim Rechnen mit reellen Zahlen.
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4.3 Stochastische Prozessdf UV

(2) Vorab Matrizen definieren: Definiere in MENU 1 tber MATH/VCT |die beiden Matrizen U
und den Anfangszustandsvektor. Uber |[SHIFT|und kann das Matrizensymbol erzeugt wer-
den, durch JALPHA | der entsprechende Buchstabe der Matrix.

Definition : Ein Zustand heif3t stabil , wenn es einen Zustandsvektor Ogibt, der sich im stochasti-
schen Prozess mit der Matrix U nicht mehr dndert. Es gilt also: i} Jb "h Der dazugehérige Vektor

. @
© |y heiBt stabile Verteilung (Gleichgewichtsverteilung, stationare Verteilung, Fixvektor).

f) Zeige, dass® ltp g g 1ETﬁne stabile Verteilung des obigen Diffusionsprozesses ist.

Wir wollen nun tberlegen, wie man diese stabile Verteilung hétte berechnen kdnnen, ohne vorher
den Verlauf der Zustandsvektoren betrachten zu missen. Verwende dafur den Ansatz:

mw e @ O
p mhy JU 0P

g) Stelle die obige Gleichung als lineares 2 2-Gleichungssystem mit den Unbekannten x und y dar.

53 06y

h) Lose das LGS und bestimme dann die stabile Verteilung. [Tipp: Das LGS hat unendliche viele
Lésungen (warum?). Betrachte nun die Losung, fur die x + y = 12000 gilt (warum?).]

i) Untersuche, ob sich die stabile Verteilung verandert, wenn zu Beginn alle Teilchen in der Halfte
B sind. [Hinweis: Hier muss nicht erneut gerechnet werden.]

Merksatz : FUr einen stochastischen Prozess mit der Prozessmatrix U und der StartverteilungOp
berechnet sich tiber das Produkt:"to i} J1 pdie Verteilung (Zustandsverteilung ) nach n Zu-
standen.

%

Aufgabe 2 (Bevdlkerungsentwicklung) 42

Gegeben ist folgendesProzessdiagramm eines stochastischen Prozesses:
— i — i
DT @T_=@0)
0,5 0,6

a) Vervollstandige das Prozessdiagramm und gib die Ubergangsmatrix an.

b) Anfangs befindet sich das System mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einem der drei Zustande.

Berechne die Zustandsverteilung nach einem bzw. nach zwei Schritten.

c) Das Prozessdiagramm soll die Einwohnerzahlen von drei Stadten beschreiben, die sich durch
Umzuge standig andern.

Gib zwei Aspekte der Realitat an, die durch dieses Modell nicht abgebildet werden.

42 Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 374
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4.3 Stochastische Prozess

Aufgabe 3 (Vererbung von Merkmalen)

Eine Population von Insekten enthélt Tiere mit zwei verschiedenen Merkmalen A und B (z. B. Farbe).
Beobachtungen Uber einen langeren Zeitraum zeigen, dass Insekten mit Merkmal A zu 70% Nach-
kommen mit Merkmal A und zu 30% solche mit Merkmal B haben. Insekten mit Merkmal B haben
zu 80% wieder Nachkommen mit diesem Merkmal, zu 20% solche mit Merkmal A. Die Vermeh-

rungsrate wird durch die Merkmale nicht beeinflusst.

a) Zeichne den Ubergangsgrafen, gib die stochastische Matrix U an und begriinde , dasses sich um
einen stochastischen Prozess handelt.

b) Zu Beginn der Beobachtungen haben 50 % der Tiere Merkmal A und 50 % Merkmal B.

Gib den Anlaufvektor des ProzessesOpan, und berechne die Zustandsvektoren nach einer Ge-
neration, nach zwei und nach drei Generationen.

c) Gib jeweils einen Term fir den Zustandsvektor O pnach 100 Generationenan, der einerseits
von der Prozessmatrix U und dem Anlaufvektor Op sowie andererseits von der Prozessmatrix
U und dem Zustandsvektor O pnach 99 Generationen abhangt.

d Zeige, dass der Austauschprozess bei einer Vertei

A0 und a60 % der Il nsekten haben Mer kmal BO st abi

e) Untersuche, wie viele Insekten langfristig Merkmal A bzw. Merkmal B besitzen, wenn auch die

Gesamtzahl der Insekten mit 10 Millionen Insekten langfristig konstant bleibt.
f) Durch Umwelteinflisse andert sich die Prozessmatrix in 6 - ?&’ 8

Berechne die stabile Verteilung des neuen Prozesses.

g) Berechne mithilfe des GTR die Entwicklung der Matrizen 6 flr ein immer gro3er werdendes
n und beschreibe Deine BeobachtungenGib die Bedeutung von 6 im Sachzusammenhang an.

Definition : Man definiert bei einem stochastischen Prozess die Matrix' D io Ed als die Grenz-
matrix der Matrizenfolge r’1T fur ein immer groRer werdendes n.

Satz: Wenn sich die Potenzen der Uberganzmatrix 6 bei einem stochastischen Prozess fiil © H
der Grenzmatrix G nahert, dann kann man zu jeder Startverteilung Op durch @ ' JDbdie stabile
Verteilung @ berechnen.

Aufgabe 4 (Autovermietung)

Ein Autovermieter hat eine Niederlassung in drei Stadten A, B und C. Die gemieteten PKW kdnnen
ohne Aufpreis am Ende des Tages an einer der drei Niederlassungen zuriickgegeben werdend
gleichgiiltig an welcher Stelle das Mietfahrzeug ibernommen wurde. Durch Beobachtung stellt der
Geschaftsfiihrer folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Fahrzeuge zwischen den drei Nieder-
lassungen fest:

1 80 % der Fahrzeuge, die am Morgen in Niederlassung A stehen, stehen am nachsten Mor-
gen wieder in A, je 10 % sind von A nach B bzw. C gewechselt.

145



4.3 Stochastische ProzessdF VIR

1 Nach Niederlassung B kehren 60 % der ausgeliehenen Fahrzeuge zuriick; je 20 % wechseln
nach A bzw. C.

1 Von Niederlassung C aus wechseln erfahrungsméfiiig 20 % nach Niederlassung A und 10 %
nach B, 70 % kehren wieder zurtick.

a) Zeichne ein Ubergangsdiagramm (Prozessdiagramm)!

b) Bestimme die Ubergangsmatrix A des Systems und zeige, dass A ein Austauschprozess ist.

An einem Tag stehen morgens 30 % der Fahrzeuge in A, 50 % in B und 20 % in C, d.h., der sogenannte
Tio

Anlaufvektor ist: @b Ttﬁu
i

c) Berechne die Anteile an der Gesamtzahl aller Fahrzeuge an den drei Standorten am Abend des
ersten und zweiten Tages.

d) Ermittle die Verteilung der Fahrzeuge auf die drei Standorte am Morgen des Vortages.
e) Gib einen Term fur die Verteilung der Mietfahrzeuge am Abend des 10. Tagesan.

f) Berechne die stationare Verteilung des Prozesses zum einen mit Hilfe des Ansatzes! 03 @
und zum anderen unter Ausnutzung der Grenzmatrix G.

g) Bestimme die stationére Verteilung, falls der Autovermieter genau 120 Autos im Umlauf hat.

Aufgrund eines steuerlichen Vorteils an Standort A soll das Grundstiick dort erweitert werden. Da-
her kehren am Abend 5 % mehr Autos zu Standort A zuriick. Das Wechselverhalten an den beiden
anderen Standorten und die Gesamtzahl an Autos bleiben unverandert.

h) Erklare, dass sich das Wechselverhalten durch die folgende Matrix

Ty o oL T
" mpu N mip TP mitO0 ¢ g ¢ 0,15 beschreiben lasst.
N O

i) Ermittle einen Wert fir g fir den Fall, dass an einem bestimmten Morgen jeweils 40 Autos an
jedem Standort stehen und am gleichen Abend an Standort C wieder 40 Autos stehen.Berechne
ebenso die Autos, die am gleichen Abend an den Standorten A und B stehen.

j) Untersuche, welche maximale Anzahl von Autos bei einer morgendlichen Gleichverteilung von
40 Autos abends am Standort C stehen kbnnenBestimme ebenso die abendliche Autoanzahl an
den beiden anderen Standorten.

Aufgabe 5 (Level bei einem Computerspiel) 43

Bei énem Computerspiel gibt es drei Zustande, die Level 1, Level 2 und Level 3. Ein Spieler beginnt

auf Level 1 und bewdltigt die Ubergange von Level 1 nach Level 2 mit einer Wahrscheinlichkeit von

80 % und von 2 nach 3 mit einer Wahrscheinlichkeit von 60 %. B spielt so lange, bis er Level 3
erreicht hat. Die Situation kann durch ein aunendl
mit drei Zustdnden beschrieben werden:

43 Modifiziert nach Lambacher Schweizer tBand NRW 2017, S. 352
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4.3 Stochastische Pozesse

Baumdiagramm Prozessdiagramm

; @y@)‘\)"
T g2 O

0,2

a) Begriinde, warum der Spieler theoretisch unendlich lange spielen kénnte.

b) Gib die Prozessmatrix U an und begrinde, dass es sich beim dargestellten Prozess um einen
stochastischen Prozess (Austauschprozess) handeltBeschreibe, wie sich ein stochastischer Pro-
zess am Prozessdiagramm ablesen lasst.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler nach zwei, drei bzw. zehn Spielen Level 3
[Level 2; Level 1] erreicht.

d) Gib den Zustandsvektor nach n Spielenan (n > 1).
e) Bestimme die Zustandsverteilungen nach einem, zwei, drei, funf und zehn Spielen.

f) Ermittle die stabile Verteilung des Prozesses.

Definitionen :

9 Ein Zustand eines stochastischen Prozesses heifdbsorbierend , wenn es sich um einen End-
zustand handelt, an dem ein Ringpfeil mit der Wahrscheinlichkeit 1 befindet. Alle anderen
Zustande heilReninnere Zustande .

91 Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen ein Spieler sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem
der moglichen drei Zustande befindet heil3t Zustandsverteilung .

%

Aufgabe 6 (010 oder 101 gesuchty4

Ein Chip mit den Seiten 0 und 1 wird so lange geworfen, bis entweder
das Muster 010 oder 101 aufgetreten ist.

a) Vervollstdndige das rechts dargestellte Prozessdiagramm mit 7 Zu-
standen.

b) Gib eine Ubergangsmatrix an.

c) Notiere die Startverteilung und berechne die ersten zwei Zustands-
verteilungen. Ze: 010

B L
- -
o C:‘\
—
A“_:\“_"
(==} o LY
—

44 Modifiziert nach Lambacher Schweizer tBand NRW 2017, S. 374
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4.3 Stochastische Prozess

Aufgabe 7 (Freiwurfserie und Freiwurftrefferzahl)

Ein Basketballtrainer verlangt von seinen Jugendspielern am Ende des Trainings, dass sie drei Frei-
waurfe hintereinander treffen. Die Spieler haben eine durchschnittliche Trefferquote von 70 %. Die
Zustande z; beschreiben die Zahl der Treffer, die ein Spielerhintereinander erzielt hat (i=0, 1, 2, 3).

a) Stelle die Situation mit einem Ubergangsgrafen und einem Baumdiagramm dar.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spielermit dem dritten, vierten bzw. flinften Versuch
drei Treffer in Folge getroffen hat [ nach 3, 4 bzw. 5 Treffern drei Treffer in Folge getroffen hat.].

c) Gib die Prozessmatrix U an, die den stochastischen Prozess von null Treffern (Zustand z) bis
hin zu drei Treffern (Zustand z 3) beschreibt.

d) Berechne5 6 OT B dnterpretiere diese Matrizen jeweils im Sachkontext.

p
e) Bestmme Op 5 Bi E® E fuirn=1,2,3,4,5,10Gib die Bedeutung im Sachkontext an.

I
Vergleiche mit den Ergebnissen aus b).

Der Trainer verlangt beim nachsten Training 5 Treffer, die allerdings nicht in Folge erzielt wer den
missen. Die Zustande z beschreiben nun die Zahl der Treffer, die ein Spieler insgesamt erzielt hat
(i=0,1, 2,3, 4,5). Die Trefferquote ist weiterhin 70 %.

f) Stelle die Situation mit einem Ubergangsgrafen und einer Prozessmatrix dar, und berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler nach 5 [6, 7, 10] Versuchen 5 Treffer erzielt hatBestimme
die Wahrscheinlichkeit mit dem 5., 6. bzw. 7. Treffer fertig zu sein.

Aufgabe 8 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit) 45

Auf einem Tisch liegen vier M¢nzen, von denen anf
Bei jedem Spielzug wird eine Miinze zufallig gewahlt und gewendet. Das Spiel endet, wenn vier
Ma | aWappend oben | iegt (gewonnenloen)oder vier Mal

a) Begriinde, dass der Prozess durch das folgende Diagramm und die dazugehérige Ubergangs-
matrix beschrieben werden kann.

Prozessdiagramm Ubergangsmatrix
1 S ZW——@ W)~ von 22222 nach
/; 4  Gewinn
3 1
; 020 4
4 3 3
:\\i 1 Verlust(D n 0 % Z,
.1 4
2 *(@wW)—— (W) u=lo 1o Z,
1
| ‘ . 00710 Z
Q g g Q % 0001 Zs

4 Aufgabenidee nach Lambacher SchweizerR#nd NRW 2017, S. 37372, fakultativ im LK
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4.3 Stochastische ProzessdF VR

b) Schéatze Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten sowie die mittlere Anzahl von Zigen bis
zum Spielende.

s Y
c) Bestitige, dassCb # eine stationdre Verteilung ist, wenn man von einem Anfangszu-
v

stand Z; ausgeht.
d) Interpretiere die Wahrscheinlichkeiten in Ca

e) Bestimme die stationéaren Verteilungen Cobzw. Cp wenn man von Anfangszustanden Z > bzw.
Zz ausgeht. [Tipp: Verwende die Grenzmatrix.]

Bei dem beschriebenen Beispiel kann man exakt berechnen, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist zu
gewinnen. In der folgenden Figur sind die Wahrscheinlichkeiten, von den Zustdnden Z 1, Z; bzw. Z3
ai r gendwa winnéen, mita 1, & bBzw. as bezeichnet. Allgemein werden diese Wahrscheinlich-
keiten mit Absorptionswahrscheinlichkeiten bezeichnet.

as

—
| T,
ﬁ 4 7 Gewinn
‘\\‘ 1 Verlust f)

(Z: W)——(Z;:0W)

Man kann diese Wahrscheinlichkeiten als Losung des folgenden LGS berechnen:

€ H -H
EEH -H -H
EEH “H -

f) Begrinde die Giiltigkeit der drei Gleichungen.
g) Bestimme die Losungsmenge des LGS.

h) Gib an, wo du die Absorptionswahrscheinlichkeiten a 1, & bzw. az in den stationéren Verteilun-
gen Cp Cpbzw. Cpwiederfindest.

i) Stelle ein LGS auf, mit dem man die Wahrscheinlichkeiten zu verlieren berechnen kann.

Es interessiert neben den Absorptionswahrscheinlichkeiten auch die mittlere Zahl von Spielziigen

bis zum Spielende. Allgemein: bis man einen absorbierenden Zustand erreicht. Fir einen inneren
Zustand Z nennt man diese Zahl die mittlere Wartezeit . Sie wird mit m x bezeichnet. Zur Berech-
nung der mittleren Wartezeiten m 1, my und m 3z beim obigen Minzenspiel kann m an folgendes LGS
aufstellen:

€ | -0 -0 |
£ & -0 i -0 [
€ ElE -0 | -0
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4.3 Stochastische Prozessd NI

Umgeformt ergibt sich:

€ 1 -3
€ & -3 -3
€ &g -3

J) Begrunde die Gultigkeit der drei Gleichungen im nicht umgeformten LGS. [Tipp: die Einsen
stehen immer flr einen Spielzug.]

k) Begrunde, das zweite umgeformte LGS, ohne auf das erste zuriickzugreifen.

[) Bestimme die Lésungsmenge des LGS.

[ABITUR 2017 Auszug aus GK bzw. LK HT B4 46

Beim Onlinebanking gibt es verschiedene Sicherheitsvorkehrungen. Bei einer Sicherheitsabfrage
muss der Benutzer (nennen wir ihn Ben) zusatzlich zu seinem Onlinebanking -PIN einen Zahlen-
code, der aus sechs Ziffern besteht, kennen und teilweise eingeben, um sich anzumelden. Damit
eine potenzielle Angreiferin (nennen wir sie Anna) nicht auf Anhieb alle sechs Ziffern erfahrt,
werden von der Bank bei jedem Anmeldevorgang nur zwei zuféll ig ausgewahlte Ziffern abge-
fragt. Welche der sechs Ziffern abgefragt werden, bestimmt die Bank nach dem Zufallsprinzip. Ist
z. B. der Code von Ben 235793 und beim Anmelden 6ffnet sich folgendes Fenster,

Zum sicheren Login benétigen wir
die 1. und 4. Ziffer lhres Zugangscodes.

1 2 3 4

m | ml [

O ([~ |
©
w0

Abbrechen > Anmelden

so muss Ben die Ziffern 2 und 7 eingeben. Will Anna nun den gesamten 6-stelligen Code stehlen,
muss sie mehrere Male beim Einloggen azuschdiag
software auf Bens Computer, die ihr bei jedem Zuschauen die Beobachtung der beiden eingege-
benen Ziffern und ihrer Position ermdglicht.

46 Auszug aus einer Abituraufgabe des LantliRW 2017 GK bzw. LK HT B4
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4.3 Stochastische Prozess

a) Die Matrix U beschreibt den Prozess aus Annas Sicht von anfangs null bekannten Ziffern (Zu-
stand zg) bis hin zu sechs bekannten Ziffern (Zustand zg). Dabei beschreibt z den Zustand mit
i bekannten Ziffern (i=0, 2, 3, 4, 5, 6). Der Zustand z kann nicht eintreten, da nach dem ersten

aZuschaueno sofort zZwei Zi ffern bekannt S i

von ZO 22 23 24 25 EG

nach

00 0 0 0 0 z,

1 £ 0 0 0 0 2

UZD%%O 0 0 z,

Ol—i%%o 0 zZ,

00 & £ 20 A

00 0 L+ =1 z,

w
U
@

(1) Zeichnen Sie das Ubergangsdiagramm

(2) Betrachten Sie nun die zweite Spalte.

Erklaren Sie im Sachzusammenhang die Eintrage mit dem Wert Null in dieser Spalte. Lei
die von Null verschiedenen Werte in dieser Spalte her.

b) Ben meldet sich jeden Monat fiinfmal beim Onlinebanking an.

Y

L T
cv_ (Y

(1) Bestimmen Si&¥ Jomit i ()’1]:[[6’ und interpreieren Sie das Ergebnis im Sachkontext.
I
onQ
(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Anna nach einem Monat den Code vollstandi
wenn sie vorher keine Ziffer des Codes kannte.

(3) Angenommen, Anna kennt bereits zwei Ziffern des Codes. Bestimmen Sialdigckeinlichkeit
dass Anna nach dreimaligem Zuschauen der Code vollstandig bekarfbKijst.

(4) Ermitteln Sie die Anzahl der Anmeldevorgange, die Anna mindestens beobachten muss,
Code mit mindestens 99%iger Wahrscheinlichkeit vollstédndig zu kennen.

p Ty m

c) Betrachtet wird ein anderer stochastischer Prozess, der durch die Matrix ! T TIo T
m T p

(1) Erklaren Sie die Bedeutung fiir den stochastischen Prozess, wenn ein Diagonalelement de
besitzt.

(2) Ermitteln Sie jeweils, welcher Wahrscheinlichkeitsverteilsich der durch A beschriebene Proz
it

bei Verwendung der Startverteilungélp mo 6 ¢ Op v auflange Sicht nahert.
T TP

(3) Bestimmen Sie fir den durch A beschrieb?&nen Prozess die Wahrscheinlichkeitsverteilung &

Sicht fir dieallgemeine Startverteilun® A mita, b, ¢ 5. (LK)
A

(4) Beurteilen Sie nun ohne weitere Rechnung folgende Aussage

Auf lange Sicht gibt es fur jeden stochastischen Prozess genau eine sich stabilisierendg
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die unabhangig von der Startverteilung ist.
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4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen

4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen 47

Aufgabe 1 (Kalber und Kuhe)

Aus Kalbern entwickeln sich im Laufe von zwei Jahren Kiihe, die dann wieder Kélber bekommen

und anschlieend geschlachtet werden. Aus 25% der Kalberwerden Kihe (die restlichen werden
schon vorher geschlachtet) und jede Kuh bekommt durchschnittlich vier Kélber, bevor sie geschlach-
tet wird. Der Bauer hat einen Bestand von 20 Jungtieren und 20 Kihen.

a) Stelle die beschriebene Situation in einem Grafendar und ermittle die Populationsmatrix U.

b) Untersuche, fur wie viele Tiere der Stall mindestens ausgerichtet sein muss, wenn der Bestand
der beschriebenen Entwicklung lberlassen wird, ohne dass Tiere zugekauft, zusatzlich ge-
schlachtet oder verkauft werden.

Die Uberlebensrate der Kalber mit nun a bezeichnet und Vermehrungsrate der Kithe mit b (im obi-
gen Fall war a= 0,25 und b = 4).

c) Gib eine Bedingung an, unter welcher der Bestand langfristig ausstirbt, konstant bleibt bzw. sich
vermehrt.

Der Bauer plant, den Stall zu vergré3ern und lasst jedes Jahr 10 % der zu schlachtenden Kiihe am
Leben. Fur die Uberlebens und Vermehrungsrate gilt weiterhin a = 0,25 und b = 4.

d) Stelle die neue Situation in einem Grafen und als Prozessmatrix V dar.

e) Untersuche, wie viel Prozent der Kalber unter dem neuen Prozess V mindestens vier Jahre Uber-
leben.

f) Berechne die Populationsentwicklung unter V mit dem Bestand von 20 Kiihen und 20 Kélbern
fur die nachsten zwei Jahre sowie fr ein Jahr vorher.

g) Beschreibe die langfristige Entwic klung in der neuen Situation und begriinde Deine Aussage.

Aufgabe 2 (Mehr zu Kélbern und Kihen)

Wir betrachten die Populationsprozesse U und V aus Aufgabe 1.

@
a) Untersuche, unter welcher Bedingung ein Bestandsvektor ®  y von Jahr zu Jahr gleich bleibt.
Berechne den Bestandsvektor fir insgesamt 200 Tiere.

b) Begrinde, dass es unter V keinenBestandsvektor ®gibt, der jahrlich unverandert bleibt.
Im Populationsprozess V sollen jedes Jahrnach den Schlachtungen und nach den Geburten der

¢ T

neuen Kalber zwei Kiihe und zwei Kalber verkauft werden. Der Ausgangsbestand ist Pp s

c) Bestimme den Bestandsvektor Bofur das Folgejahr.

d) Ermittle den Bestandsvektor®, der unter dem Populationsprozess V mit zusatzlicher Entnahme
von zwei Kélbern und zwei Kiihen unverandert bleibt.

47 Fakultativ im LK Mathematik
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4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen

Aufgabe 3 (Kaferpopulation)

Ein Kafer (K) legt so viele Eier, dass sich daraus im nachsten Jahr 20 Larven entwickeln. Bald danach
stirbt er. Ein Viertel dieser Larven lberlebt das erste Jahr;im zweiten Jahr verpuppen sich 20 % der
Larven und werden im dritten Jahr wieder zu einem Kafer. Die anfangliche Population besteht aus
80 einjahrigen Larven (L1), 30 zweijahrigen Larven (L2) und 18 Kafern.

a) Zeichne den Ubergansgrafen und bestimme die Populationsmatrix U.
b) Berechne die Population fur die ersten drei Jahre.

c) Ermittle U2und U3 und Uberprife mithilfe dieser Matrizen die Ergebnisse zur Population der
ersten drei Jahre.

Aufgabe 4 (Populationsentwicklung bei einer Saugetierart)

Bei einer Saugetierart konnen die jahrlichen Anderungen in einer aus drei Altersstufen A 1, A, und
A3 bestehenden Population durch folgenden Grafen beschreiben werden. Dabei gelten folgenden
Bedingungen: v >0; 0<a¢ 1; 0<a¢ 1; Vermehrungsrate: v; Uberlebensraten: a und b.

\'

O OO

a) Bestimme die Ubergangsmatrix U.

b) Berechne U2 und U3 und ermittle eine Bedingung fir a, b und v, so dass sich eine beliebige
Population alle drei Jahre reproduziert.

Die Entwicklung einer zweiten Tierart lasst sich durch folgenden Grafen beschreiben:

4
1
7 Q 0.2
05 0.25

c) Gib die Populationsmatrix T an und beschreibe den Grafen aus biologischer Sicht.

d) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier (A1) mindestens funf Jahre tberlebt.
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4.5 Kontrollaufgaben

4.5 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster

Ohne Hilfsmittel

@ o
< Q
(S] <
‘» Q
lch kann ¢é sl 5| 2
o LIE| 2] =
2 c|leo| 8|
; (%] N >S5 (]
Matrizenprodukte auf Definierbarkeit Uberprifen und dann berechnen. 1
Matrizenprodukte mit Parametereintrdgen berechnen. 2a,b
einen Ubergangsgrafen zu einem Gliicksspiel erstellen. 3a, 4a
erklaren, warum ein bestimmtes Glicksspiel unendlich lange dauern kann. 3a
eine Zustandsverteilung bestimmen. 3b, 4b
eine Prozessmatrix zu einer Situation erstellen. 3a, 4c
ein Diagramm und eine Matrix zu einem Populationsprozess angeben. 5a
Modellannahmen zu einem Populationsprozess angeben. 5b
einen Bestandsvektor bestimmen. 5c
eine Uberlebensrate berechnen. 5d
eine Totungsrate angeben, damit der Populationsprozess stabil bleibt. 5e
Unter Zuhilfenahme von Hilfsmitteln
5 1
K Q
[&] e
p ‘» Q
lch kann é c|l 5l @
o LIE| Q] =
o clao| 2|5
= B | N| S| B
Prozessmatrizen zu einem Prozess angeben. 6a
zeigen, dass es sich um einerstochastischen Prozess handelt. 6a
einen Ubergangsgrafen erstellen. 6b
Matrizenprodukte bestimmen, interpretieren und ggf. im Sachkontext prufen. 6c,6e
Zustandsvektoren berechnen und im Sachkontext priifen. 6d,9
stationare Verteilung berechnen und deren Bedeutung im Kontext erklaren. 6f
mit einer Grenzmatrix eine moégliche Entwicklung beschreiben. 6h
Zustandsvektoren unter Beriicksichtigung einer Korrekturmatrix berechnen. 6i
prufen, ob eine frihere Korrektur eine Veradnderung des Prozesses bedeutet. | 6j
bei einem Absorptionsprozess Absorptionswahrscheinlichkeiten bestimmen. 7a
bei einem Absorptionsprozess mittlere Wartezeiten bestimmen. 7b
Bedarfsmatrizen eines Prozesses zur Materialverflechtung bestimmen. 8a
die Bedarfsmatrix des Gesamtprozesses berechnen. 8b
Eintrage einer Bedarfsmatrix interpretieren. 8b
Rohstoffbedarf und Rohstoffkosten berechnen. 8c
eine maximal mogliche Produktionsmenge berechnen. 8d
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4.5 Kontrollaufgaben KR

Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben seien die folgenden Matrizen A, B und C:

p ¢ mho p
! p O g " p pmp mmund # p .
P p U pTT

Erlautere, welche der Produkte A®, AC, B&, B@, CA und C @ definiert sind, und berechne sie.

Aufgabe 2
a) Gegeben sei die stochastische Matrix3 pAA pAA mit 0 O a, b O 1 wund
7]
vektor @ g -

Begriinde, dass bei den Vektoren@und 3 3ddie Summe der Komponenten gleich ist.

b) Gegeben ist die stochastische Matrix- AA % mit 0 O a O 1
Untersuche, ob es eine reelle Zahl a gibt mit- E[ g .

Aufgabe 3

Bei einem Spiel wird das abgebildete Gliicksrad mehrfach gedreht und die

Punktzahl jeweils addiert. Das Spiel ist beendet, wenn der Spieler 2 Punkte er- 0

reicht.

a) Zeichne einen Ubergangsgrafen und Prozessmatrix zu diesem Spiel. Er-
klare , warum dieses Spiel theoretisch unendlich lange dauern kann.

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel nach héchstens drei Durchgéangen endet.

Aufgabe 448

Ein System ist nach jederMinute in einem der Zusténde Z 1, Z, Z3, Z4 040 0 00
und Zs. Rechts befindet sich die zugehoérige Ubergangsmatrix. 04030 00
U={01 02 05 0 0

a) Zeichne ein Prozessdiagramm. 01 02 03 10
0 02 0201

b) Am Anfang ist das System in Zustand Z ;.

Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Systemzustande nach 1 Minute, 2 Minuten und
3 Minuten.

c) Bestimme eine Ubergangsmatrix fiir Beobachtungen in 2 Minuten -Abstanden.

48 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW, 2017; S. 367
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4.5 Kontrollaufgaben [MEJS

Aufgabe 5 (Entwicklung einer Population) 49
0,8

Die jahrliche Entwicklung der Population einer Vogelart bestehend

aus Jung (1) und Altvégeln (2) ist durch den folgenden Ubergangs-

graphen gegeben: °
a) Gib zu dem Ubergangsgraphen eine Ubergangsmatrix U an. 0,6

b) Beschreibe anhand des Ubergangsgraphen, nach welchen Modellannahmen die Entwicklung
der Population dieser Vogelart ablauft.

Die Population besteht zu Beobachtungsbeginn aus 80 Jungvégeln und 110 Altvégeln.

c) Berechne den Bestandsvektor nach einem Jahr sowie den Bestandsvektor des Vorjahres.

d) Bestimme, wie viel Prozent der Jungvdgel drei Jahre alt werden.

Um die Population konstant zu halten, soll der Ausgangsbestand an Altvogeln durch Tétung so
verandert werden, dass er sich innerhalb eines Jahres nicht mehr andert. Die Anzahl an Jungvégeln

bleibt unverandert.

e) Untersuche, wie viele Altvdgel getdtet werden missen, damit der Bestandsvektor von Jahr zu
Jahr unveréndert bleibt.

49 Fakultativ im LK
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4.5 Kontrollaufgaben &Y

Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 6 (Entwicklung der Wirtschaftssektoren)

Der franzdsische Nationalokonom Jean Fourastiéstellte 1949 eine Theorie zur wirtschaftlichen Ent-
wicklung von Entwicklungslandern auf. Danach sind in der vorindustriellen Gesellschaft die meis-
ten Erwerbstatigen im primaren Wirtschaftssektor | (Forst - und Landwirtschaft), in Folge der in-
dustriellen Revolution immer mehr Erwerbstéatige im sekundaren Sektor Il (Industrie und produ-
zierendes Gewerbe) und schlieBlich in der postindustriellen Gesellschaft die meisten Erwerbstétigen
im tertiaren Sektor Ill (Dienstleistungen) beschaftigt. Nach Fourastié bewirkt das wirtschaftliche
Wachstum eine Verlagerung des Schwerpunktes der Wirtschaft vom priméren Uber den sekundaren
zum tertidren Sektor.

Zwei Modelle F 1 und F: sollen nun den Entwicklungsprozess der Beschéaftigungsanteile zwischen
den drei Wirtschaftssektoren ber einen Zeitraum von 10 Jahre beschreiben. Die folgenden Tabel-
len 1 und 2 beschreiben diesen Prozess:

F1 von F von
| T I | T I
< | 0,75 0 0 5 | 0,50 0,01 0,01
g T 0,10 | 0,90 0 8 I 0,20 0,60 0,12
I 0,15 | 0,10 1 I 0,30 0,39 0,87
Tabelle 1: Modell F, Tabelle 2: Modell F»

Die folgende Tabelle 3 gibt die prozentualen Verteilungen der Beschéftigten auf die drei Wirt-
schaftssektoren in den USA fir die Jahre 1980, 1990 und 2000 an:

Sektor Jahr 1980 1990 2000
| Landwirtschaft 0,04 0,03 0,02
Il Industrie 0,30 0,27 0,24
Il Dienstleistung 0,66 0,70 0,74

Tabelle 3: Prozentuale Verteilung der Beschaftigten auf die drei Sektoren

a) Gib die Ubergangsmatrizen F1 und F fiir die beiden Modelle an, und zeige, dass es sich in bei-
den Fallen um einen Austauschprozess handelt.

b) Stelle den Ubergangsgrafen dar.
c) Berechne& und & ,und gib ihre Bedeutungen im Sachzusammenhang an.

Es seiO bdie prozentuale Verteilung der Erwerbstatigen auf die drei Wirtschaftssektoren im Jahr
1980 (vgl. Tabelle 3).

d) Ermittle fur beide Modelle jeweils O pund O b und entscheide, ob R und/oder F , gute Mo-
delle fur die wirtschaftliche Entwicklung in den US A im Zeitraum von 1980 bis 2000 sind.

mi ¢ i ¢ G
und & it o it o Tig O.

TX L T LU THX L

e) Interpretiere die Matrizen & und & im obigen Sachzusammenhang und entscheide mit
Hilfe dieser beiden Matrizen, welches der beiden Modelle langfristig realistischer ist.

m T
Es gilt & m T
p P

© 433
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4.5 Kontrollaufgaben kst

f) Ermittle fiir das Modell F > mithilfe des Ansatzes F,(= Geine stationare Verteilung Gund erklare
die Bedeutung der stationaren Verteilung im Sachzusammenhang.

Die Rohstoffreserven werden immer knapper. Okologische Probleme zwingen die Politik zum Han-
deln. Der Okologische Landbau soll gestarkt werden. Der prozentuale Anteil der Beschaftigten im
Industriesektor 11 sinkt immer weiter. Wegen politischer Vorgaben | autet die Ubergangsmatrix F3
zwischen den drei Wirtschaftssektoren ab dem Jahr 2000(Fs beschreibt wie F; und F» den Austausch-
prozess uber einen Zeitraum von zehn Jahren):

p mip T M
& T THO TUTT .
T 10T TP

g) Bestimme die Verteilung der Beschaftigten auf die einzelnen Sektoren unter diesen Vorausset-
zungen im Jahr 2020.

[Hinweis: Verwende fir die Startverteilung die Werte des Jahres 2000 aus Tabelle 3.]

p T T T
Esgilt: 1 E& TomoT
T Thp T p

h) Beschreibe, wie sich unter diesen Voraussetzungen die relative Verteilung d er einzelnen Wirt-
schaftssektoren langfristig entwickelt.

Zahlreiche Lobbyisten des Industriesektors Gben Druck auf die Politik aus. Sie wollen ein Ausster-
ben des Industriesektors verhindern. Es wird vertraglich vereinbart, dass ab dem Jahr 2040durch
gezielte FérdermaRnahmen des Industriesektors fiir zehn Jahre eine Verteilung hin zum Industrie-

sektor stattfindet. AnschlieRend verlaufen die Vorgaben wieder nach dem Modell F 5. Folgende Kor-
rekturmatrix K wird vereinbart:

mpTT T
+ mt mp T T

T T Tip Tt
i) Ermittle unter Beriicksichtigung der Matrizen F sund K sowie der prozentualen Verteilung O b

einen Term fir den Vektor O b der die prozentuale Verteilung der Beschéftigten im Jahr 2050
beschreibt.

[Hinweis: Hier muss nicht gerechnet werden.]

j) Beurteile, ob das Ergebnis fir O b beeinflusst wiirde, wenn die gleiche Korrektur 20 Jahre
frGher erfolgte.

Aufgabe 7 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit) 50

a) Bestimme mithilfe der Grenzmatrix und mithilfe eines LGS @?3
fur den in der rechts befindlichen Abbildung dargestellten

Prozess die Wahrscheinlichkeiten, von den inneren Zustan- \ /

den aus die absorbierende Zustanden zu erreichen. /

b) Ermittle die mittleren Wartezeite fir den obigen Prozess. @ &

50 Fakultativ im LK
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Aufgabe 8 (Materialverflechtung) 51

In einem Unternehmen werden aus den Rohstoffen A, B, C, D in der ersten Produktionsstufe die
Zwischenprodukte X, Y, Z hergestellt, die wiederum in einer zweiten Produktionsstufe zu den End-
produkten P und Q weiterverarbeitet werden, so wie es die nachfolgende Abbildung wiedergibt.
Die Zahlen neben den Pfeilen geben an, wie viele Mengeneinheiten (ME) eines Stoffes fiir die Pro-
duktion bendtigt werden.

a) Gib die Bedarfsmatrizen Brz und Bzt der beiden Produktionsstufen an.

b) Bestimme die Bedarfsmatrix C = Bre der Gesamtproduktion und gib die Bedeutung des Eintrages
Cs2 der Matrix C an.

Eine Firma liefert die Rohstoffe fiir einen Auftrag von 30 ME des Endproduktes P und 50 ME des

Endproduktes Q. Die Rohstoffpreise pro ME betragen 0,25 Geldeinheiten (GE) fir A, 2 GE fiur B, 16
GE fur C und 3 GE fur D.

¢) Bestimme den Rohstoffbedarf und die Rohstoffkosten des Auftrages. (6P)

Im Lager befinden sich 70 ME des Zwischenproduktes X, 60 ME von Y und 160 ME von Z.

d) Untersuche, wie viele ME der Endprodukte P und Q hergestellt werden kdnnen.

51 Fakultativ im LK
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4.6 Losungen

4.6 LOsungen
4.1 Was ist eine Matrix und wie rechnet man damit?

Aufgabe 1
a) A: 33 4-Matrix; b: 53 2-Matrix; C: 33 3-Matrix

b) @3=0; &= 0; bs2=1; 2= 4; G2=1; &3 =-2.

Aufgabe 2
p T T n np ¢ 9 P ¢ O T U
) mpmbg T P S 9cT @y opm
T TP G ¢ p T O @ WpPGgPU
Aufgabe 3
v p T p O ¢ @ O o
al! " mT T O b) ! m ¢ p c)cd mT W O
g ¢ T PG q c ¢ O
} o Ty Tip ™ X U
d mpd us mp 7T e)¢ad o0 m X p
my T Tip P9 v
Aufgabe 4
G Q
a) 9 b) X o P d cp
p v
C Po
Aufgabe 5
v pPT P ppm T
a) S P ) ¢ w T 9 ¢ p ¥ doow
T Py PP mT m pp
Aufgabe 6
a) Sorte | Sorte Il Sorte llI Sorte IV
A 10 5 0 3
B 6 15 10 1
C 0 0 20 10
pMm U T O omn X WU
b) ¢ pupmop Ofp% pLTY
mToTm CmeT o CPpMT
Kunde A zahlt 795 G, Kunde B 1545 0 und Kunde
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4.6 Losungen

4.2 Materialverflechtung

Aufgabe 2
a)
Jan Feb Marz
X 5 9 4
X Y 3 7 11
R 4 0 20 36 16
S 2 5 25 53 63
T 1 3 14 30 37

CmMoopo
b) u ¢ 1t O¢quuvoogo CTMET MPo UL T
PT OTTOX

Im Februarwird mit406 0 am mei sten Geld ausgegeben.

Aufgabe 3

Ex E> Es

Zs3 2 2 1

Z, 5 0 2

Z1 Zy Zj 3 7 3
Ri|a|b| c| 2a+5b+3c | 2a+7c | a+2b+3c

R 8|13 30 37 19

Rs| 25| 2 11 18 18

Ein Vergleich mit der dritten Bedarfsmatrix ergibt das folgende LGS:
2a+5b+3c=25

2a+7c =10

a+2b+3c =11

Mit dem Gaul3verfahren oder dem GTR folgt: a=5,b=3,c=0.

Aufgabe 4
0,3 _

niv T o A 07~ D1
a)! mo 1v und ! -

T[ﬁ T[ﬁ; T[I'X A a

b D2
b) Der Inputvektor lautet @ g:;z der Outputvektor B g 8Gesucht sind die Parameter a und b
. o A .. oo Tt A .o o T A
I - ! : > oA

der Bedarfsmatrix ! i A &Es qiltt@ ! v ofx ix A Or T A8Also

erhalt man: 3,3=0,9 +4aund 3,7 = 2,1 + 4b, also=a0,6 und b = 0,4. Zur Herstellung von einer Tonne
Dunger 2 bendtigt man 0,6 Tonnen Zwischenprodukt 1 und 0,4 Tonnen Zwischenprodukt 2.

o o o v
c)! ! mymmo;‘f';m’ Tt T i
T Tig Ty @ Tio
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4.6 Losungen

o o clp
@ ! W ooy C)iI chy T

Ty @ THo ¢ Gt @
Fir 3 Tonnen des Dingers 1 und 4 Tonnen des Diingers 2 werden 2,1 Tonnen von Grundstoff 1,
2,84 Tonnen von Grundstoff 2 und 2,06 Tonnen von Grundstoff 3 bendtigt.

o 1o
d) Fur den transponierten Kostenvektor gilt: p mmpu g M@ T T Mo ¢ p T Yp v PDie
it @ TiT g
KostenfirltDisi nd 148 0 b6ll @¢rDilet GOs ajondidoBZ eredimaneg r 3t

durch folgende Matrizenmultiplikation p 1 yp v p’)iJ pnt.yy Si e betragen 1048

e) Ansatz: _ 5
o Tio

QUCHTDT[ETTTI}EUQJ pucpue Mo@mitUvgmMo@mo YUt pugpuc
T, @ THO G

Man erhéalt das LGS fir x und y:

mo@mttUvg puc o miht T png}[nﬁjnh
Tt

5 T T L o T ng P — 000, a T T
Mo @ o YUetT puvd o oY Yy ¢

P ¢mm U ¢mm
Eine Tonne des ersten Grundstoffes kostet 40 G, e

oM ome g o0 RO
flh vu o T O moU U ergibt des LGS mit den Unbekannten zi, z, und ga:
C T TUg U migU

moU tioU 1o

moU mU v v

0 el C

Die ersten beiden Gleichungen liefern mit dem GTR die Lésungen z; = 50, z = 100 und damit durch

Einsetzen in die dritte Gleichung g 3= 50. Die 100t Z und 50 t Z; kbnnen restlos aufgebraucht werden
durch 45t G4, 55t G und 50 t Gs.
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4.6 Losungen

4.3 Stochastische Prozesse

Aufgabe 1

a) Fur die Anzahl der Teilchen in Halfte A und Halfte B nach einer Zeiteinheit sowie nach zwei und
drei Zeiteinheit gilt:

0 T TRt VTud @ TiP 30 T TP TTTT T L TTTT

© ToXx vTmmigX v Mo ® TP VTP LV TTYP T U T

© T LVLVTMRIAPTULVMC Wodw TP VL MPAPT VTV X P U

b) Die Prozessmatrix U erhalt man durch folgende Tabelle:

von
nach A 8 A "
Also: 5 miw i
A 09| 0,2 o T
B 0,1 0,8
o 52 T@OT@OOHHHTUH;T& 5ap YVUUB s5ap @S WU
p TP T wmThTm X LT @T U VXPU

dO 53» 5> 5HFHBI>® 53BFHI>d 5 g Op 5 g O 5 v

e) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi | 3000 | 4500 | 5550 | 6285| 679954 71a 74a 789& 71a 774a 7¢
yi | 9000 | 7500 | 6450 | 5715|52005|a 4¢a 48%a 44a& 47 a 42 a 41
Y1\
12000
707010 ) D .
FT00]0 ) S o \
3000 8000 12000 x

. @ .
f) Ein Zustand © |y andert sich genau dann nicht mehr, wenn gilt: 535 @ Offenbar gilt:
Td@) n@; AU YT
Tp 1) " T M T M

. f [t %]
953 Ow % % Ny () beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem:
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4.6 Losungen

pnfmbnﬁ;d)(bup mipw it T

¢ ipow T @ ¢ Tipw TRW T

h) Man erhélt als Lésung: @ ¢ Ualso den Lésungsvektor @ UD S 8Nun interessiert uns die L6-

p .
sung mit x + y = 12000, da sich insgesamt 12000 Teilchen im Kasten befinden. Setzt ma@ ¢ Un
die Zusatzbedingung ein erhalt man 3y = 12000, also: y = 4000.

i) Die stabile Verteilung andert sich nicht, da die obigen Rechnungen unabhangig von der Startver-
teilung sind.
Gegeben ist folgendes Prozessdiagramm eines stochastischen Prozesses:

Aufgabe 2
0,4 0,5
a) Ubergangsgraf: @@V—..______/@‘-—_______/@
0,5 0,6
iy o T
5 v ooy
m Tiv Tt
b)
- - T - — - - T — —
o 53>» - m - O- - undO® 53> - m - O - —
m - - - — m - - - —

c) Es sterben Menschen und scheiden aus dem System heraus. Menschen ziehen in andre Stadte und
fallen aus dem System heraus.

Aufgabe 3

a) Ubergangsgraf:

0.7 G Merkmal Q 0.8
0,2

5 . Es handelt sich um einen Austauschprozess, da die Prozessmatrix U quadratisch

mit nlcht negatlven Eintragen ist, und die beiden Spaltensummen 1 sind. Bezogen auf die Anwen-
dungssituation bedeutet dies, dass insgesamt keine Insekten verloren gehen und alle Insekten ent-
weder Merkmal A oder Merkmal B haben.

-C

by 5000 T[hUT[hIJOT[ﬁD T[l’ll)UOD 5

2.3,
> N
C_

2.3,
= °
> N
CcC C

c)Op 5 poderO p 5Dnm
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4.6 Losungen

e) 0,410 Millionen = 4 Millionen Insekten haben langfristig Merkmal A, 0,6 AL0 Millionen = 6 Mil-
lionen Insekten besitzen auf Dauer Merkmal B.

o %) 1]
5 Oy ;fh(p $ oy U beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem:

p hpw o w. p e oo T . ) _ . i} )
¢ e TG Vd)U ¢ e T T Man erhélt als Losung: & T1dx v,@lso den Losungs
vektor @ ®D X YaNun interessiert uns die Losung mit x +y = 1, da beide Anteile x und y sich zu

100 % = 1 ergénzen. Setzt man@ T L id die Zusatzbedingung ein erhalt man 1,75y = 1, also: y

=- U X .Damitbetrgtx=- 1 .
g6 T ¢ Tio it 0 0 qit G L. Td:TGTd:TO,G T o Tt o
T ¢ TiY p’ T @ ¢ @v X T'® v X T X’ T X T X

6 beschreibt den Austauschprozess Uber einen Zeitraum von 8 Generationen und entspricht in
etwa der Grenzmatrix, in der die beiden Spalten der stabilen Verteilung entsprechen.

Aufgabe 4

a)
mhp it

b)!  Tip Tip TiD 07
Tp TiT  TX

A ist quadratisch mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Eintrégen.

E

§

g

g

5

O

g

2.2

S

§
=7
S

dAnsatzz@ ! oy @b ! Ibd

e)dp | b
A A
fy)l DA A liefert ein homogenes LGS. Mit der Zusatzbedingung a + b + ¢ = 1 ergibt sich als
A A . -
A T
stationare Verteilung A it . D. h., auf Dauer befinden sich 50 % der Fahrzeuge in Standort A,
A Tio
20 % in Standort B und 30 % in Standort C. Mithilfe des TGR multipliziert man die Matrix A wie-
v v T
derholt mit sich selber. Es ergibt sich schon fiir! ' ng; ng; ng; .
o Tio TiO
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4.6 Losungen

g) 60 Autos befinden sich langfristig in Standort A, 24 Autos in Standort B, 36 Autos in Standort C.

h) Der Eintrag bi1 erhoht sich auf 0,85. Fur die Summe der beiden anderen Eintrage bleibt noch 0,15
Ubrig, da es sich um einen Austauschprozess handelt und keine Autos dazukommen. Die 0,15 wer-
den mitqund 0,158 ¢ fur 0 ¢ g ¢ 0,15 auf b1 und bs; aufgeteilt: g + 0,150 g = 0,15. Die zweite und
dritte Spalte von B entsprechen der zweiten und dritten Spalte von A.

Ty meomt T A
i) DerAnsatz Tipu N Tip TP D1 A liefertq =0,1 und a =50 und b = 30.
N g T} T T T
mpo ottt tmo A ”
j)Ansatz. ipu N mp TP Otm A v A umMN —MN —
N g oty ot A
Wegen 0¢ q ¢ 0,15 gilt 0¢ — ¢ 0,15U 0¢A o ¢ 6 U 36¢ A¢ 42. Die mogliche Zahl von Autos

am Standort C betragt maximal 42 und minimal 36 Autos. Daher gilt 34 ¢ A¢ 2 8 . Il m amaxi ma
Fall erhalt man a =50, b =28 und ¢ = 42. g betragt dabei 0,15.

Aufgabe 5

a) Ein Spieler kann theoretisch unendlich lange in Zustand 1 bzw. Zustand 2 verbleiben und nie in
Zustand 3 gelangen.

Mg T
b) 5 T Tli:T Tt ist quadratisch, mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Eintragen, also Mat-
T Tip p

rix eines stochastischen Prozesses. Die Summe der Pfeilwahrscheinlichkeiten, die von einmn Zu-
stand abgehen betragt 1.

. P . L . . .
¢) Man berechne mit dem GTR fiir Op m, O 5 p»O 5 und Op 5 JDpund lese

I
die Wahrscheinlichkeiten im jeweiligen Zustandsverteilungsvektor ab.

Tt T i T Y T
O 5 3 m Yo 5 I mregrOp 5 Lo mmnmT
it Y X @ Y T W W @

Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Level des Spiels konnen durch die drei
Komponenten abgelesen werden. Zum Beispiel betragt die Wahrscheinlichkeit nach drei Spielen
immer noch in Level 1 zu sein 0,8 %. Nach 10 Spielen in Levé2 zu sein hat eine Wahrscheinlichkeit
von 0,0004. Nach zwei Spielen betragt die Wahrscheinlichkeit, Level 3 erreicht zu haben, 48 %.

d) Die Komponenten des Vektors Op 5 JDpgeben die Wahrscheinlichkeiten an, den Level 1, 2
bzw. 3 erreicht zu haben.

Tt T 7T O G
e)InErganzungzuc)C 530 mhp undOGp 5 I mmowoy
Tt T @
LIS L ) ) s
f)5 nmmnmn 'MO '3 7 eine stabile Verteilung des absorbierenden Prozesses.
P P P p
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4.6 Losungen

Aufgabe 6

a)

@01 1)

@)

Das Muster 010 kann also am Ende des unteren ,Astes” auftreten,
das Muster 101 am Ende des oberen.

0 0 0 0 0 0O
05 050 0 0500
05 0 05050 00
b)u={0 05 0 0 0 0 0f.
0O 0 050 0 0O
0 0 0 050 10
0 0 0 O 0501
1 0
0 0,5
0 0,5
c) Startverteilung vy =|0|; v;j=U-vg=|0 |[;
0 0
0 0 0
0,25 0 0
0,25
v, =U-v;=[025
0,25
0
0
Aufgabe 7 m
0,7 0,7
a 03 > > 2 1
) C 0 o771 3 :)
SN 0s S
y'r ..............................
0,7 T
/ \ /R [ ———
0,7 T 03
e —
\ O,/T .............................
0,3 4
? 4 .............................
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b)0 & AOIOARBE I OAAD & A OIOEQA ber O O A0 4 iy h b
0 & A OICE®y OO/EO_4h4h4h4 Vrdng::pix pf:l;vva 3 o
0&AOIOABE AADI O/FAD 4MMh 0 4MMM  mx p moadx  h
0 & A OIOHIfy OO A0 AWM 0 4MMMM  rio Odx  mixadodlx  p ft wb
o&Aom&@m A;M)l OFAD &AOICEBEAADI OFAD & A OIOEDQA ber OO £
T T L op T W h b

Mo mo o T

my T M oT
€)5 Ty T

m oo TX P

Mo mo mmwmn TIVﬁIT[ﬁIzUGTIVﬁT(,OT[ T T T T
d)5 iy p it p T p T g p TG p T Q OTL o T T

T W T L TP T XTUP T XTUD T XT0 T T 1T TT°

T Tt W TiX P Mot ont w TX P PP PP
Die Matrizen beschreiben den stochastischen Prozess bei einer Wurfdauer von 2, 3 und langfristig

von 100 Wirfen.

e)
n 1 2 3 4 5 10
% 5 B Mo | o | o P wxpel TPQEC)  mauo
Zustandsverteilung TiX i p g p it p mip 0 X @ T X
nach n Wirfen n LU TdJDTX TvaTX TvaTX mv]”p
L1 s h h h mpu w
" 0,7 0,7 0,7 0,7
0,3Co M1 2 =3 |[— 4 '=531
0,7
vV v v
0,3 0,3 0,3 0,3
moe T oM omoT
X Mo 1 om mOTok
6 Tn omx o mom n®
On mn mx Mo nm nd
T T omomy TO T
On m © o m Tix pO
n 5 6 7 10
TG T TOTT 7T TT X T T T ¢ T T T
” " T[|T[Cl.|l~ T p T _ TiT TT Ox T T T
® 6 B o o 10 gy TETU TGP oy TILTU TP
Zustandsverteilung STip g ; T L Q¢ ;MG U T ;TP T
N Omio 10 qm( OYTip P UG OYTHTT W XF¥C OYTUTT TU O6VTT
nach n Wirfen > > -
o @ T p moCTp e ¢ ¢ @ T o @ x
& h o] & h o & h o & h o
0 & A OIOE® OO A0 4MMMM  mx p@pb
0 & A OIOE@ OO A0 & AO :19”@@ O/&AD & A OIOEE OO Anft ¢ T qip ¢ Y prig L ¢ p
0&AOIOEG 00 A0 & ACIOEKRET OAAD & A OOABE I OFATR ¢ ¢ w



4.6 Losungen

Aufgabe 8

a) Es kdnnen funf Zustande vorliegen. Dies entspricht der Anzahl der méglichen Wappen (0, 1, 2, 3,
4). Von jedem Zustand gehen Pfeilwahrscheinlichkeiten ab, die addiert 1 ergeben. Je mehr Wappen
oben liegen, desto geinger wird die Wahrscheinlichkeit, eine weitere Miinze zum Wappen umzu-
drehen.

b) individuelle L6sung

P T
HTEY & TU Y
c)Cp 5 ?/vx A& T &
L1 o X U
oTO  oTHP Gy

d) Geht man von Zustand Z 1 aus, gewinnt man zu 37,5%, wahrend man mit einer Wahrscheinlich-
keit von 62,5% verliert.

Tt Tt Tt Tt
NP & TU Y ST & T &
e)Cp 5 Oy & M axundCp 5 r A& T &
I T T T TP ¢ v
oTO T B oTO  &To Xy

f) Um von Zustand Z 1 nach Z4 zu gelangen, gibt es nur eine Moglichkeit. Man gelangt zun&chst mit
einer Wahrscheinlichkeit von - zu Z; und von dort mit der Wahrscheinlichkeit a ; zu Z4. Daher gilt
fur die Wahrscheinlichkeit von Z 1 aus zu gewinnen 'H  -“H. Um von Zustand Z » aus zu gewinnen,
gibt es zwei Moglichkeiten. Einerseits gelangt man mit einer Wahrscheinlichkeit von - zu Z; und
von dort mit einer Wahrscheinlichkeit von a 1 zu Z4. Andererseits gelangt man Uber Z3 zu Z4. Insge-
samt gilt also fiir die Wahrscheinlichkeit von Z ,zu Z, zu gelangen:'H -H -H.Um von Z 3 nach
Z4zu gelangen, gibt es zwei Wege: direkt nach Z; oder tber Z; nach Zs. Fur die Wahrscheinlichkeit
von Zzaus zu gewinnen, gilt: H -H -

po- A T A, o X v
g) Man kann das LGS umformenin: - p - 0 A T . Mit dem GTR folgt A o T
T - p A - Ay mhp ¢ v

h) Die Absorptionswahrscheinlichkeiten sind die vierte Komponente in den stabilen Verteilungen
von Aufgabenteilen c) und e).

)
M b= b, +a
@ by=1b, +1b,
B) by= 2b,
. . _5 1 3
mit der Losung b, =g, b,=3, by=3.
) Beispielsweise kommt Gleichung (1) - Mit Wahrscheinlichkeit 2 wird von Z, in einem

m, = % 1+ % -(1+m,) folgendermaRen zustande: Schritt Z, erreicht L‘md von dprt in durchschnitt-
lich m, Schritten ein absorbierender Zustand;

das bedeutet insgesamt durchschnittlich

%- (1+ m,) Schritte. Insgesamt ergibt sich damit

Gleichung (1).

- Mit Wahrscheinlichkeit % wird von Z, in einem
Schritt Z; erreicht; das bedeutet durchschnitt-
lich 7 -1 Schritte.
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4.6 Losungen

k)  Beispielsweise ergibt sich (1) m,=1+3-m,
durch folgende Uberlegung direkt:
Man braucht jedenfalls einen Schritt (von Z, nach
Z, oder Z5) und wenn man bei Z, landet nochmals
m, Schritte; da das nur mit Wahrscheinlichkeit
passiert, werden bei der zweiten Mdglichkeit durch-
schnittlich % - m, Schritte bendtigt, insgesamt also
1+ % - m, Schritte.

| |

P P p X

[) Man kann das LGS umformenin: - p - O | ¢ p .Mitdem GTRfolgt | ¢ P
T - p o P l'o X

Abituraufgabe

a) (1)

(2) Ausgehend vom Zustand Z ; (d. h., 2 Ziffern des Codes sind bereits bekannt) kann Anna beim
nachsten Zuschauen keine neue Ziffer (sie verbleibt in Zy), eine neue Ziffer (Wechsel zu Z) oder
zwei neue Ziffern (Wechsel zu Z4) erfahren. Alle weiteren Ubergange sind unméglich, d. h., sie tre-
ten mit einer Wahrscheinlichkeit von 0 ein. Daher stehen in der ersten, funften und letzten Zeile
der zweiten Spalte Nullen. Berechnung der anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten in der zwei-
ten Spalte durch Betrachtung eines zweistufigen Baumdiagrammes, ausgehend von bereits zwei be-
kannten Ziffern (B = bekannte Ziffer erscheint; " = nicht bekannte Ziffer erscheint):

_/ \_
/- /A"

Es ergeben sich folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten:

0: O: o"H —
0: O O"R " olTmw -—
0: O: oTH" -—
T
o 6y
c) (1))Mit dem GTR erhdltman & 5 3B g’_’:"
&
Tt
o119
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4.6 Losungen

Dieser Vektor beschreibt die Zustandsverteilung nach zweifachen Zuschauen. Er entspricht der
zweiten Spalte von U.

T
o 6y
(20 5 I ~__ =~.Daher betragt die gesuchte Wahrscheinlichkeit—— o & p b
a &
o0—O0
I
I
P O éy
[0 2@ - vu—— .
AR 5 -,1:[@’ ~ = Daher betragt die gesuchteWahrscheinlichkeit — p & p P
n fy_ﬁ:
(04104 0
(4)
n 5 10 15 16
-,-[ ~ ~ ~
R ~ TITT U 7T TOTT 7T 70 THTT 7T 7T
" & THCTUR o THUTUR, y THTLTC
® 5 B ~R ; T ; MM ; T T
A= O‘r[h'[vr[qﬁp O’TI!T[T[ﬁ’ (YTd]TT[ﬁ
ov__& pimpPp plo x P THTT TT 7T
dydguv B Gwip o ® Ot w P
o—O

Nach 16 Aufrufen kann sie zu 99% sicher sein, dasssie die Kombination kennt.

¢) (1) Wenn ein Diagonalelement in der k-ten Spalte und Zeile den Wert 1 besitzt, bedeutet dies, dass
der Prozess mit Sicherheit (Wahrscheinlichkeit = 1) in diesem Zustand Z verbleibt, wenn dieser
einmal erreicht ist.

Tip W @ v T o
(2)ce ! > m undCp ! e T zeigt, dass die stabile Verteilung von der
mpp T Tt v X
Startverteilung abhangt.
p iy Y @ p Mt por A A it yoA
(3) Es qilt ! m m 1 .Dannerhdltman@ m mw m DA L
m Tl pTp mmxptp A mxpt A

(4) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf lange Sicht ist bei dem durch A beschriebenen Prozess
abhangig von der Startverteilung, es ergibt sich keine eindeutige Grenzverteilung, sondern eine Ver-
teilung in Abhangigkeit von a, b und c. Damit kann es nicht fir jeden stochastischen Prozess eine
sich stabilisierende Wahrscheinlichkeitsverteilung geben, die unabhangig von der Startverteilung
ist.
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4.6 Losungen

4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen

Aufgabe 1
T T
a)5 T[ﬁ;UT[
Y 4
0,25
P 5P & L oS WMy pe 5 [ T oWm o om
T UT CT v Tig L TT v T

Alle zwei Jahr stellt sich die Ausgangspopulation ein. Daher muss der Stall fiir 85 Tiere ausgerichtet
sein.

Z n A AU AAQ .9

c)bp 5 Db AnOU A@undDD 5 b AT[OAQ AAUAAU

Wenn ab = 1 ist, reproduziert sich der Bestand alle zwei Jahre. Gilt ab > 1 vermehrt sich der Be-
stand. Fur ab < 1 stirbt der Bestand aus.

n A9 AU

Tt T

d) 6 - -
) iz v T )

i < > 0,1
Neuer Graf ist: 0.25 D

e) Nach einem Jahr iiberleben 25 % = 0,25, nach zwei Jahren 0,51, nach drei Jahren 0,2®,12 und
nach vier Jahren 0,2%,13 = 0,00025 = 0,025 % der Kalber.

T T CTm g1 T T g gy
fyPp 6 Db ~ ~ 0 und Bp 5 b ~ ~ 0
) rd;TLUTTthD §T X 4 " g v TP T X ¢p
T S < ¢m N X
Pp 6D pbu U Tl C)U ¢ 0 b

g) Langfristig nimmt der Bestand zu, da die sich die Gesamtzahl alle zwei Jahre vergroRert.

Aufgabe 2
asatz BT 02 2 jictert die Bed 34y = 0. Falls x + y = 200 gilt, folgt x = 160
a) Ansatz e v QU ( liefert die Bedingung x 84y = 0. Falls x +y = gilt, folgt x =
und y = 40.
oy Ansatzz & L 92 2 jictert das LGS mit (I 8x + 4y = 0 und (Il) 0,25x30,9y = 0. Di
)nsaz'rtﬁ;unﬁv U g liefert das mit (I) dx + 4y = 0 und (ll) 0,25xd 0,9y = 0. Dieses
LGS hat offenbar nur die im Sachzusammenhang unsinnige Loésung x =0 und y = 0.
m T ¢cm q Xy
c)bp it v TP Ocn c Y
d) Ansatz: It L OQ N 2 ergibt das LGS mit (I) dx + 4y = 2 und (ll) 0,25x80,9y = 2
. T[h',UT[hD U C U g y = , Yy = 2.

Dieses LGS hat die eindeutige Losung x = 98 und y = 25. Die stabile Verteilung des Prozesses be-
tragt B w qJ.
[QV)
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Aufgabe 3
T T QT
a)5 mgu Mmoo
T Tt TT
20
0.25 ° 0.2
oO@T pgT U]
b)bp 5 b ¢mNbp 5 3Dp wnNbp 5P omnm Db
¢ T Py
mT T T p T T
"H5 m 1o Ip m p m8sgl:bp 5 PpundPBp 5 Do bbb
Timu ™ T T TP
Aufgabe 4
mmn O
a5 Amm
m A T
mT T T AAOT m
"H5 S LSV > n AAOT
o T nm nm AAO

Fur a- b- v =1 reproduziert sich die Ausgangspopulation, fir a- b- v < 1 stirbt die Population lang-
fristig aus, fur a- b- v > 1 wachst die Population unbegrenzt.

mT p T
4 mv T om
T TiTg U T

Jedes zweite Tier der ersten Altersstufe Uberlebt das erste Jahr, jedes vierte Tier der zweiten Alters-
stufe Uberlebt das zweite Jahr. In Altersstufe 3 Uberlebt jedes fiinfte Tier ein weiteres Jahr. Jedes Tier
der Altersstufe 2 bekommt ein Junges, jedes Tier der Altersstufe 3 bekommt vier Junge.

d) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier funf Jahre tiberlebt, betragt 0,5,25(,2 = 0,1 %, d. h.,
nur jedes 1000. Jungtier tGberlebt mindestens funf Jahre.
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4.6 Losungen

4.5 Kontrollaufgaben

Ohne GTR
Aufgabe 1
1 A (3x3) B (1x3) C (3x1)
o xib X
I (3x3) o p @ pp nicht definiert PP
L ¢ CiK Twp
" (1x3) PPP QYT W nicht definiert (10101)
p P PTT
# (3x1) nicht definiert PTT PMMPTTT nicht definiert
P TUTIP TUTT D TUTTTT T

Die nicht definierten Produkte entstehen, da die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilenzahl
der zweiten Matrix nicht Ubereinstimmt.

Aufgabe 2

A A OQ A A

i Ap ATOQ p A p A ) X

Al A p AD p AW AW AW @O AW U AW @O O

b) - A mi A’T[ﬁuo A mi A mv Amnv tivA rigou p T

) p A rv p Amv “p Amv A mvAmv mwAmxuv T op

v A v A v pnthTth;u m A mvATM™M 1T TWATTXUL P

v A MvAmv mA m A mAm wA

A  mvi mpliziert einen Widerspruch zur Annahme, das
Aufgabe 3

a)Theoretisch w2are es meglich, dass der Spieler wun

testand nicht verandert. Im Ubergangsgraph ist dies an den Pfeilen zum selben Zustand erkennbar.

0.5 0,5
7 ™= ; 7 = ) Ql
U

0,5

05C 0

b)Dr eht der -SAdioeloelelrda@ 1lbetr2gt die dazugeh©°rige Wa
-3 - Endet das Spi el schon nach zwled) ,Drleihaugntg edhi €
scheinlichkeit hierfur bei -3 -. Berticksichtigt man die se drei Ereignisse, betragt die Wahrschein-

lichkeit fiir ein Spielende nach hochstens drei Drehungen - - - -.

Momom p o TG
Alternative Losung Uber Matrizenrechnung:  mhv 1w 1 O m o X U
m 1w p T h
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4.6 Losungen

Aufgabe 4

a) Prozessdiagramm:

b) Wahrscheinlichkeitsverteilung der Systemzustande:
wstandze | 7 [ [z | 2| %
vk am Start 1 l 0 , 0 . 0 ' 0
vnachimin 04 | 04 | 01 | 01 0
v nach 2min 0,16 | 0,28 | 017 | 0,25 | 0,14
vy nach 3 min 0, 064 0148 0157 0,373 O 258

¢) Ubergangsmatrix fiir zwei Minuten:

016 0 0 O
028009 0 0
Uu-u=|017 016 0,25 0
0,25 0,32 0,45 1
014 043 03 0

OO0 OCOo

Aufgabe 5

n Ty
a)5 -
b) Die jahrliche Uberlebensrate der Jungvigel betragt 50 %.

Die jahrliche Geburtenrate betragt 80 %, d. h. Jeder Altvogel bekommt 0,8 Junge.
Die jahrliche Uberlebensrate der Altvigel betragt 60 %.

0 TIPSR SRR TR nhuo ym, © pmnm
Trhv i ppn p ¢ T TP ppm @  pmm

d)b miv Ity Tip Y p W
UL TID T ST S

e) iy 2 & O iw YTt w p GIES missen zehn Altvogel getdtet werden.
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4.6 Losungen

Mit GTR

Aufgabe 6
myv mom v 1t dnp i p

a) & mpnrd}wnn und & ng nmg)nrttpc.Es handelt sich in beiden Fallen um Aus-
Tip L TP TT P o 1T 110 w TP X

tauschprozesse, da beide Matrizen quadratisch sind, nicht negative Eintrdge und Spaltensumme 1
haben.

b) klar
g ORORSVE S T L VTP T @I P T W

C)& po) cpunhpp T und & Tth; v (pnh anﬂp X W .1Diese beiden Matrizen beschrei-
i X ¢ uip W p it P wtv X @ oty e X

ben jeweils den Austauschprozess zwischen den Wirtschaftssektoren (ber einen Zeitraum von 20
Jahren.

mxuv m T 7T it o it o mngqu
d)ModellF:O p mpmnmwnm Ononm  mgxtO p &OmtxtT mttwe

mpu TP TR TR W mpwe 7K ¢ X W

Mo mrimp rimp Tt T ¢ W@ T ¢ W@ nthrunT
ModellF20 b mxmmpnmmnpg Omonm  mitoxi® p &OmMgox¢g mMgumeqrt

Mmoo wmpx Tee X Mo mX Tog TXCT WX

Fur die ersten zehn Jahre scheinen beide Modelle die Realitat gut abzubilden, fiir die zweite De-
kade weicht Modell 2 gerade fir den Sektor | starker vom tat sachlichen Wert ab als Modell 1.

e)& beschreibt den Austauschprozess der Sektoren unter Modell 1 Gber einen Zeitraum von 800
Jahren. Langfristig sterben nach diesem Modell also die ersten beiden Sektoren aus&  beschreibt
die Entwicklung tber eine n Zeitraum von 200 Jahren nach dem zweiten Modell. Hier werden lang-
fristig 75 % Beschaftigte im Sektor 1ll, 23 % in Sektor Il und 2 % in Sektor | arbeiten. Realistischer
schein das zweite Modell zu sein, da alle Sektoren weiter bestehen bleiben.

T TN e inp & %) M T oTitp mmp & n
f) rda;nnhpnnhnci)u Ug mtmn 71hm nhbc ou 1 . Mit der zusatzlichen
monmowmpy U U o v w poo U T
Bedingung x + y + z = 1 erhalt man mit dem TR (wahle zwei Gleichung des homogenen LGS sowie
die Zusatzbedingung) die Lésungen x = — Tt ¢y =— Tt aund z =— 1} v Die stationdre

Verteilung beschreibt eine Verteilung, die sich langfristig einstellt und sich unter dem Austausch-
prozess nicht mehr &ndert.

p Mpmm mme p mpum 7ime 7ML @
90 p & D p MmN DTt T oTir v T O Tig T Tt @
T TiY TT P

T it T p oY T oY T Thp ¢ T
p gt O @ tig U
hy = m mOU L Langfristig wirde unter dem dritten Modell der Industriesek-
T Thp 1T P U Ty T UU

tor aussterben.
DO p +D »p +& D b

j) Das Ergebnis wirde beeinflusst werden, da K und & nicht kommutativ (vertauschbar sind).
Denn firr Gleichheit musste gelten: + & 0 b +X® & D » & X D »n
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4.6 Losungen

mpTT T p mpu T Thp T T @ T
+ & Mt mp T MO TG U T T TU TV U THT T
m T TP T THO TU P m_ Tio @ TP TT
p TpLUT THTMT T T @ Tip L T @
& Or m mgoumn Ot mp 7T T Tip T Tig L TP T
T Tdp T P T T Tip T Tig T T TU THP T
Aufgabe 7
B E . | [B
0.1 0.4 0 0 0] i 0 olllFY Y% 0T Y Yoo
0 0.4 0.5 0 0 0 0 0 0 0
0.5 0 0O 00 0 & |« 0 00
0.4 0 0.510 0.8863636364 0.5909 09 0.7954545455 1 0O
0 0.02 0 01 0 D0.1136363636 0.4090 I%l 0.2045454545 0 1
MAT/VCT] logab | Abs [d/d o [d2/dx2 IS | IIVAT/VCT logab | Abs |d/dx [d2/dc2 IESRNRINAT/VCT logab | Abs [d/dx [d2/dsc2 IS
B WetiRedforl (de)Rel B B [FE]
4 00 0] J1 4 0 0 0]™%° ro .4 0 0 0] To
40500 0 .4 0.5 00 1 .4 0.5 0 0 0
40 0 x| 0 <D O 00 x| 0 <0 0O 00 x|1
00510 0 0 0.5 10 0 0O 0.5 10 0
.2 0 0 .2 0 [0 1 0 .2 0 [0 1 0
0
I:I [2x213%x3 [ mxn ] 2x1 [ 3x1 (=N I:
B Gcfed B B
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.8863636364 0.5909090909 0.7954545455
. 0.1138363636 0 0.4090909091 0 0.2045454545
[2%213x3 [ nxn ] 2x1]3x] (M= 2x2[3x3 [ mxn ] 2x1 [ 3x1 =SII 2x213%3 [ nxn | 2X1 | 3x1 =N

a Uber beide Wege erhalt man: Fiir die Wahr- b Fiir die mittleren Wartezeiten m,, m,, m, (Fig. 1)

scheinlichkeiten a,, a,, a;, von den Zustdnden Z,,Z,  dafiir, von den Zustanden Z,, Z, bzw. Z, einen absor-
bzw. 23 "|rgendwann” 24 ZUu erre|chen erg|bt sich: bierenden Zustand zu erreichen, erglbt sich das LGS

a, = 20,8864, a, =2 ~05909, a, =2 = 0,7955. (M my=1+01m, +0,5m,

Fur die Wahrscheinlichkeiten b,, b,, ba, vonden Zu- (2 m,=1+04m,+04m,

sténden Z,, Z, bzw Z3 ,,|rgendwann Z; zu erreichen, (3 my=1 +05m,

erglbt sich: by =3 = 01136, b, =5; = 0,4091, mit der Losung: m, = ‘41;5 =261, a,=2 =341,
bs = E“02045 a; =3 = 2,70.

LGS fiur Absorption in Z 4

(1) a, =01a, +05a;+0,4
(2) a,=04a,+04a,
(3) a;=05a, + 0,5

LGS fiur Absorption in Z s:

(1) b, =0,1b, +05b,
(2) b, =0,4b,+0,4b, +02
3) b, = +0,5b,
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4.6 Losungen

Aufgabe 8
Y non o ¢
a) Cp T und ]er
T 0 U v
X T g5 ¢ cpprt
b) Ansatz:# " O E EFQT o g% U]
T o U Ty pCTOo
Bedeutung von 37: Fir 1 ME Q bendtigt man 37 ME C
cpprtT pooT
. 5 pCc Y 0T Xemn
C)Ansatz.@ #Wuy @ pnoxoun Cpum
pCTOo upT

pPOOT
Ansatz:+ EP#J9 EPBw mguv ¢ peo O cxpgpun Toxhwd %
cupTm

V)

o ¢
d)Ansatzz T p O pnv oD ¢N mWHON ompNpoad pWl ¢8
T Y pom
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Lektion 5: Abstande und Winkel im Raum




5.1 Noch fit? 6 Lange eines Vektors, Eirheitsvektor und Langenabtragen

Lektion 5: Abstande und Winkel im Raum

5.1 Noch fit? o Lange eines Vektors, Einheitsvektor und Langenabtragen

H
Die Lange eines Vektors @ H ista=ss H H H
H
. . z (p < — JRgp—
Beispiel: A ¢t A ¢ C 0 WNWog¢g 1 W WUt o X
o

Will man nun den Vektor bestimmen, der die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor A

hat und die Lange 1 besitzt, dividiert man Adurch seine Lange a und erhélt den sogenannten
|

Einheitsvektor in Richtung H H v ;'O'H
T AV,
Beispiel: A ¢t A — - ¢
o o

Entfernung zweier Punkte A (a 1/az/as) und B (b1/b2/bs) bzw. Lange einer Strecke! ™
" AR "H 'H "H 'H "H H

Beispiel: A(-4/1/3) und B(O/ -2/3): | B "™ I ot !" Mpe w v

Streckenabtragen: Mit den Einheitsvektoren kénnen wir Raum zum Beispiel Strecken bekannter
Langen in vorgegebene Richtungen abtragen.

Beispiel : Wir berechnen den Endpunkt Z einer Wanderung im Raum. Wir starten bei S (1/ -2/ -2),

. X
1 gehenzuerst 27 Einheiten in Richtung® 1t (O Wx 1 1 w,
T
3 PP
9 anschlieRend 15 Einheiten in Richtung® pm((O pp pTm ¢ Cu
C
p
1 und zuletzt 18 Einheiten in Richtung >® T X P T U w.
P
Esfolgt fir den Endpunkt Z:
p X PP Y po
2 ¢ X T pUO— pmtmm PP T gt o pdF Yre
q T q L T

Berechne die Lange von

[ e e o B

18 @ Lz @ ghs @ 9% (@ e @ e1

Aufgabe 1: Lange eines Vektors

(e
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5.1 Noch fit? 8 Lange eines Vektors, Einheitsvektor und Langenabtragen

Aufgabe 2: Umfang eines Dreiecks

Berechne den Umfang des Diroiecks ABC:

a) AGl3|-4),Bizlelzy, cizlola

b All-6]-6),Bizl2]-2), Ciol -2l

¢) Aglalm,Bi-6l3l9), Ciol-6| -6}, Unkreisradius 7

FIIM =] =} enpres@nquer] ' pITf Ee 8 £ E = Y 0Y0E
HEhE = afupquanues Boaeey o =10 EY fR0a]

sspe-aspes =3 [ 3] -
GREE

[z:—‘ll [1! ]l
QE=FT+GHL =8|+ T ||+
¥ a4=

[E]’-m-m-mr-n o
g

Y
g

+

V=G4 O4E m =yO+0d + gV =0 (g

=¥0+og + @V = (@

Durch A(4|-513) und B(6|-3|2) geht die Gerade g.
Bestimme die Punkte auf g,
a) die von A die Entfernung 9 haben b) die von B die Entfernung 9 haben.

Aufgabe 3: Entfernung von Geradenpunkten

I—
ig|6=1ofh  (-|e|E'h [E]H
WIt=1a=rd (0]1]00d [EJ

t
U W20 Y A E=l L] [Is-]- A Sy ens Bunispiy
1

Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4|1|7) und B(-8|-7| 1) gleich weit
entfernt sind.

Aufgabe 4: Achsenpunkte mit gleicher Entfernung von zwei Punkten

i¥=|0|omH sl [ AL JSEF MO S GFH I = A4 [+ 0]
¢ HE = HY “u0 = WY Henduipag Mesyng-Tx e )0 | 04

o) g=| ol g-:h-t—:[tmq-b"rlb+1rglﬁ1ri';-lb; Lol
= by " by = by Hunduipeg Jangay-x joe (g | b ods

LIERY s-ede[+gr+tasdal+ dogre+pr+dg=4

edfl = dV *dE = AV Bunuipeg Sey-ix o] o| 4

Q Aufgabe 5: Rationale Lange
A
Zeige, dass fir rationales a der Vektor = A P eine rationale Lange hat.
ADA p

21 tui._u:nl-T+'n31-EBE+"Bg+'!:!|:'[ L L R P

[
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5.2 Normal- und Koordinat enform einer Ebene

5.2 Normal - und Koordinatenform einer Ebene

Aufgabe 1: Wann sind zwei Vektoren senkrecht zueinander?

Nun interessiert uns eine Bedingung , an der man erkennen kann, ob zwei
Vektoren orthogonal zueinanderstehen . Dafiir betrachten wir ein rechtwink-
liges Dreieck (vgl. Abb. rechts). Schreibt man die dazugehdérigen Vektoren in
Koordinatenschreibweise, erhalt man: P

St
|
2l

A hR OT A A

>
> > >
> > >

A
A . .
A

a

a) Begriinde die folgenden Umformungsschritte und notiere den Beweis mit Ansatz und Skizze
in Deinem Heft.

Der Satz des Pythagoras ist erfiillt v s ™ H W
g H H 'H "H "H "H "H H "H 'H "H H
Ferner gilt: ™H H H ‘H H "H "H "H HH H'H 'H'H

Daher gilt: Der Satz des Pythagorasisterfilt ¥ H™H H'™H H™H

Satz und Definition:

Zwei Vektoren Aund Rliegen orthogonal zueinander genau dann, wenn die folgende Bedingung
erfullt istt. H'"H H™H 'H™H . Das Produkt AA AA AA nennt man Skalarprodukt
der Vektoren ‘Hund THund wird mit ‘5z fHbezeichnet.

Beispiel: A

QoOnN

C
R mn + A2R ¢t ¢ pin oip p me A>R
p

b) Uberpriife , ob die folgenden Vektoren orthogonal sind:

] q P ) X ) P X oy
MA v NR ¢ A o¢oNR o A  pxNR  <¢o
o t ¢ q P X ¢o
5 © o y Gh Pq ; AA A
@A 1R c ®A > na o ©A AR 4

c) Zeige, dass die folgenden Ortsvektoren IEHPO 1 #Reinen Wiirfel aufspannen. [Hinweis: Ein Eck-
punkt des Wiirfels ist der Ursprung.]

P C S p PP C
ML ¢nN® p NP ¢ P v n® ¢ NP prt
< C P pm pm v
A A p ADA p
@® A p o  ADA p n® A
ADA p A A p
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene K]

d) Untersuche, fir welche Werte von u P2 "B IPA B und "0" Pist.

) O ¢ O O p 0 C ~0'(~)
M o nN® prInk T (2 ¢ 6nN? O ¢ n#® o
¢ O O P P O ¢ ¢O

%

Aufgabe 2: Normalvektor 52

Lies den Informationstext und notiere die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.

Vor gut 200 Jahren ist das Wort anormal o aus dem
ab von normalia = der Norm entsprechend, im rechten Winkel gemacht.

Definition : Ein Vektor 5 der auf einem Vektor Asenkrecht steht, heiRtNormalvektor von A

Wir wollen im Folgenden zwei Fragestellungen nachgehen:

1 Frage 1:Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?
1 Frage 2:Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?

Frage 1: Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?

) p A T o A C
Zum Beispiel hat der Vektor A ¢ die Normalvektoren | b o,lb mt oderlp P,
o C p T

daAzip Azip Azlip T

Die Aufgabe ist nicht eindeutig zu I6sen, da unendliche viele Vektoren Ipdie Gleichung Azl T
I6sen. Dies ist anschaulich klar, da es unendlich viele Vektoren gibt, die senkrecht auf einem vorge-
gebenen Vektor stehen (vgl. folgende Abbildung). Dabei kénnen die unterschiedlichen Normalvek-
toren in Richtung und Lange variieren.

|
|
X ~\ |
1, ... i, sind Normalvektoren von a \%!

1
na=0 "‘=(3§5J
|
Aber auch rechnerisch lasst sich dies einfach zeigen. Setzt marp 1 und A ¢ hso ergibt sich
| o
ausAzlp mdie Gleichung T ¢ 1 ol 1 Hier kdnnen namlich zwei Parameter frei gewénhlt

werden, was zu unendlichen vielen Losungen fuhrt. Diese beiden Freiheitsgrade entsprechen einer
Variation der Normalvektoren in Richtung und Lange.

52 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene JEZ!

Frage 2: Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?

Sind die beiden vorgegebenen Vektoren Aund Rnicht kollinear, dann ist der Normalvektor bis auf
einen Faktor eindeutig bestimmt (vgl. folgenden Abbildung).

n = s['ﬂ
s~ P4

n-a=0

Der Normalvektor Tosteht senkrecht auf den Vektoren Aund R Daher gilt: vz ' und {9z tH

Setzt manip Hial ,BH herh&lt man das 2x3-LGS mit a-vielen Lésungen:

—_— — —)

i i i und i i i
Dieses LGS entspricht der folgenden Koeffizientenmatrix:

Mit dem Gaul3verfahren lasst sich die Ausgangsform durch Addition der beiden Zeilen in die fol-
gende Stufenform Uberfuhren:

Wahltman O 1 beliebig aber fest, erhalt mani Gund 1 ¢ o O Insgesamt lasst
o

sich folgender Lésungsvektor ermitteln: o N
.

X

Aufgabe 3: Normalvektor zu einem Vektor bestimmen

. . —_ . .
Bestimme drei Normalvektoren von a, von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

a) ?:[2} b) “é“‘:(_oJ V) E‘:[gj [“][ONO} )

Bestimme einen Normalvektor von a und b mit teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

6\ _a 3 1y s -3 19y 13
i) we ) on(i)ig)
3 6 -2 R =7 9

Aufgabe 4: Normalvektor zu zwei Vektoren bestimmen
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene REESS)

Aufgabe 5: Normal - und Koordinatenform einer Ebene 53

Lies den Informationstext und notiere die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.

Bisher haben wir eine Ebene unter anderem mithilfe eines Stiitzvektors und zweier nicht kollineare
Richtungsvektoren dargestellt. Dies fuhrte uns zur Parametergleichung einer Ebene.

Problem 1: Ist es moglich, die Lage einer Ebene durch einen Punkt und genau einen Vektor fest-
zulegen?

Die Beantwortung dieser Frage fiihrt uns zum Normalvektor ip der senkrecht zur Ebene E steht. In
der folgenden Abbildung ist die Situation dargestellt.

n

Verbindet man einen beliebigen Ebenenpunkt X mit dem Aufpunkt A, steht der Normalvek-
tor Ipsenkrecht auf dem Vektor | @Daher gilt:

0z 'AB bz B AR bzp p2'R
i 0

Setztmanio | und® O soergibtsichi 6 T o T 06 "H mit'H 2R
i 0

Merkregel: Ist A der Aufpunkt und TpNormalvektor der Ebene. Dann wird festgelegt:

Normalform von E: 1p2® 1pa!®? Tmbzw.pz & 1P T

KoordinatenformvonE: 1T @ 1T @ 1 @ A mundA Tizlp
Beispiele:
R C
a) P(4/1/3)und Ip p .Bestimme die Normal - und Koordinatenform von E.
v
C C T C
Normalform: p 2® pZp T p 2® qqgm
v v o v

Koordinatenform: 2x 19X, + 53022 =0

b) Untersuche, ob Q (1/0/4) und R (1/1/4) in E liegenund gib weitere Punkte an, die in E liegen.

Die Koordinaten von Q erfiillen die Koordinatenform, die von R nicht, 2 @80 + 54822 =0
(far Q). Daher liegt Q in E, nicht aber R. Z. B. liegen (0/0/4,4), (0/ -22/0) und (11/0/0) in E.

53 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene RE]S)

Problem 2: Wie kann man eine Normal - bzw. Koordinatenform einer Ebene bestimmen, wenn
drei Punkte bzw. ein Punkt und zwei nichtkollineare Richtungen bzw. die Parameterform einer
Ebene vorgegeben sind?

Wir lernen nun ein allgemeines Standardverfahren kennen, den Normalvektor einer Ebene zu be-
rechnen, wenn z. B. drei Punkte vorgegeben sind. AnschlieBend lasst sich wie bei Problem 1 die
Normal - und Koordinatenform bestimmen.

Der Normalvektor ipsteht senkrecht auf den Vektoren's “ABund BH "ABADaher gilt:

oz und Tpa®H

Y
(M ABA "H  erhalt man:
Y

T H T H T ™ undi OH 1T OH 1 OJH

Setzt manip und '®H AR

—_ 1 —
ITT

Die beiden Gleichungen lassen sich als 2x3_GS mit den Unbekannten ni, n; und n; auffassen. Man
erhalt die folgende Koeffizientenmatrix:

H H H

"H "H "H
Mit dem GauRverfahren lasst sich die Ausgangsform durch Multiplizieren der ersten Zeile mit -b;
und der zweiten Zeile mit a ; und anschlieRenden Addieren in folgende Stufenform Gberfihren:

H H H

HOH HOH HOJOH HJH

Da uns nur eine von Null verschiedene Ldsung des LGS interessiert, nimmt man folgende Festle-

gung fir nz vor: 1 ‘H OH 'H OH. Damit erhalt man fur die Unbekannten n > und n; offenbar
(rechne es nach!):

i HOH HOHundi HOH H JH.
A A HOH H OH
Definition: Firr die Vektoren A A und R A heikt'& ™ HOH HOH (1l i es
A A 'HOH H OH

Kr euz bvekjorpauls (oder Kreuzprodukt ) von Hund B

Satz:A Rist orthogonal zu Aund A Rist orthogonal zu R Damitist A ARein Normalvektor zur
Ebene E mit den beiden nicht kollinearen Richtungsvektoren Aund R

Die Koordinaten des Vektorprodukts A ARsehen etwas kompliziert aus, lassen sich aber tiber eine
einfache Eselsbriicke leicht berechnen. Man schreibt die ersten beiden Zeilen noch einmal unter das
Produkt.
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

Mithilfe des GTR (vgl. Abbildung oben rechts) Iasst sich das Vektorprodukts A ARebenfalls berech-

nen. Uber|OPTN],[F2 (MAT/VCT), [F6( v F§( v JF3(CrossP)[F1(VCT), EXIT] EXIT],[F4 (MATH),
(MAT/VCT), F5 (3x1), Koordinaten eingeben und Komma ( H) setzen, aveiten Vektor analog ein-
geben und (wer mag) Klammer zu setzen @)

Beispiele:

-

i p
a) A(1/0/ -8),A ¢ und R v .Bestimme Normal - und Koordinatenform von E.

o ¢
. o Y . p
A R [0) gD ¢t I ¢ ist ein Normalvektor von E.
o Y p
p p Y Y
Normalform: ¢ 28 ¢ 2 T ) ¢ 2® x m
p p g Y

Koordinatenform: x 02y +z+7=0

b) A (1/0/1), B (1/1/0), C (0/1/1).  Bestimme Normal - und Koordinatenform von E.

; n p i P Y
A !'b ™ B o5 undAR '® ®# B p undA R p it b p
Y L p Y
Y p p Y
Normalform: p 28 p 2 m T p 2® ¢ ™
p p p Y

Koordinatenform: x +y+z 82=0

Ubungsaufgaben zur Koordinaten - und Normalform 54

B

Aufgabe 6 (Normalform in Koordinatenform umwandeln)

Gib eine Koordinatenform an.

54 Aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumba cher, Barth (2000) S. 258260.
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