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Lektion 1: Exponential - und Logarithmusfunktion  
 

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen  
 

Aufgabe 1: Eigenschaften der Exponentialfunktionen  
 

Die Funktion mit  der Gleichung ÆØ ÃϽÁ (a > 0, a Í 1 und Ãɴ ᴙ) wird für verschiedene Werte a 
und c mithilfe  Hilfe des GTR als Graf (MENU 5) und als Tabelle (MENU 7) dargestellt. 
 

(1) Ermittle die Funktionsgleichungen der Form ÆØ ÃϽÁ für die folgenden vier Grafen.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) Gib  die fehlenden Werte in der nachfolgenden Tabelle an und beschreibe die exponentielle Zu-
nahme (Funktion f) bzw. die exponentielle Abnahme (Funktion g), indem Du Merksätze der 
Form ăWenn der x-Wert sich um k vergrºÇert (verkleinert), dann é sich der Funktionswert der 
Funktion f mit ÆØ ÃϽÁ um éò.  

 

x -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3 

ÆØ τϽς         
ÇØ ςϽπȟυ         

 

(3) Erläutere , wie man am Funktionsterm erkennen kann, ob es sich um eine exponentielle Zu-
nahme bzw. um eine exponentielle Abnahme handelt. Nenne  Anwendungsbeispiele für expo-
nentielle Zu - und Abnahme.  

 

(4) Erkläre  anschaulich am Beispiel der Funktionen Ù ς und y = x 2, wie sich exponentielle Zu-
nahme vom Wachstum einer Potenzfunktion unterscheidet. Vielleicht hilft Dir für ganzzahlige 
und positive x die  Aussage: ăExponentielles Wachstum ist durch die besondere Eigenschaft ge-
kennzeichnet, dass der letzte Eintrag grºÇer ist als die Summe aller vorherigen Eintrªge.ò 

 

(5) Bestimme  die sechs exponentiellen Funk-
tionsgleichungen mit der Darstellung 
ÆØ ÃϽÁ (a > 0 und Ãɴ ᴙ), die zu den 
sechs Spalten gehören, welche mit dem 
GTR unter MENU 7 erzeugt worden sind.  
 

1 2 

3 4 
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(6) Begründe  mithilfe der Potenzgesetze1 folgende Gleichheit: 
 

ρ ς πȟυ    ς σ Ͻσ     σ σ ω     τ σ ωϽω       υ ςυȟ ȟ πȟςϽυ  
 

(7) Übertrage mit Beispielen in Dein Heft und erkläre, warum a > 0 und a Í 1 sein muss. 
 

Merksätze:  
 

(1) Eine Funktion f mit ÆØ ÃϽÁ (a > 0, a Í 1 und Ãɴ ᴙ) heißt Exponentialfunktion.  
 

(2) Wenn eine Exponentialfunktion einen Wachstumsvorgang beschreibt, handelt es sich f¿r é 
 
a > 1 um eine exponentielle Zunahme . Zunahm  
 
a < 1 um eine exponentielle Abnahme.              

 

(3) Der Faktor a heißt. Wachstumsfaktor.  
 

(4) Der Faktor c entspricht dem Startwert bei x = 0.  
 

Aufgabe 2: Logarithmus und Exponentialgleichungen 2 
 

Gegeben sind 8 Kärtchen und 4 Punkte auf dem Grafen einer Exponentialfunktion.  
 

a) Gib  die Funktionsgleichung von f an und untersuche mithilfe des GTR, welche beiden Kärtchen 

zu den Punkten A, B, C bzw. D gehören.  
 

ς τ 

Ø ÌÏÇ  

Ø ÌÏÇτ 

ς ρ 

Ø ÌÏÇρ 

ς Ѝς 

Ø ÌÏÇЍς 

ς  

 

b) Gib  die beiden entsprechenden Gleichungen für den Punkt E an und erkläre  die Bedeutung des 

Ausdrucks ÌÏÇÂ. 
 

c) Gib die Lösungen der folgenden 8 Exponentialgleichungen als Logarithmus an und ordne  sie 

ohne GTR der Größe nach. Gib  dabei jeweils den Lösungssatz an. 
 

%ȡρυϽρȟσ σπ (ȡπȟρςυϽπȟυ πȟςυ 5ȡτ φ !ȡρ Ͻψ 

3ȡρπϽς υπ $ȡ ρπ  3ȡςȟυ Ͻςȟυ ωω 4ȡρȟωυ ρ 
 

                                                 
1 ÁϽÁ Á Ƞ ÁȡÁ Á ȠÁϽÂ ÁϽÂ ȠÁ ÁϽȠ 
2 Ideen modifiziert nach Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 3: Ermitteln von Funktionsterm und x -Wert  
 

Ermittle  den Funktionsterm für die folgenden 4 Exponentialfunktionen und gib  den x-Wert des 
Grafenpunktes P als Logarithmus und als Lösung einer Exponentialgleichung an. Überprüfe  Deine 
Rechnungen mit dem GTR. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Aufgabe 4: Transformationen von Exponentialfunktionen  
 

a) Der Graf zur Funktion f mit  ÆØ ς wird auf zwei Weisen transformiert. In der linken Abbil-
dung wird der Graf von f um 1 Einheit nach links verschoben. In der rechten Darstellung erfolgt 
eine Streckung des Grafen von f von der x-Achse aus um den Faktor 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zeige rechnerisch, dass in beiden Fällen derselbe Graf entsteht. 
 

b) Gegeben sind die Funktionen f, g und h mit ÆØ σ, ÇØ σ  und ÈØ Ͻσ. 
 

Begründe  grafisch mit den Funktionsgrafen und rechnerisch mit den 
Funktionstermen, dass die Grafen von g und h sowohl durch eine Ver-
schiebung als auch eine Streckung aus dem Grafen von f hervorgehen 
können. 

 

c) Ordne  die folgenden Funktionsgleichungen den Grafen A bis D in der 
Abbildung rechts zu. Begründe  Deine Zuordnungen.  
 

ÆØ πȟυ        ÇØ πȟυ ς         ÈØ πȟυ       ËØ πȟυ ρ 
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Aufgabe 5: Kaninchenwachstum 3 
 

Auf einer unbewohnten Insel wurden zu Beginn des Jahres 2012 sechs Kaninchen ausgesetzt. Nach 
42 Monaten zählte man 77 Tiere. Man geht davon aus, dass sich die Population exponentiell 
entwickelt.  
 

a) Beschreibe die Entwicklung der Kaninchenpopulation in Abhä ngigkeit von der Zeit (in Jahren) 
durch eine Exponentialfunktion und skizziere  den dazugehºrigen Grafen f¿r 0 Ò t Ò 5. 

 

b) Ermittle  die zu erwartene Anzahl der Tiere am 1.1.2016, 1.2.2018 und 1.10.2022. 
 

c) Ab einer Population von 12000 Kaninchen wird diese zwecks Reduzierung zum Abschuss 
freigegeben. Bestimme  den Zeitpunkt der ersten Abschussfreigabe. 

 

d) Erläutere , welche Modellannahmen in Aufgabenteilen a) bis c) gemacht werden müssen. 
 

Aufgabe 6: Gilt immer  ð gilt nie ð kommt darauf an 4 
 

Entscheide begründend, ob die 4 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten. 
 

(1) Eine Exponentialfunktion ist nicht symmetrisch.  
(2) Eine Exponetialgleichung besitzt immer genau eine Lösung. 
(3) Der Graf einer Exponentialfunktion nähert sich immer der x -Achse an. 
(4) Ein und derselbe Wachstumsvorgang kann mit unterschiedlichen Wachstumsfunktionen 

beschrieben werden. 
 

Infoblock: Was bedeutet Logarithmus und wie rechnet man damit?  
 

Das Wort Logarithmus  stammt aus dem Griechischen von l·gos (ăVerstªndnis, Lehre, 
Verhªltnisò) arithm·s (ăZahlò) ab. Der Logarithmus einer Zahl bezeichnet den Exponenten x 
(Hochzahl, Verhältniszahl), mit dem die Basis a potenziert werden muss, um die gegebene Zahl 
b zu erhalten. Fasst man diese Definition in Gleichungen, erhält man: 
 

Unter dem Logarithmus von b zur Basis a  (a, b > 0) versteht man die eindeutig bestimmte Lösung 
der Exponentialgleichung Ἡὀ ἪȢ Man schreibt ὀ ἴἷἯἩἪ. Damit sind Logarithmieren und Po-
tenzieren gegenseitige Umkehroperationen. Zum Beispiel ist ÌÏÇπȟρςυ σȟÄÁ ς πȟρςυ. 
 

Zur  Erinnerung : Der Ausdruck ЍἩ
ἶ  Á π ÕÎÄ Îɴ ᴓ  ist definiert worden als nichtnegative Lö-

sung der Gleichung ὀἶ ἩȢ Während beim Logarithmus die Hochzahl gesucht ist, ist bei der Wur-
zel die Basis die gesuchte Zahl. 
 

Die Logarithmusgesetze lauten (a, u, v > 0; r ɴᴙ): 
(1) Produktregel : ÌÏÇÕϽÖ ÌÏÇÕ ÌÏÇÖ  
(2) Quotientenregel : ÌÏÇÕȡÖ ÌÏÇÕ ÌÏÇÖ  
(3) Potenzregel: ÌÏÇÕ ÒϽÌÏÇÕ 
 

Erläutere den Beweis zur Produktregel und  beweise analog 
die Quotienten- und Potenzregel. 

 

                                                 
3 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
4 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 

Beweis der Produktregel:  
Setze Ø ÌÏÇÕ, Ù ÌÏÇÖ 
Dann gilt: Á ÕȠ Á Ö 
Also: ÌÏÇÕϽÖ 
ÌÏÇÁϽÁ  
ÌÏÇÁ  
Ø Ù ÌÏÇÕ ÌÏÇÖ 

 



 

 

8 1.2 Die natürliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung  

8 

1.2 Die natürliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung  
 

Aufgabe 1: Graf zeichnen  mit der Eigenschaft f´(x) = f(x) 5 
 

Zeichne  einen beliebigen Startpunkt mit einem positiven y -Wert in ein Koordinatenystem. Zeichne  
nun einen Grafen durch A, dessen Steigung an jeder Stelle x genau dem y-Wert an der Stelle x 
entspricht. Untersuche , wie sich der Graph verändert, wenn der Startpunkt auf oder unterhalb der 
x-Achse liegt. Vergleiche  die Ergebnisse mit Deinem Nachbarn. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Aufgabe 2: Graf von Exponentialfunktionen und deren Ableitungen  
 

Ordne  jedem der Funktionsterme f, g, h und k den passenden Grafen A, B, C bzw. D sowie den 
Grafen der Ableitungsfunktion I, II, III und IV zu. Begründe  Deine Zuordnungen.  
 

ÆØ σ ÇØ υ ÈØ  ËØ πȟς 

 

   

    

 

                                                 
5 Aufgabe aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 3: Ableitung der Exponentialfunktionen  
 

Bisher haben wir nur die Ableitungen für ganzrationale Funktionen und Potenzfunktionen berech-
nen können. Für Exponentialfunktionen der Form  ÆØ Á ist noch keine Ableitung bekannt. Wir 
betrachten zunächst die Funktion f mit ÆØ ςȢ Mithilfe des GTR sind Grafen und Wertetabellen 

zur Funktion f, f´ und 
ǰ
 dargestellt. Mit der Trace-Funktion ist darüber hinaus f´(0) angegeben. 

 
 
 
 
 
 
 

a) Beschreibe deine Beobachtungen und begründe , dass ÆǰØ ÆǰπϽÆØ πȟφωσρϽς gilt.  
 

b) Zeichne zu f mit  ÆØ Á mit dem GTR Grafen von f, f´ und 
ǰ
  in ein gemeinsames Koordina-

tensystem und ermittle  die Ableitung von f an der Stelle 0. Variiere  die Basis a und beschreibe 
deine Beobachtungen.  

 

c) Es gibt eine Zahl e, die sogenannte eulersche Zahl , für die der Ableitungsgraf mit dem Funkti-
onsgraf f mit ÆØ Å exakt übereinstimmt. Es gilt dann ÆǰØ ÆØ. Ermittle durch Variation 
der Werte von a eine Näherung für dieses Zahl e. 

  
d) Im Folgenden sind Beweisschritte eines Nachweises angegeben, dass für eine Exponentialfunk-

tion des Typs ÆØ Á gilt: ÆǰØ ÆǰπϽÁ. Bringe  die folgenden 8 Rechenschritte und Schluss-
folgerungen in die logisch richtige Reihenfolge und begründe  jede einzelne Termumformung 
und Schlussfolgerung. Fülle  dazu die nachfolgende Tabelle aus.6 
 

ÁϽ
Á Á

È
 

ÁϽÁ Á

È
 

Für die Ableitung einer Expo-
nentialfunktion von der Form 
ÆØ Á gilt: ÆǰØ ÆǰπϽÁ 

ÁϽÆǰπ ÆǰπϽÁ   

ÆØ È ÆØ

È
 ÁϽ

Æπ È Æπ

È ÈO π
ự  

Á Á

È
 

ÁϽÁ ρ

È
 

 

    

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

    

    

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

    

 

Merksatz zur Ableitung einer Exponentialfunktion : Für die Ableitung einer Exponentialfunk-
tion vom Typ ÆØ Á Á π gilt für die Ableitungsfunktion: Ἦǰὀ Ἦǰ ϽἩὀ. Die Ableitungs-
funktion einer Exponentialfunktion ist somit proportional zur Ausgangsfunktion.  

 

                                                 
6 Aufgabenidee aus dem Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 

ÆØ ÆǰØ 

ÆǰØ

ÆØ
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Aufgabe 4: Natürliche Exponentialfunktion und eulersche Zahl e  
 

Die Zahl e, für die f´(x) = f(x) = Ἥὀ gilt, heißt eulersche Zahl  (Leonard Euler lebte von 1707 bis 
1783). Die Zahl e ist irrational (und transzendent, d. h. lässt sich nicht als Lösung einer Gleichung 
ausdrücken) und beträgt ungefähr 2,71828. Die dazugehörige Funktion mit der Funktionsglei-
chung f(x) = Ἥὀ heißt natürl iche Exponentialfunktion . Insbesondere ist F mit F(x) = Ἥὀ eine 
Stammfunktion von f. Der Graf der natürlichen Exponentialfunktion  verläuft komplett oberhalb 
der x-Achse, ist linksgekrümmt, streng monoton wachsend und besitzt keine Null - und Extrem-

stellen. F¿r x Ƃ +Ð streben die Funktionswerte gegen Unendlich. F¿r x Ƃ -Ð nªhert sich der Graf 
der x-Achse an. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

a) Erkläre, warum die natürliche Exponentialfunktion an der Stelle 0 die Steigung 1 hat.  
 

b) Begründe , warum man mit dem Term ρ  für ÎO Њ einen Näherungswert für e berechnen 

kann. Bringe  die folgenden Rechenschritte in die richtige Reihenfolge, erläutere  die jeweiligen 
Äquivalenzumformungen und bilde  abschlieÇend den Grenzwert f¿r h Ƃ 0 bzw. n Ƃ Ð.7 

 

Å Å

ρ  

Å ρ
ρ 

Å Å

È
ρ Å ρ  

Mit È   

erhält man: 
Å ρ  

 

      

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

      

 

c) Zeige, dass der Graf der Exponentialfunktion linksgekrümmt ist, keine Wende -, Extrem- und 
Nullstellen besitzt und streng monoton wachsend ist.  

 

                                                 
7 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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d) Bestimme den Flächeninhalt, den der Graf zu f mit  f(x) = Å  über folgenden Intervallen mit 

der x-Achse einschließt: πȠρȠ ρȠπȠ πȠÌÎρππȠ ÌÎρππȠπȠ ЊȠπȠ πȠЊ .8 
 

Merksatz : Es gilt für f mit f(x) = Å der Zusammenhang f(x) = f´(x) = F(x) = ex. 

 

Aufgabe 5: Berechnung von Ableitung, Tangente und Flächeninhalt  
 

Gegeben sei die Funktion f mit ÆØ πȟχυÅ Ø ςØρ. 
Im Punkt P(1/f(1)) wird eine Tangente angelegt. Die Tan-
gente, der Graf von f sowie die beiden Koordinatenachsen 
schließen einen Flächeninhalt A ein. Darüber hinaus ist eine 
verschobene Normalparabel p gegeben. Die Gesamtsituation 
ist rechts dargestellt. 
 

a) Berechne die Terme für f´(x) und f´´(x) sowie F(x).   
 

b) Bestimme  die Gleichung der Tangenten t im Punkt P. 
 

c) Zeige, dass der Graf von f linksgekrümmt ist.  
 

d) Ermittle  den Flächeninhalt des Flächenstücks A. 
 

e) Beweise, dass der Graf von f und die Normalparabel p 
keine gemeinsamen Punkte besitzen. 

 

Aufgabe 6: Flächeninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte  
 

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit  den dazuge-
hörigen Gleichungen ÆØ Ø Å und ÇØ Ø Å gegeben. 
 

a) Berechne die Schnittstellen der Funktionsgrafen zu f und g.  
 

b) Bestimme  rechnerisch den Flächeninhalt, den die beiden Gra-
fen zu f und g einschließen. 

 

c) Ermittle den globalen Tiefpunkt des Grafen von f und zeige, 
dass er durchweg linksgekrümmt ist.  
 

d) Untersuche  den Grafen von g auf sein Krümmungsverhalten.  
 

Aufgabe 7: Transformation der natürlichen Exponentialfunktion 9 
 
a) Skizziere  die Grafen zu den Funktionen Æ, ÆȟÆȟÆ und Æ mit den dazugehörigen Funktions-

gleichungen ÆØ ÅȟÆØ Å ρȟÆØ ÅȟÆØ Å  und ÆØ Å . 
 
b) Beschreibe begründend, wie die Grafen von ÆȟÆȟÆ und Æ aus dem Grafen der natürlichen Ex-

ponentialfunktion hervorgehen.  
 

c) Begründe  anhand der Ergebnisse aus a) und b), dass ÆǰØ Å  sein muss.  

                                                 
8 ÌÎÂ bezeichnet den Logarithmus von b zur Basis e, d. h. ÌÎÂ ÌÏÇÂ (vgl. Kap. 5) 
9 Modifiziert nach Aufgaben aus dem Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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1.3 Natürlicher Logarithmus - Ableitung der Exponentialfunktion  
 

Aufgabe 1: Natürlicher Logarithmus  
 

a) Bestimme  zeichnerisch den Schnittpunkt S des Graphen der na-
türlichen Exponentialfunktion f mit ÆØ Å und der Geraden g 
mit g(x) = 6. Überprüfe  Deine Ablesung durch eine Rechnung. 

 

b) Wenn die Lösung der Gleichung Å Â (b > 0) gesucht ist, hilft 
uns der Logarithmus zur Basis e weiter. Denn Ø ÌÏÇÂ ist Lö-
sung genau dieser Gleichung. Hierfür schreiben wir zukünftig 
kürzer ἴἶἪ und nennen diesen Ausdruck den natürlichen Lo-

garithmus von b . 
 

(1) Überprüfe  die Ablesung aus a) geeignet mit dem natürlichen 
Logarithmus.  

 

(2) Begründe : Å Â Â π und ÌÎÅ Â Âɴ ᴙ  
 

(3) Zeige: ÌÎρ πȟÌÎÅ ρ ÕÎÄ ÌÎØ π ÆİÒ Ø ρȢ 
 

(4) Weise nach: Jede Exponentialfunktion lässt sich durch ÆØ Á Å Ͻ als Exponential-
funktion zur Basis e darstellen. 

 

Definition :  
 

Für eine positive reelle Zahl b heißt die Lösung x der Exponentialgleichung Å Â der natürli-

che Logarithmus von b . Man schreibt ὀ  ἴἶἪ. 
 

Merksätze : 
 

(1) Es gilt: ἭἴἶἪ Ἢ Â π und ἴἶἭἫ Ἣ Ãɴ ᴙ . Die Rechenoperationen  Åȣ und ÌÎȣ  he-
ben sich gegenseitig auf, sind also Umkehroperationen zueinander. 
 

(2) Jede Exponentialfunktion lässt sich zur Basis e schreiben durch Ἦὀ Ἡὀ ἭἴἶἩϽὀ. 

 

c) Schreibe die Funktionen f, g, und h mit ÆØ σȟÇØ  und ÈØ πȟς zur Basis e. 
 

d) Gib die Lösungen mithilfe des natürlichen Logarithmus an und bestimme  dann einen Nähe-
rungswert. 10 
 

(1) Å ρυ ς Å ςȟτ σ Å χ (4) σϽÅ ρφȟς 

υ Å ρπ φ Å ρ (7) Å υ ψ ςϽÅ υ 

ω Å ρπ ρπ σϽÅȟ ρ ρρ ϽÅ  ρς ϽÅ ȟ  
 

e) Gib die Lösungen mithilfe des natürlichen Logarithmus an. [Hinweis: Substituiere u = Åȟ  löse 
die quadratische Gleichung, bevor du x zurücksubstituierst.]  
 

(1) Å ςϽÅ π ς Å ςϽÅ ρ σ ϽÅ Å  (4) Å Å ρ π 

 

                                                 
10 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 2: Ableitung und Stammfunktion einer beliebigen Exponentialfunktion  
 

In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass für eine beliebige Exponential-
funktion  f mit ÆØ Á für den Term der Ableitung  ÆǰØ ÆǰπϽÁ 
gilt.  Wir wollen nun herausfinden, welchen Wert in Abhängigkeit 
von a der Proportionalitätsfaktor Æǰπ annimmt.  Mithilfe des GTR 11 
kann die Steigung an der Stelle Null bestimmt werden. Für die 
Funktion f mit  ÆØ ς ist dies in der Abbildung rechts dargestellt.  
 

a) Überprüfe  mit dem GTR die folgenden drei Aussagen für die 
beiden Funktionen f und g mit ÆØ ς und ÇØ τ (vgl. Ab-
bildung rechts): 12 
 

(1) Der Graf Gf ist an der Stelle 0 halb so steil wie der Graf Gg. 
(2) Der Graf Gf ist an jeder Stelle Ø halb so steil wie der Graf Gg. 
(3) Gf ist an der Stelle Ø halb so steil wie Gg bei Ø ϽØ. 

 

b) Zeichne  mit dem GTR verschiedene Grafen von Exponentialfunktionen und notiere  in der fol-
genden Tabelle f´(0). Stelle  einen funktionalen Zusammenhang zwischen a und f´(0) her. 

 

a Å  Å    Å    0,5 2 Å Å 3 Å Å 

fË(0) å     0,6931     
 

c) Wir wollen nun zunächst in zwei Schritten zeigen, dass der Ableitungsterm zur Funktion f mit 

ÆØ Å  folgendermaßen lautet: ÆǰØ ËϽÅ . 
 

(1) Zeige, dass die Funktion f mit ÆØ Å  eine Exponentialfunktion vom Typ  ÆØ Á ist und 

daher für die Ableitung  ÆǰØ ÆǰπϽÅ  gilt. [Tipp: Potenzregel]  
 

(2) Weise mithilfe der h -Methode nach, dass Æǰπ Ë ist und damit mit (1) die Behauptung er-
füllt ist.  Bringe  dazu begründend die folgenden Beweisschritte in die richtige Reihenfolge.  

 

ËϽ
Å Ͻ Å

ËϽÈ
 ËϽ

Å Å

Ô ᴼ
Ͻᴼ

ựựựự  ÅϽ ÅϽ

È
 ËϽρ Æǰπ 

Æπ È Æπ

È
 

Ë

Ë
Ͻ
Å Ͻ Å

È
 

Für die Ableitung einer Expo-
nentialfunktion von der Form 

ÆØ Å  gilt: ÆǰØ ËϽÅ  

Å Ͻ Å

È
 

 

    

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

    

    

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

    

 

                                                 
11 Stelle im SET UP Derivative auf ON. 
12 Idee aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Merksatz: Für die Ableitung einer Exponentialfunktion mit ÆØ Å  gilt: Ἦǰὀ ἳϽἭἳὀ Ëɴ ᴙ . 

 

d) Sei f nun eine beliebige Exponentialfunktion mit  ÆØ Á. Beweise, dass für den Ableitungs-
term einer beliebigen Exponentialfunktion  Ἦǰὀ ἴἶἩϽἩὀ gilt. [Tipp: Schreibe f zur Basis e und 
wende den obigen Merksatz an.]  

 

Merksatz: Für die Ableitung einer Exponentialfunktion mit ÆØ Á gilt: Ἦǰὀ ἴἶἩϽἩὀ. 

 

e) Begründe : 
 

(1) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs ÆØ Á lautet: ἐὀ
ἴἶἩ
ϽἩὀ. 

 

(2) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs  ÆØ Å  lautet: ἐὀ
ἳ
ϽἭἳὀ. 

 

Merksatz: Für die Stammfunktionen der Funktionen f mit ÆØ Á und g mit ÇØ Å  gilt:  

ἐὀ
ἴἶἩ
ϽἩὀ und ἑὀ

ἳ
ϽἭἳὀ. 

 

f) Schreibe die Funktionsterme ð falls notwendig ð zunächst zur Basis e, berechne die ersten bei-
den Ableitungen und die Stammfunktion sowie die Gleichung der Tangente im Punkt P.  

(1) ÆØ σȟ0ρȾσ ς ÆØ ȟ0 ρȾτ 

σ ÆØ Ø ς, P(2/f(2))  (4) ÆØ Å τ ȟ0πȾÆπ  
 

Aufgabe 3: Transformationen der natürlichen Exponentialfunktion  
 

a) In der Abbildung rechts sind der Graf der natürlichen Expo-
nentialfunktion f mit ÆØ Å und der Graf einer Exponenti-
alfunktion g mit ÇØ Å  angegeben. 

 

a) Erläutere  mithilfe der Darstellung, warum an der Stelle 0 
die Steigung des Grafen zu g doppelt so groß ist wie die 
des Grafens von f an der Stelle 0. 
 

b) Begründe  mit (1) und unter Zuhilfenahme des Merksatzes 
für beliebige Exponentialfunktionen aus Kapitel 3, dass  
ÇǰØ ςϽÅ  gilt.  

 

b) Durch Transformation kann aus dem Graphen der natürlichen 
Exponentialfunktion ein Graf einer Exponentialfunktion der 

Form Æȟ Ø ÃϽÅϽ ÃȟËɴ ᴙ  erzeugt werden. 
 

(1) Erläutere , welche Transformationen durch die beiden Parameter c und k erzeugt werden. 
 

(2) Beschreibe den Grafenverlauf (Verhalten im Unendlichen, Monotonie, Schnittpunkte mit 
den Achsen, Krümmungsverhalten) für verschiedene Werte von c und k und zeichne mit 
dem GTR entsprechende Beispielgrafen. 
 

(3) Gib erste und zweite Ableitung und Stammfunktion von  Æȟ an. 
 

(4) Weise die Beschreibungen aus (2) in Bezug auf Monotonie und Krümmungsverhalten rech-
nerisch nach. 
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Aufgabe 4: Skizzieren von Grafen, Flächenberechnung und Tangente  
 

Gegeben seien die Funktion f mit ÆØ ς und g mit ÇØ ςØτ. 
 

a) Skizziere die Grafen in ein Koordinatensystem.  
 

b) Weise nach, dass S(1/2) der einzige Schnittpunkt der beiden Grafen ist. 
 

c) Bestimme  mithilfe der Stammfunktionen zu f und g den Inhalt der Fläche, den die Grafen von f 
und g und die y -Achse einschließen. 

 

d) Bestimme  die Gleichung der Tangenten an den Grafen von f im Punkt S. 
 

e) Gesucht ist der Graf einer Exponentialfunktion der Form  ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ , der eine zu g pa-
rallele Gerade als Tangente besitzt. Ermittle  einen Lösungsansatz für die Bestimmung der ge-
suchten Exponentialfunktion und begründe , warum k < 0 sein muss. 

 

Aufgabe 5: Flächeninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte  
 

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit  
den dazugehörigen Gleichungen ÆØ Ø ς πȟυ 
und ÇØ ς ς ρȟυ gegeben. Die Grafen sind 
rechts dargestellt. 
 

a) Zeige rechnerisch, dass -1 und 0 Schnittstellen der 
Funktionsgrafen zu f und g sind.  

 

b) Bestimme  rechnerisch den Flächeninhalt, den die 
beiden Grafen zu f und g einschließen (vgl. Abb.). 

 

c) Untersuche die Grafen von f und g auf lokale und 
globale Extremstellen.  
 

d) Untersuche  beide Grafen auf ihr Krümmungsver-
halten. 

 

Aufgabe 6: Gilt immer ð gilt nie ð kommt darauf an  
 

Entscheide begründend, ob die 6 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten. 
 

(1) Die Grafen von f mit ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ   haben weder Hoch- noch Tiefpunkte.  

(2) Die Grafen von f mit ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ   haben mit der Geraden y = a genau 1 Schnittpunkt. 

(3) Die Ableitung von f mit  ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ  ist an der Stelle x = 0 positiv. 

(4) Die Grafen von f und g mit  ÆØ Å Ͻ und ÇØ Á sind für a > 0 symmetrisch zueinander.  
(5) Der Ableitungsgraf von f mit  ÆØ Á verläuft für a > 0 immer oberhalb der x -Achse. 

(6) Die Exponentialgleichung ÃϽÅϽ ρ π ÃȟËɴ ᴙ  besitzt genau eine Lösung. 
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1.4 Natürliche Logarithmusfunktion  
 

Aufgabe 1: Funktionspartner 13 
 

Im Folgenden sind 5 Aussagen und 8 Funktionen angegeben. Ermittle  passende Begründungen für 
die Aussagen und ermittle fehlende Funktionspartner.  
 

(1) Der Funktionspartner von Ù Ø ist Ù ЍØ. 

(2) Der Funktionspartner von  Ù Ø ist Ù ЍØ. 
(3) Für ÆØ Ø σ ist keine Partnerfunktion genannt.  
(4) Der Funktionspartner von  Ù σØ lautet Ù Ø. 

(5) Die Funktion Ù  hat sich selbst als Partnerfunktion. 
 

Ù Ø Ù Ø Ù ЍØ Ù σØ Ù Ø σ Ù ЍØ Ù Ø Ù   

 

Aufgabe 2: Umkehrfunktion der natürlichen Exponentialfunktion  
 

In der folgenden Abbildung siehst du den Grafen der natürlichen Exponentialfunktion f mit  der 
Gleichung ÆØ Å, der an der ersten Winkelhalbierenden y = x gespiegelt wurde. In dieser Auf-
gabe soll gezeigt werden, dass der gespiegelte Graf den Grafen der natürlichen Logarithmusfunk-

tion g mit ÇØ ÌÎØ darstellt, der die Ableitungsfunktion  ÇǰØ  besitzt und Umkehrfunktion  

(ăPartnerfunktionò aus Aufgabe 1) zur Funktion f genannt wird. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
13 Aufgabenidee aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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a) Begründe  mithilfe elementargeometrischer Überlegungen, warum für den Spiegelpunkt 
eines beliebigen Punktes P(x/y) des Grafen der natürlichen Exponentialfunktion P´(y/x) 
gilt. [Tipp: Kongruenzsätze für Dreiecke.]  

 

b) In Aufgabenteil a) haben wir gezeigt, dass für einen beliebigen Punkt P des Grafen der na-
türlichen Exponentialfunktion den dazugehörigen Bildpunkt P´ erhält, indem man x - und y -
Wert vertauscht. Führe die Gleichung Ù Å geeignet in die Gleichung Ù ÌÎØ über . 

 

c) Zeige mithilfe der obigen Abbildung, den beiden Steigungsdreiecken in den Punkten P und 
P´ sowie den Überlegungen aus a), dass die Ableitung der natürlichen Exponentialfunktion 

ÙǰÅ geeignet in die Ableitung der natürlichen Logarithmusfunktion Ùǰ  überführt wer-

den kann.  
 

Satz und Definition:  
 

Der Graf der Funktion g, die man durch Spiegelung des Grafen der natürlichen Exponential-
funktion f mit ÆØ Å an der ersten Winkelhalbierenden erhält, ist der Graf der natürlichen 

Logarithmusfunktion  mit der Gleichung Ἧὀ ἴἶὀ. Man nennt die Funktion g auch eine 
Umkehrfunktion  der Funktion f. Das Umkehren eines Grafen einer Funktion f ist nur dann 
möglich, wenn zu jedem Funktionswert von f genau ein x-Wert existiert. Andernfalls würde 
man beim gespiegelten Graf einem x-Wert des Definitionsbereiches von g (= Wertebereich von 
f) mehr als ein Funktionswert aus dem Wertebereich von g (= Definitionsbereich von f) zuord-
nen, was für eine Funktion nicht möglich ist. Die wichtigsten Eigenschaften beider Funktionen 
sind in fo lgender Tabelle vergleichend dargestellt: 
 

 
Natürliche  

Exponentialfunktion (EXP)  
Natürliche  

Logarithmusfunktion (LN)  

Funktionsgleichung  ÆØ Å ÇØ ÌÎØ 

Graf 

  

Definitionsbereich  ᴙ ᴙ  

Wertebereich ᴙ  ᴙ 

Monotonie  streng monoton wachsend streng monoton wachsend 

Randverhalten 
x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ +Ð x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ +Ð 

x Ƃ -Ð: f(x) Ƃ 0 x Ƃ 0: f(x) Ƃ -Ð 

Nullstellen  keine x = 1 

y-Achsenschnittstelle y = 1 keine 

Krümmungsverhalten  linksgekrümmt  rechtsgekrümmt  

Ableitungsterm  Å   
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d) Zeige rechnerisch folgende Eigenschaften der natürliche Logarithmusfunktion g mit  
ÇØ ÌÎØ: 

 

(1) Die Funktion g ist auf ᴙ  monoton steigend und besitzt dort keine Extremstellen.  
(2) 1 ist einzige Nullstelle von g.  
(3) Die Funktion g ist  auf ᴙ  rechtsgekrümmt.  
(4) Der Graf der natürlichen Logarithmusfunktion überschreitet jede noch so große Schranke 

bzw. unterschreitet jede noch so kleine (betragsmäßig große) Grenze. 
 

e) Gib  Beispiel für Funktionen an, die nicht auf ihrem gesamten Definitionsbereich umkehrbar 
sind. Erläutere  bei diesen Funktionen die entsprechende Vorgehensweise für das Umkehren. 

 

Merksatz : Da zu g mit ÇØ ÌÎØ für die Ableitung g´ die Gleichung ÇǰØ  gilt, ist umgekehrt 

F mit &Ø ÌÎØ für x > 0 eine Stammfunktion zu f mit  ÆØ . 

 

Aufgabe 3: Flächenberechnung im Kontext der natürlichen Logarithmusfunktion  
 

Gegeben ist die Funktion f mit ÆØ  und eine Gerade g mit ÇØ Ø ςȟυ. 
 

a) Skizziere  beide Grafen in ein Koordinatensystem. 
 

b) Berechne die Schnittpunkte beider Grafen zu f und g.  
 

c) Bestimme  der Inhalt der Fläche, den die Grafen von f und g vollständig umschließen.  
 

d) Berechne den Flächeninhalt, den der Graf der Funktion f über dem Intervall [1; 10] mit der x -
Achse einschließt.  

 

e) Untersuche  die Integrale᷿ ÄØ und ᷿ ÄØ auf Existenz und deute das Ergebnis geometrisch. 

 

Aufgabe 4: Flächenberechnung bei zusammengesetzten Funktionen  
 

Berechne mithilfe der Stammfunktion den Inhalt der Fläche, den der Graf der Funktion f über dem 
Intervall I mit der x -Achse einschließt. 
 

a) ÆØ Ø und I = [1; 3]  b) ÆØ  und I = [1; 2]         c) ÆØ Å  und I = [1; 2] 

 

Aufgabe 5: Wahr oder falsch 14 
 

Begründe die jeweilige Aussage oder widerlege sie durch ein Gegenbeispiel. 
 

(1) Ist eine ganzrationale Funktion gerade, ist sie nicht umkehrbar. 
(2) Ist eine ganzrationale Funktion nicht umkehrbar, dann ist sie gerade.  
(3) Hat eine ganzrationale Funktion keine Extremstellen, dann ist sie umkehrbar.  
(4) Ist eine ganzrationale Funktion umkehrbar, hat sie keine Extremstellen. 
(5) Jede umkehrbare Funktion ist monoton zunehmend  oder monoton abnehmend. 

(6) Für die Funktion f mit  ÆØ Ø Ø π ist g mit ÇØ ЍØ  die Umkehrfunktion.  
 

                                                 
14 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 6: Komplexe Aufgabe  
 

Gegeben sind die Funktion f mit ÆØ Å  und g 

mit ÇØ ÌÎЍØ Ø πȢ 
 

a) Zeige, dass ÇØ ÌÎØ und g für x > 0 eine 

Umkehrfunktion zu f ist.  
 

b) Weise folgende Behauptungen nach: 
 

(1) Die Funktion g hat die Nullstelle x = 1.  
 

(2) ᷿ ÆØ
 

ÄØ Å  
 

(3) ᷿ ÇØÄØ Å  
 

(4) ᷿ ÆØÄØ ᷿ÇØÄØ  
 

c) Ermittle  mithilfe von g´ die Gleichung der 
Tangente t an den Grafen von f im Punkt 
(1/0). [Kontrollergebnis: ÔØ πȟυØπȟυ] 

 

d) Bestimme  mithilfe von c) (4) den Inhalt der unbeschränkten Fläche, welche die Tangente t und 
der Graf von g über dem Intervall [0; 1] und die y -Achse begrenzen. 
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1.5 Wachstumsvorgänge 
 

Aufgabe 1: Populationsdynamik  
 

In der Populationsdynamik wird die Frage untersucht, wie sich ein Bestand von Individuen B(t) im 
Laufe der Zeit verändert. Die Wachstumsgeschwindigkeit des Bestands B´(t) ist beim linearen 
Wachstum zu jedem Zeitpunkt konstant. Im Folgenden sollst du Wachstumsarten untersuchen, bei 
denen sich die Wachstumsgeschwindigkeit B´(t) zu jedem Zeitpunkt ändert. Die folgende Tabelle 
benennt drei Wachstumsarten, gibt die Eigenschaft von B´(t) an und zeigt einen möglichen Grafen-
verlauf für den Bestand B(t). 
 

Wachs-
tumsart  

exponentiell  beschränkt  logistisch  

E
ig

e
n

s
c
h

a
ft

e
n

  
v
o
n

 B
´(

t)
 Die Wachstumsgeschwin-

digkeit B´(t) ist proportio-
nal zum Bestand B(t): 

 

ἌǰἼ ἳϽἌἼ 

Die Wachstumsgeschwin-
digkeit B´(t) ist proportio-
nal zum Sättigungsmanko  
S ð B(t) (= Differenz aus 
Sättigungsgrenze S und 

Bestand B(t)): 
 

ἌǰἼ ἳϽἡ ἌἼ  

Die Wachstumsgeschwin-
digkeit B´(t) ist proportio-
nal zum Bestand und zum  

Sättigungsmanko: 
 

ἌǰἼ ἳϽἌἼϽἡ ἌἼ  

V
e

rl
a

u
f 
d

e
s
  

B
e

s
ta

n
d
e

s 
B

(t
) 

   

Beispiel  Algenwachstum  
Leistungszuwachs  
im 100-m-Sprint  

Verbreitung  
eines Gerüchts 

 

a) Gib  für alle Wachstumsarten den Anfangsbestand B(0) an und trage ihn jeweils in die Abbil-
dungen ein . 

 

b) Beim beschränkten und logistischen Wachstum wird für die Population eine Sättigung S ange-
nommen, da es begrenzende Faktoren wie Nahrung, Lebensraum, Nistplätze usw. gibt. Gib  je-
weils die Sättigungsgrenze S an und zeichne die Werte in die Abbildungen ein.  
 

c) Erläutere  die angegebenen Beispiele und gib  weitere Beispiele für die Wachstumsarten an. 
Ordne  begründend zu jeder Wachstumsart eine der folgenden Prozesse zu: Ausbreitung einer 
ansteckenden Krankheit, Guthabenzunahme auf einem Sparkonto, Erwärmung eines Tiefkühl-
produkts bei Zimmertemperatur.  

 

d) Untersuche  mit dem GTR, welche der Wachstumsarten welcher der drei Bestandsfunktionen 
zugeordnet werden kann.  
 

Ἄ Ἴ Ἥ ȟ Ἴ Ἄ Ἴ
Ͻ

Ἥ ȟ Ͻ ϽἼ Ἄ Ἴ ϽἭȟ Ἴ 
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e) Zeige, dass Ἄ Ἴ und  Ἄ Ἴ die dazugehörige Differentialgleichung aus Wachstumsgeschwin-
digkeit B´(t) und Bestand B(t) aus der obigen Tabelle erfüllen. 15 

 

f) Entscheide begründend, zu welcher Wachstumsform die Formulierungen am ehesten passen.16 
 

FORMULIERUNG  WACHSTUMSFORM  

(1) Marcel ist 9 Jahre alt und erhält 2,50 û Taschengeld pro Wo-
che. Zu jedem Geburtstag erhält er eine Erhöhung des Taschen-
geldes von 50 Cent. Zu dem Betrag von 5 û ăfehlen ihmò noch 
5 Jahre. 

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(2) Das mobile Kommunikationsgerªt ăe-bananaò wird neu auf 
dem Markt eingeführt. Die Absatzzahlen hängen linear davon 
ab, wie viele Geräte schon verkauft sind und wie viele noch ver-
kauft werden können.  

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(3) Eine Grünpflanze erreicht eine maximale Wuchshöhe von 
2,70 m. Je kleiner die Pflanze, desto schneller wächst sie.  

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(4) Frau Wegner legt ihr Geld in einem Rentenfond an, der ihr 
jährlich einen Zinssatz 3,5 % garantiert. 

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(5) Im Verlauf eines Tages steht die Sonne unterschiedlich hoch. 

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(6) Stellt man ein 25 °C warmes Getränk in den Kühlschrank, so 
kühlt es ab, weil es sich seiner Umgebungstemperatur anpasst. 

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(7) In einer Herde mit 750 Tieren sterben jährlich 3 % der Tiere; 
allerdings werden pro Jahr auch 15 Neue geboren.  

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(8) Sandra und Maria setzen ein Gerücht in die Welt. Seine Aus-
breitungsgeschwindigkeit hängt zum einen davon ab, wie viele 
Leute das Gerücht schon vernommen haben; zum anderen da-
von, wie viele das Gerücht noch erreichen kann. 

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

(9) Das radioaktive Kohlenstoff -Isotop C-14 zerfällt mit einer 
Halbwertszeit von 5730 Jahren. 

 linear  logistisch 

 exponentiell  
 beschränkt 
 kein Wachstum 

 

                                                 
15 Der Nachweis, dass B2 die entsprechende Differenzialgleichung erfüllt, bedarf weiterer Ableitungsregeln 
(z. B. Kettenregel) 
16 Aus dem Zusatzmaterial  des Fokus Mathematik für die Q -Phase, Cornelsen-Verlag (2014) 
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Aufgabe 2: Exponentielles Wachstum  
 

a) Bei einem Würfelspiel wird eine bestimmte Anzahl von Würfeln geworfen. Alle Sechsen wer-
den aussortiert. Dann werden die übrigen Würfel geworfen und die Sechsen werden aussor-
tiert. So geht es weiter. Leah spielt das Spiel. Nach 10 Würfen hat sie noch 5 Würfel. Untersu-

che, wie viele sie vermutlich zu Beginn hatte. 17 
 

Definition : Eine Gleichung, die den Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihren Ablei-
tungen beschreibt, heißt Differentialgleichung.  

 

Satz: Eine Bestandsfunktion der Form ἌἼ Ἄ ϽἭἳἼ beschreibt exponentielles Wachstum. Sie 
modelliert für k > 0 eine exponentielle Zunahme, für k < 0 eine exponentielle Abnahme und erfüllt 
eine Differentialgleichung der Form  ἌǰἼ ἳϽἌἼ. 

 

b) Innermathematische Zusammenhänge:  
 

(1) Beweise die Richtigkeit des Satzes.18 
 

(2) Zeige, dass folgende Aussage gilt: Ist die Funktion B in der Form ἌἼ Ἄ ϽἩἼ mit dem 
Wachstumsfaktor a > 0 gegeben, so erhält man durch ἳ ἴἶἩ den Basiswechsel von der 

Basis a zur Basis  e. Es gilt: ἌἼ Ἄ ϽἭἳἼ Ἄ ϽἩἼ.19 
 

(3) Gib  für die Beispielfunktion B 3 die Proportionalitätskonstante k an und bestimme  den 
Wachstumsfaktor a. 

 

c) Bevölkerungswachstum:  Im Jahre 1950 lebten 2,5 Milliarden Menschen auf der Erde, 1980 wa-
ren es 4,5 Milliarden. Das Bevölkerungswachstum wird durch eine exponentielle Bestandsfunk-

tion B mit "Ô "πϽÅ  beschrieben. 
 

(1) Ermittle die Wachstumskonstante k, den Wachstumsfaktor a.  
 

(2) Bestimme  die Verdopplungszeit und interpretiere  das Ergebnis im Sachzusammenhang.  
 

(3) Vergleiche  die Ergebnisse der Modellfunktion mit den Daten für 2005 (6,4 Milliarden) bzw. 
1920 (1,8 Milliarden) und berechne jeweils die prozentuale Abweichung des Modellwe rtes 
vom tatsächlichen Wert. 

 

d) Bakterienwachstum: In einer Bakterienkultur wird stündlich die Anzahl der Bakterien gezählt.  
 

Zeit t (in h)  0 1 2 3 4 5 

Bakterienanzahl B(t) 80 145,9 266,4 482,4 875,7 1597,8 

Ἡ
ἮἼ

ἮἼ
   1,824 1,826 1,811 1,815 1,825  

Wachstumsgeschwin-
digkeit B´(t)  

      

 

(1) Zeige, dass es sich um ein exponentielles Wachstum handelt und bestimme  die Bestands-

funktion B der Form en "Ô "πϽÅ "πϽÁ (k auf 4 Nachkommastellen). 
  

(2) Bestimme  mit dem GTR die Wachstumsgeschwindigkeiten B´(t) zu den Zeitpunkten in der 
Tabelle. 
 

(3) Gib  einen Term für die Wachstumsgeschwindigkeit B´(t) an und berechne, wann sich die 
Wachstumsgeschwindigkeit verdoppelt hat.  

 

                                                 
17 Aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
18 Für die Funktion B 3 hast du dies in Aufgabe 1 e) bereits erledigt. 
19 Vergleiche Kapitel 4 Merksatz (2) unter Aufgabe 1 
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e) Bestimmung einer Zerfallsfunktion:  Zur Unte rsuchung der Langzeitwirkung eines Medika-
ments wurde einer Versuchsperson eine Dosis von 70 mg verabreicht und im täglichen Abstand 
die Konzentration des Medikaments im Blut gemessen. 

 

Zeit t (in Tagen) 0 1 2 3 4 5 

Konzentration (in mg/l)  10 7,20 5,18 3,73 2,68 1,98 

Á
ἮἼ

ἮἼ
         

 

(1) Zeige, dass es sich um eine exponentielle Abnahme handelt und bestimme  die Bestands-

funktion B der Form "Ô "πϽÅ  (k auf 4 Nachkommastellen). 
 

(2) Ermittle  eine zweite exponentielle Funktion C  falls nur bekannt ist, dass die Konzentrationen 
nach 2 Tagen 5 mg/l und nach 5 Tagen 2 mg/l betragen.  

 

f) Exponentielles Wachstum und Integralrechnung:  Die Wachstumsgeschwindigkeit einer 
Pflanze (in cm pro Woche) kann durch folgende Funktionsgleichung beschrieben werden: ÖÔ
σȟψϽπȟω. Dabei gibt t die Anzahl der Wochen seit dem Einpflanzen der Pflanze an. Zu Beginn 
bei t = 0 war die Pflanze 10 cm hoch. 

 

(1) Berechne mithilfe der Funktion v die zu erwartende Höhe der Pflanze 10 Wochen nach dem 
Einpflanzen.  

 

(2) Ermittle  die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit innerhalb der ersten 10 Wochen.  

 

(3) Bestimme  die Halbwertszeit der Wachstumsgeschwindigkeit.  

 

(4) Interpretiere  das Integral ᷿ ÖØÄØ im Sachkontext. 
 

Aufgabe 3: Beschränktes Wachstum 20 
 

a) Im Folgenden sind drei Grafen gegeben. 
 

   
 

(1) Gib an , welche Transformationen den Grafen I in den Grafen III überführen.  
 

(2) Graf I gehört zur Funktionsgleichung f mit  ÆØ ÃÅϽ. Erläutere , was man über die Para-
meter c und k sagen kann. 
 

(3) Nenne  eine mögliche Funktionsgleichung für den Grafen III.  
 

Satz: Eine Bestandsfunktion ἌἼ ἡ ἡ Ἄ ϽἭἳἼ (k > 0) beschreibt beschränktes Wachs-

tum und erfüllt eine Differentialgleichung der Form  ἌǰἼ ἳϽἡ ἌἼ . Die Wachstumsge-

schwindigkeit B´(t) des beschränkten Wachstums ist proportional zum Sättigungsmanko S ð B(t). 
 

                                                 
20 Ideen aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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b) Ökologische Ackernutzung: In einem landwirtschaftlich genutzten Gebiet mit einer Gesamtflä-
che von 700 ha beginnen einige Bauern auf einer Fläche von 80 ha ihre Felder ökologisch zu 
bewirtschaften. Sie erwarten, dass sich in jedem der folgenden Jahre die Besitzer von 10% der 
jeweils restlichen Anbaufläche ihrer Anbaumethode anschließen werden.  
 

(1) Bestimme  für die nächsten 5 Jahre die jeweils ökologisch genutzte Ackerfläche.  
 

(2) Skizziere  ein Schaubild, wie sich unter der genannten Erwartung die ökologisch genutzte 
Ackerfläche in Abhängi gkeit von der Zeit verändert und erläutere , warum es sich dabei um 
ein beschränktes Wachstum handelt. 

 

(3) Bestimme  eine Funktionsgleichung f(t), welche die ökologisch genutzte Ackerfläche nach t 
Jahren angibt. 

 

c) Abkühlen von Kaffee : Frisch aufgebrühter 80°C heißer Kaffee wird in einem 20°C warmen 
Raum stehen gelassen. f(t) sei nun die Temperatur des Kaffees zum Zeitpunkt t. In der folgenden 
Wertetabelle wird die Temperatur B(t) des Kaffees, die Temperaturdifferenz D(t) = 20 ð B(t) zur 
Raumtemperatur und die W achstumsgeschwindigkeit BË(t) f¿r die Zeitpunkte t = 0, 1, é, 10 
angegeben. 
 

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

B(t) 80 71 63,4 56,8 51,3 46,6 42,6 39,2 36,3 33,9 31,8 

B´(t) -9,8 -8,3 -7,1 -6 -5,1 -4,3 -3,7 -3,1 -2,7 -2,3 -1,9 

D(t) = 20 ð B(t) -60 -51 -43,4 -36,8 -31,3 -26,6 -22,6 -19,2 -16,3 -13,9 -11,8 

B´(t):D(t)            
 

(1) Zeichne den Grafen zu B. 
 

(2) Berechne den Quotienten aus Abkühlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz zur Raum-
temperatur f¿r die Zeitpunkte t = 0, 1, é, 10 und  begründe, dass es sich bei der Funktion B 
um ein beschränktes Wachstum handelt. 
 

(3) Ermittle  eine Funktion, dessen Graf den Verlauf des Abkühlvorgangs gut wiedergibt (runde 

k auf die vierte Nachkommastelle). [Zur Kontrolle: "Ô ςπφπϽÅ ȟ .] 
  

(4) Berechne mit Hilfe des Funktionsterms die Temperatur des Kaffees nach 20 Minuten und 
den Zeitpunkt, an dem der Kaffee die Temperatur von 40°C unterschritten hat.  

 

(5) Gib  die Abkühlungsrate (in  
ȍ 

) der noch vorhandenen Temperaturdifferenz  zur Raumtem-

peratur an. 
 

d) Karpfenpopulation: In einem Karpfenteich, in dem 1000 Karpfen leben können, werden zu Be-
ginn 100 Tiere ausgesetzt. Diese vermehren sich so, dass die jährliche Zuwachsgeschwindigkeit 
15% des Unterschiedes zwischen 1000 und aktuellem Fischbestand beträgt. Ermittle  den Term 
für  die Anzahl der Fische im Teich in Abhängigkeit von der Zeit.  

 

e) Wachstum einer Sonnenblume:  Unter günstigen Bedingungen kann eine Sonnenblume 3 m 
groß werden. Wöchentlich kann sie um 12% der Differenz zwischen 3 m und aktueller Höhe 
wachsen. Eine Pflanze ist am Anfang 50 cm hoch. Bestimme  den Term für ihre Größe in Abhän-
gigkeit von der Zeit.  

 

f) Kabelanschluss:  Eine Gemeinde mit 5000 Haushalten erhält Kabelanschluss. Zu Beginn werden 
200 Haushalte angeschlossen. Danach kommen monatlich 5% der Differenz zu 5000 hinzu. Er-

mittle  den Term für die Anzahl der Haushalte in Abhängigkeit von der Zeit und untersuche , ab 
wann 90 % aller Haushalte verkabelt sind. 
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g) Fieberentwicklung: Ein Patient hat Fieber mit 40°C Körpertemperatur. Er erhält ein fiebersen-
kendes Mittel, das die Körpertemperatur nach Wirkungseintritt stündlich um 80% der Differenz 
zur normalen Körpertemperatur von 36,8°C erniedrigt. Gib  den Term für die Körperkerntem-
peratur an. 

 

h) Beschränktes Wachstum und Integralrechnung:  
 

Eine Tasse Tee hat eine Ausgangstemperatur von 80 °. Die Umgebungstemperatur beträgt 25 °C. 
Die momentane Änderungsrate der Temperatur des Tees (in °C pro Minute) kann näherungs-
weise durch die Funktion v mit ÖÔ φȟφϽÅ ȟ  beschrieben werden.  
 

(1) Bestimme  eine Stammfunktion von v.  
 

(2) Berechne mithilfe einer Stammfunktion ᷿ ÖÔÄÔ und ᷿ ÖÔÄÔ und deute die beiden 

Werte im obigen Sachkontext. 
 

(3) Gib  eine Funktion f an, mit der die Temperatur nach t Minuten beschrieben werden kann.  
  

(4) Untersuche , wann die Temperatur des Tees auf 40 °C abgekühlt ist. 
 

(5) Stelle  die Grafen von f und v in einem Koordinatensystem dar. 
 

i) Exponentielles Wachstum mit k < 0:  
 

(1) Gib  die Sättigungsgrenze S, den Anfangswert B(0), den Proportionalitätsfaktor k und den 
Wachstumsfaktor a für die beiden Zerfallsfunktionen B und C aus Aufgabe 2 e) an. 

 

(2) Begründe , dass es sich bei der exponentiellen Abnahme im Rahmen des exponentiellen 
Wachstums (k < 0) um einen Spezialfall des beschränkten Wachstums handelt. 

 

Aufgabe 4: Logistisches Wachstum 21 
 

Bei vielen Wachstumsvorgängen in der Natur fällt auf, dass das Wachstum anfangs annähernd ex-
ponentiell verläuft. Mit zunehmender Zeitdauer verlangsamt es sich allerdings und kommt schließ-
lich zum Erliegen.  
 

Beschreibt man diesen Verlauf mithilfe der momen tanen Wachstumsgeschwindigkeit B´(t), so ist 
anfangs, wenn das Wachstum annähernd exponentiell verläuft, B´(t) in etwa proportional zum mo-
mentanen Bestand B(t). Gegen Ende des Beobachtungszeitraumes nähert sich das Wachstum dem 
beschränkten Wachstum, damit ist B´(t) näherungsweise proportional zum Sättigungsmanko S ð 
B(t), wobei S die Sättigungsgrenze ist. Insgesamt kann bei der beschriebenen Situation angenommen 
werden, dass B´(t) zum Produkt aus B(t) und S - B(t) proportional ist. Wachstum, das in dieser Form 
beschrieben werden kann, heißt logistisches Wachstum.  

 
Dabei gilt folgender  Satz: 
 

Satz: Eine Bestandsfunktion ἌἼ
Ἄ Ͻἡ

Ἄ ἡἌ ϽἭἳϽἡϽἼ
 (k > 0) beschreibt logistisches Wachstum und 

erfüllt eine Differentialgleichung der Form  ἌǰἼ ἳϽἌἼϽἡ ἌἼ .  

 

                                                 
21 fakultativ  
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a) Verbreitung von Gerüchten:  Bei zwei unterschiedlichen Gruppen von amerikani-
schen Farmern wurde untersucht, wie sich Informationen zu einem neuen Dünge-
mittel verbreiten. Die Farmer der ersten Gruppe lebten weitgehend isoliert und er-
hielten ihre Informationen vorwiegend aus Fachzeits chriften und Massenmedien.  
Die der zweiten Gruppe hatten intensiven Umgang miteinander und wurden über-
wiegend durch ăMund-zu-Mund -Propagandaò informiert. F¿r den Informations-
grad B in Abhängigkeit von der Zeit ergaben sich zwei Graphen, die am rechten 
Rand dargestellt werden. Begründe  welcher Graph zu welcher Gruppe gehört.  

 

b) Hopfen und Malz:  Hopfen, der zur Herstellung von Bier benötigt wird, ist eine schnell wach-
sende Schlingpflanze. Um Aussagen über das Höhenwachstum zu machen, wurde bei einer Un-
tersuchung die folgende Messreihe aufgenommen:  

 

Zeit t in Wochen 0 2 4 6 8 10 12 16 

Höhe B(t) in m 0,6 1,2 2,0 3,3 4,1 5,0 5,5 5,8 
 

(1) Trage die Messwerte in ein geeignetes Koordinatensystem ein . 
 

(2) Lege anhand der Tabelle den Anfangswert B(0) und die Sättigungsgrenze S des Wachstums 
fest und gib  die dazugehörige Differentialgleichung an, wenn man logistisches Wachstum 
voraussetzt. 

 

(3) Bestimme  die fehlenden Parameter k mithilfe eines Messpunktes und gib  eine mögliche 
Funktionsgleichung B(t) an.  

 

(4) Zeichne  den Graphen von B in das vorhandene Koordinatensystem.  
 

(5) Bestimme  die Höhe des Hopfens nach 18 Wochen.  
 

(6) Untersuche  mit und ohne GTR, ob der Hopfen nach 4 Wochen schneller wächst als nach 8 
Wochen. 

 

c) Kran kheitsentwicklung:  Im tropischen Regenwald lebt isoliert ein 5000 Menschen zählender 
Indianerstamm. Einer seiner Bewohner wird unabsichtlich mit einer ungefährlichen, aber sehr 
ansteckenden Grippe infiziert. Durch gegenseitige Ansteckung in den darauffolge nden Wochen 
zählt man nach 4 Wochen bereits 300 Kranke. Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren, 
geht man von logistischem Wachstum der Anzahl B der Erkrankten aus.  
 

(1) Erläutere , was für diese Annahme eines logistischen Wachstums spricht. 
 

(2) Bestimme  den Funktionsterm B(t).  
 

(3) Untersuche , nach welcher Zeit die Hälfte der Stammesbewohner krank ist und gib an , wel-
che Bedeutung dieser Zeitpunkt für die weitere Ausbreitung der Krankheit hat.  
 

(4) Ermittle  die mittlere Zunahme an Erkrankten pro Woche in den ersten 2 Monaten.  
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1.6 Kontrollaufgaben  
 

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben  
 
Kompetenzen im Bereich der hilfsmittelfreien Aufgaben  
 

Ich kann é 

W
o

? 

si
ch

e
r 

zi
e

m
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h
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r 
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r 
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h

r 
u
n

si
ch

e
r 

den Graf einer Exponentialfunktion sowie einer Tangente an den Gra-
fen der Exponentialfunktion skizzieren.  

1a)     

eine Gleichung einer Tangente an den Grafen einer Exponentialfunk-
tion rechnerisch mittels Ableitungsterm bestimmen.  

1b)     

die Funktionsgleichung eines transformierten Grafen angeben. 1c)     

begründend Funktionsgleichungen von Exponentialfunktionen ent-
sprechenden Grafen zuordnen. 

2a)     

mithilfe von Funktionsgleichungen und grafisch beschreiben, wie ein 
Graf einer Exponentialfunktion durch einfache Transformationen aus 
dem Grafen einer natürlichen Exponentialfunktion hervorgeht.  

2b), 
2c), 2d) 

    

Exponentialgleichungen lösen. 3a)     

Integrale mithilfe von Stammfunktionen aus der Funktionsklasse von 
natürlicher Exponential - und Logarithmusfunktion lösen.  

3b)     

Aussagen zu einer Geschwindigkeitsfunktion eines beschränkten 
Wachstumsprozesses begründend überprüfen, ob sie wahr oder 
falsch sind. 

4     

höhere Ableitungen von sinh und cosh bestimmen und eine Regel-
mäßigkeit erkennen. 

5a)     

rechnerisch zeigen, dass die Grafen von sinh und cosh keine Schnitt-
stellen haben. 

5b)     

die Grafen von sinh und cosh auf Symmetrie prüfen.  5c)     

die Grafen von sinh und cosh auf globale Extremstellen und Krüm-
mungsverhalten  untersuchen. 

5d), 5e)     

Flächeninhalte von beschränkten und unbeschränkten Flächen, die 
durch die Grafen von sinh und cosh begrenzt werden mit einer 
Stammfunktion berechnen. 

5f)     

 ÃÏÓÈὼ ÓÉÎÈὼ ρ beweisen. 5g)     
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Kompetenzen im Bereich der  Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln  
 

Ich kann é 
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? 
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r 
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eine beliebige Exponentialfunktion von der Basis 2 mithilfe des natür-
lichen Logarithmus zur Basis e darstellen. 

1a)     

mithilfe der Ableitung Tangenten an den Grafen einer beliebigen Ex-
ponentialfunktion bestimmen.  

1b)     

den Grafen einer Exponentialfunktion sowie zweier Tangenten mit-
hilfe des GTR in einem Koordinatensystem darstellen. 

1c)     

unter Nutzung einer Stammfunktion Flächeninhalte von unbe-
schränkten und beschränkten Flächen berechnen, die durch den Graf 
einer Exponentialfunktion und der x -Achse sowie zweier Tangenten 
und der x -Achse begrenzt werden. 

1d)     

rechnerisch nachweisen, dass bei einer Exponentialfunktion eine Stre-
ckung in y-Richtung gleichbedeutend ist mit einer geeigneten Ver-
schiebung in x-Richtung. 

1e)     

auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter a und b 

einer exponentiellen Wachstumsfunktion der Form ÆÔ ÁϽÅ  ermit-
teln. 

2a)     

mit einer Modellfunktion Problemstellungen lösen, bei denen Expo-
nentialgleichungen gelöst werden müssen. 

2b), 3a)     

den Ableitungsterm einer exponentiellen Wachstumsfunktion be-
rechnen und ihre Bedeutung im Sachzusammenhang angeben. 

2c)     

Geschwindigkeiten einer Bestandsfunktion zum beschränkten 
Wachstum mithilfe des GTR bestimmen und grafisch darstellen.  

2d)     

begründen, warum einen vorgegebene Modellfunktion ungeeignet 
ist, um einen Wachstumsvorgang zu modellieren.  

2e)     

einen Grafen zum beschränkten Wachstum im vorgegebenen Kon-
text skizzieren. 

2f)     

begründen, warum eine Funktionsgleichung zum Wachstumspro-
zess des beschränkten Wachstums passt. 

2f), 3f)     

Parameter c, d und k einer Funktionsgleichung ÆÔ Ã ÄϽÅ  zum 
beschränkten Wachstum im Sachkontext interpretieren und pas-
sende Werte für c, d und k angeben. 

2g), 3f), 
3g) 

    

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass 

eine  Funktionsgleichung von der Form ÆÔ ÃϽÅ  ist und ein expo-
nentielles Wachstum beschreibt. 

3b)     

Parameter c und k einer Funktionsgleichung ÆÔ ÃϽÅ  zum expo-
nentiellen Wachstum im Sachkontext interpretieren und den Wachs-

tumsfaktor a = Å angeben. 

3c)     

mittels Ableitungen der Modellfunktion nachweisen, dass der Graf 
einer Funktion streng monoton wachsend und linksgekrümmt ist.  

3d)     

den Randwert als maximale Steigung identifizieren und die zugehö-
rige Wachstumsgeschwindigkeit mittels Ableitung berechnen.  

3e)     

die Tauglichkeit einer Modellfunktion für einen bestimmten Zeit-
raum kritisch prüfen.  

3e)      
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mittels Integralrechnung die Bestandsfunktion eines beschränkten 
Wachstums bestimmen, wenn die Funktion zur Wachstumsgeschwin-
digkeit gegeben ist. 

3f)     

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass 

eine  Funktionsgleichung von der Form ÆÔ 3 ÄϽÅ  ist und ein 
beschränktes Wachstum beschreibt. 

3f)     

prüfen, ob eine Übergangsstelle zweier Teilfunktionen knickfrei ist.  3f)     

auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter S, d und 

k einer beschränkten Wachstumsfunktion der Form ÆÔ 3 ÄϽÅ   
ermitteln.  

3g)     

nachweisen, dass einen Funktion logistisches Wachstum beschreibt. 3h)     

anhand des Krümmungsverhaltens begründen, welches Modell am 
besten geeignet ist. 

3h)     

ein Verfahren beschreiben, mit dem man die größte Differenz zwi-
schen Modellfunktion f und der Funktion h in einem Intervall be-
rechnen kann. 

3h)     
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Teil I: Hilfsmittelfreier Teil  
 

Aufgabe 1: Skizzieren eines Grafen, Tangente und Punktspiegelung.  
 

Gegeben ist die Funktion f mit ÆØ ςϽÅȟ . 
 

a) Skizziere den Grafen von f und die Tangente t an den Grafen an der Stelle 2.  
 

b) Berechne die Gleichung der Tangenten t an den Grafen von f an der Stelle x = 2.  
 

c) Der Graf von f wird am Ursprung gespiegelt. Bestimme  den dazugehörigen Funktionsterm.  
 

Aufgabe 2: Transformationen von Exponentialfunktionen  
 

Gegeben sind drei Grafen und sechs Funktionsgleichungen.  
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

ÆØ υ τϽπȟχυ ÆØ Å  ÆØ υ τϽÅ 

ÆØ ϽÅ  ÆØ υ τϽÅ ȟ  ÆØ υ τϽÅ ȟ  
 

a) Ordne  jedem Graf die passenden Funktionsgleichungen zu.22 Begründe  Dein Vorgehen. 
 

b) Gib  die Transformationen an, die notwendig sind, um vom Grafen der natürlichen Exponenti-
alfunktion f mit  ÆØ Å zum Grafen zur Funktion f 5 zu gelangen. 

 

c) Beschreibe, wie sich eine Funktionsgleichung verändern, wenn man bei der Beschriftung der  
 

(1) y-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.  
 

(2) x-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.  
 

d) Gib  für die Vorgänge (1) und (2) die Funktionsgleichungen an, die man in Bezug auf die Aus-
gangsfunktion f 1 und f2 erhält.  

 

Aufgabe 3: Gleichungen und Integrale lösen  
 

a) Bestimme  die Zahl x, die folgende Gleichungen löst.  
 

Å χ  Å   ᷿ ÄÔÌÎρπ  Å χ π ÌÎØ φ Å τÅ τ π 

 

b) Berechne mithilfe der Stammfunktion folgende Integrale.  
 

᷿ ÅÄØ  ᷿ Å ÄØ  ᷿ Å Ø ρÄØ  ᷿ ÄØ  ᷿ ЍØÄØ  ᷿ ÄØ  

 

                                                 
22 Es kann auch mehr als eine Funktionsgleichung zugeordnet werden . 
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Aufgabe 4: Sinkgeschwindigkeit eines Steins23 
 

Ein Stein sinkt in einem See. Für seine Sinkgeschwindigkeit gilt: ÖÔ ςȟυϽρ Å ȟ . Dabei ist t 
die Zeit in Sekunden seit Beobachtungsbeginn und v(t) die Sinkgeschwindigkeit in Meter pro Se-
kunde. 
 

Entscheide unter Angabe einer Begründung, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.  
 

Aussage 

W
a

h
r 

F
a

ls
ch

 

Begründung 

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist 
immer positiv.     

Die maximale Sinkgeschwindigkeit 
wird zu Beginn erreicht.     

Der Stein erreicht den Boden des Sees 
niemals.    

Die maximale Beschleunigung des Stei-
nes wird zu Beginn erreicht.     

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt ge-
sunken ist. 

   

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer klei-
ner als 2,5 Meter pro Sekunden.    

Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt 
sich jeweils in 0,9 Sekunden.    

 

                                                 
23 Aufgabe modifiziert nach  Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 5: Sinus Hyperbolicus  und  Cosinus Hyperbolicus   
 

Die Funktionen sinh und cosh mit ÓÉÎÈØ ϽÅ Å  und 

ÃÏÓÈØ ϽÅ Å  heißen Sinus Hyperbolicus  und Co-

sinus Hyperbolicus . Ihre Graphen sind rechts dargestellt.  
 

a) Berechne die 1. und 2. Ableitung von ÓÉÎÈ und ÃÏÓÈȢ Gib  
die 1810. und die 2013. Ableitung von ÓÉÎÈ und ÃÏÓÈ an. 

 
b) Zeige, dass die beiden Graphen keine gemeinsamen 

Schnittpunkte haben.  

 

[Tipp: Setze die Funktionsterme gleich und zeige, dass die 
Gleichung unlösbar.]  

 

c) Begründe , dass ÓÉÎÈ punktsymmetrisch zum Ursprung und ÃÏÓÈ achsensymmetrisch zur y-
Achse ist. 

 

d) Zeige, dass (0/1) globaler Tiefpunkt von cosh ist und cosh durchweg linksgekrümmt ist.  

 

e) Untersuche  den Grafen von sinh auf sein Krümmungsverhalten.  

 

f) Berechne mithilfe der Stammfunktion den Flächeninhalt der Fläche, den beide Grafen  

 

(1) über dem Intervall [0; 1] einschließen. 

 

(2) über dem Intervall πȠ Њ  einschließen. 

 

g) Beweise: ÃÏÓÈὼ ÓÉÎÈὼ ρ.  

 

[Tipp: 1. und 2. Binomische Formel und ÅϽÅ ρ] 
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR  
 

Aufgabe 1: Ableitung, Tangente, Flächenberechnung und Transformation  
 

Gegeben ist die Funktion f mit ÆØ ς. 
 

a) Stelle  den Funktionsterm zur Basis e dar und bestimme die erste Ableitung.  
 

b) Ermittle  rechnerisch mithilfe von f´(x) die Gleichungen der Tangenten t 1 und t 2 an den Grafen 
von f in den Punkten (1/f(1)) und ( -1/f( -1)).  

 

[Kontrollergebnisse zum Weiterarbeiten: ÔØ ρȟσωὼ πȟφρȠÔØ πȟσυὼ πȟψυ] 
 

c) Stelle  die Situation in einem Koordinatensystem dar. 
 

d) Ermittle  mit der Stammfunktion den Flächeninhalt der Fläche, die  
 

(1) vom Grafen von f über dem Intervall [ -1; 0] mit der x-Achse eingeschlossen wird. 
 

(2) vom Grafen von f über dem Intervall ЊȠ π mit der x -Achse eingeschlossen wird. 
 

(3) von den beiden Tangenten t1 und t 2 und der x -Achse begrenzt wird.  
 

[Hinweis: Verwende die Tangentengleichung aus dem Kontrollergebnis aus b) und runde 
Schnitt- und Nullstell en sowie den Flächeninhalt auf die zweite Nachkommastelle.]  

 

e) Der Graf von f wird in y -Richtung um den Faktor 2 gestreckt, so dass der Graf von g entsteht. 
Ermittle eine Verschiebung, so dass der Graf von g aus dem Grafen von f entsteht.  

 

Aufgabe 2: Abkühlen von Kaffee   
 

Peter kauft sich bei einem Fußballspiel in der Halbzeitpause zum Aufwärmen eine Tasse Kaffee. Bei 
einer Außentemperatur von frostigen 0 ɕC kühlt der warme Kaffee schon nach einer Minute auf 
86,04 ɕC ab. Nach zwei Minuten beträgt die K affeetemperatur nur noch 82,25 ɕC. Die Temperatur 

des Kaffees kann durch eine Funktion der Form ÆÔ ÁẗÅϽ beschrieben werden (t Ó 0, t in Minuten, 
f(t) in ɕC, a Ó 0 und b < 0).  
 

a) Ermittle  die Parameter a und b und gib  die Anfangstemperatur an. 
 

Für die Temperatur des Kaffees (in C̄) wird nachfolgend die exponentielle Funktionsgleichung 

ἮἼ ẗἭ ȟ ϽἼ (t Ó 0; t in Minuten) angenommen. 
 

b) Bestimme  die Temperatur des Kaffees nach 10 Minuten und berechne den Zeitpunkt, an dem 

die Kaffeetemperatur unter 45 C̄ gesunken ist. 
 

c) Ermittle  ÆǰÔ und gib  die Bedeutung des Ableitungsterms im Sachzusammenhang an.  

d) Bestimme  mit dem GTR die Geschwindigkeit der Temperaturabnahme in ěC pro Minute nach 
einer, fünf, zehn und 30 Minuten. Beschreibe den Abkühlungsvorgang und skizziere  den Gra-
fen von f´. 

e) Begründe , warum die Modellfunktion für den Abkühlungsvorgang bei einer Raumtemperatur 

von 20 ̄ C ungeeignet ist. 

f) Frank hat VIP-Karten und trinkt im VIP -Raum in der Pause ebenfalls einen Kaffee. Sei g die 

Funktion, die den Abkühlungsvorgang von 90 C̄ heißem Kaffee bei einer Raumtemperatur von 

20 ̄ C beschreibt.  
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(1) Skizziere  neben dem Grafen von f einen möglichen Graphen zur Funktion g und begründe , 

dass g von der Form ÇÔ Ã ÄϽÅ  ist. 
 

(2) Interpretiere die Parameter c, d und k und gib  passende Werte für c und d und k an. 
 

Aufgabe 3: Modifizierte Abituraufgabe zu Wachstumsprozessen 24 
 

Die Höhe eines Strauches in den ersten zwanzig Tagen nach dem Aus pflanzen 
wird durch die Funktion h mit  
 
ÈÔ πȟςϽÅȟϽ ȟ (t in Tagen, h(t) in Metern)  
 
beschrieben. Diese Pflanze hat zum Zeitpunkt des Auspflanzens eine Höhe von 
8 cm und ist am Ende des 20. Tages (t = 20) auf eine Höhe von etwa 60 cm ge-
wachsen. Der Graf ist in der Abbildung unten links angegeben.  
 
a) Berechne, zu welchem Zeitpunkt der Strauch eine Höhe von 50 cm hat. 
 
b) Zeige durch Angabe der Parameter c und k, dass die Funktion h ein exponentielles Wachstum 

der Form ÈÔ ÃϽÅϽ beschreibt.  
 

[Tipp: Wende zunächst ein Potenzgesetz an.] 
 
c) Gib  die Bedeutung der Parameter c und k im Sachkontext an und bestimme den Wachstums-

faktor a.  
 
d) Weise nach, dass der Graf zu h f¿r 0 Ò t Ò 20 streng monoton wachsend und linksgekr¿mmt ist. 
 
e) Bestimme  rechnerisch den Zeitpunkt innerhalb der ersten zwanzig Tage (0  Ò t Ò 20), an dem 

die Pflanze am schnellsten wächst und berechne die zugehörige Wachstumsgeschwindigkeit. 
Begründe , warum die angegebene Funktion h nur für einen begrenzten Zeitraum die Höhe der 
Pflanze beschreiben kann. 

 
f) Vom Beginn des 21. Tages an verringert sich die Wachstumsgeschwindigkeit des Strauches. 

Von diesem Zeitpunkt an ist nur noch die Wachstumsgeschwindigkeit (in Meter pro Tag) be-
kannt, sie wird beschrieben durch die Funktion z mit  

 
 ÚÔ πȟπςϽÅ ȟϽ ȟ (t in Tagen, z(t) in Meter pro Jahr) 
 
Die Höhe des Strauches f¿r t Ó 20 soll durch eine Funktion h2 beschrieben werden. 
 

(1) Ermittle  einen Term h2(t), der die Hºhe des Strauches nach t Tagen f¿r t Ó 20 beschreibt.  
 

[Zur Kontrolle: È Ô ρȟς πȟςϽÅ ȟϽ ȟ Ô ςπȟÖÇÌȢ!ÂÂȢÌÉÎËÓ ÕÎÔÅÎ 
 

(2) Begründe  anhand des Terms È Ô, dass der Strauch nicht beliebig hoch wird, und gib  die 
maximale Höhe des Strauches an. 

 
(3) Weise rechnerisch durch Angabe der Parameter S, b und k nach, dass die Funktion h2 ein 

beschränktes Wachstum der bekannten Form È Ô 3 ÂϽÅ Ͻ beschreibt.  
 

[Tipp: Wende zunächst ein Potenzgesetz an.] 
 

                                                 
24 Modifiziert nach Zentralabitur NRW 2009  
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(4) Interpretiere  die Werte der Parameter S, b und k im Sachkontext. 
 

(5) Untersuche , ob die Übergangsstelle t = 20 knickfrei ist, d. h. h´(20) = h2´(20) gilt. 
 
Nun soll eine Funktion die Pflanzenhöhe für den gesamten Zeitraum , also über die ersten zwanzig 
Tage hinaus, möglichst zutreffend modellieren. Die mittlere Abbildung stellt den Grafen einer 
Funktion f 1 zu einem beschränkten Wachstum dar (Modell 1 ). Rechts ist der Graf einer Funktion f2 
zu sehen, der ein logistisches Wachstum beschreibt (Modell 2 ). Die linke Abbildung zeigt den Gra-
phen, der aus den beiden Funktionen h (0 Ò t Ò 20) und h2 (t > 20) zusammengesetzt ist und den 
tatsächlichen Verlauf der Strauchhöhe wiedergibt.  
 

   

Tatsächlicher Verlauf  Modell 2  Modell 3  

 
g) Modell 1 (beschränktes Wachstum): Da der Strauch nicht höher als ungefähr 1,2 m wird, muss 

die Modellfunktion beschränkt sein. Zunächst wird dafür eine Modellfunktion f 1 gewählt, die 

die Form ÆÔ 3 ÄϽÅ  hat. Dabei ist S = 1,2 die obere Grenze, welche die Höhe der 
Pflanze auf lange Sicht nicht überschreitet. 

 
(1) Bestimme  die Parameter d und k so, dass der Strauch beim Auspflanzen und am 20. Tag 

die beobachteten Höhen von 0,08 m bzw. von 0,60 m besitzt. 
 

(2) Gib  die Bedeutung des Parameters d an. 
 
h) Modell 2 (logistisches Wachstum):  In einem alternativen Ansatz soll ein logistisches Wachs-

tum der bekannten Form  ÆÔ
 Ͻ

  Ͻ ϽϽ  angenommen werden. 

 

Zeige, dass die Funktion f2 mit ÆÔ
ȟ

ȟ ȟ Ͻ ȟ Ͻ  ein logistisches Wachstum beschreibt, bei 

dem die Anfangshöhe 0,08 m beträgt, nach 20 Tagen eine Höhe von 0,60 m vorhanden ist und 
langfristig 1,2 m nicht überschritten werden.  
 
i) Begründe  anhand des Krümmungsverhaltens, welche der Model lfunktionen f 1 und f 2 eher ge-

eignet ist, die Strauchhöhe (in Abb. 1) in Metern in Abhängigkeit von der Zeit in Tagen zu be-
schreiben (vgl. Abb. 1, 2 und 3). 

 
j) Beschreibe ein Verfahren zur Berechnung der größten Differenz zwischen einer (differenzier-

baren) Modellfunktion f und der Funktion h im Intervall [0; 20].  
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1.7 Lösungen 
 

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen  
 

1a)  
 

1 2 3 4 

ÆØ ς ÆØ πȟυϽπȟυ ÆØ σϽσ ÆØ σϽσ 
 
1b) 

 

x -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3 

ÆØ τϽς 0,5 1 2 4 5,67 8 16 32 
ÇØ ςϽπȟυ 16 8 4 2 1,41 1 0,5 0,25 

 

¶ Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 vergrößert, dann verändert sich der 

der Funktionswert mit dem Wachstumsfaktor a.  

¶ Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 verkleinert, dann verändert sich der 

der Funktionswert mit dem Kehrwert a -1des Wachstumsfaktors a. 

¶ Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k vergrößert, dann verändert sich der 

Funktionswert mit dem Faktor a k. 

¶ Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k verkleinert, dann  verändert sich der 

Funktionswert mit dem Faktor a -k. 
 

1c) 
 

Eine Funktionsgleichung der Form ÆØ ÃϽÁ beschreibt ein exponentielles Wachstum. Ist a > 1 
handelt es sich um eine exponentielle Zunahme (z. B. Zinswachstum). Im Falle 0 < a < 1 spricht man 
von einer exponentiellen Abnahme (z. B. radioaktiver Zerfall).  
 

1d) 
 

Bei der Normalparabel verläuft der Gr af für beide Ränder gegen + unendlich. Bei der Exponential-
funktion y = 2 x nähert sich der Graf für kleine x der x -Achse an, während er auf der anderen Seite 
für große x ebenfalls unbeschränkt wächst. Stellt man nun beide Funktionen für ganzzahlige posi-
tive x mithilfe einer Wertetabelle dar, erhält man:  
 

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

ὼ 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 

ς 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 
 

Man erkennt: Die Exponentialfunktion wächst schon recht früh sehr viel  stärker als die quadratische 
Funktion. Darüber hinaus ist bei der Exponentialfunktion jeder neue Wert in der Wertetabelle (um 
1) größer als die Summe aller vorherigen Einträge (z. B. 32 > 24 + 8 + 4 + 2 + 1). Bei der quadratischen 
Funktion gilt für x > 4:  Jeder neue Eintrag in der Wertetabelle ist kleiner als die Summe der vorheri-
gen Einträge (z. B. 25 < 16 + 9 + 4 + 1 + 0 = 30). Während bei der quadratischen Funktion bei Ver-
größerung des x-Wertes um 1 der vorherige Funktionswert um eine ungerade Zahl verg rößert wird 
(1, 3, 5, 7, usw.) wird bei der Exponentialfunktion der Vorgänger um den Faktor 2 erhöht.  
 

1e) 
 

Y1:Æπ σᵼÆØ σϽÁȠ Æρ φᵾ σϽÁ φᵾ Á ςᵼÆØ σϽς 
Y2: Æπ ρᵼÆØ  ÁȠ Æρ πȟυᵾ Á πȟυᵾ Á πȟυᵼÆØ πȟυ 
Y3: Æπ σᵼÆØ σϽÁȠ Æρ ω ᵾ σÁ ωᵾ Á σ ᵼÆØ σϽσ σ  

Y4: ÆØ ÃϽÁȠ Á ψᵾ Á ςȠ Æς ςπᵾ ÃϽς ςπᵾ Ã υᵼÆØ υϽς 
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Y5: ÆØ ÃϽÁȠ Á ȟ πȟππψᵾ Á Ƞ Æ ρ υᵾ ÃϽ υᵾ Ã ρᵼÆØ  

Y6: ÆØ ÃϽÁȠ Á ςχᵾ Á σȠ Æς ωᵾ ÃϽσ ωᵾ Ã ρᵼÆØ σ 
 

1f) 
 

ρ ς πȟυ            ς σ Ͻσ     σ σ σ σ ω      

τ σ σ Ͻσ σ Ͻω ωϽω                υ ςυȟ ȟ ȟ

ȟ
Ѝ

Ѝ
πȟςϽυ  

 

1g) 
 

Der Wachstumsfaktor a muss positiv sein, da z. B. für x = 0,5 die Wurzel aus a gezogen wird und 

dann Áȟ ЍÁ nicht definiert wäre. Der Fall a = 1 liefert keine Exponentialfunktion, sondern die 
Konstante y = c. 
 

2a) 
 

Die Funktionsgleichung lautet  ÆØ ς. 

Punkt A: ς ᵾ Ø ÌÏÇ ÌÏÇς σ   

Punkt B: ς ρᵾ Ø ÌÏÇς π 

Punkt C: ς Ѝςᵾ Ø ÌÏÇЍς Ø ÌÏÇςȟ πȟυ  

Punkt D: ς τᵾ Ø ÌÏÇς ς 
 

2b) 
 

Punkt E: ς πȟυᵾ Ø ÌÏÇπȟυ Ø ÌÏÇς ρ 
Der Logarithmus von b zur Basis 2 bezeichnet den Exponenten x (Hochzahl, Verhältniszahl), mit 
dem die Basis 2 potenziert werden muss, um die gegebene Zahl b zu erhalten. Gesucht ist also die 
Zahl x, so dass ς Â. Dieses Zahl x wird als Logarithmus von b zur Basis 2 definiert.  
 

2c) 
 

%ȡρυϽρȟσ σπᵾ ρȟσ ςᵾ Ø ÌÏÇȟςȠ ς Ø σ 

(ȡπȟρςυϽπȟυ πȟςυᵾ πȟυ ςᵾ Ø ÌÏÇȟς ÌÏÇȟπȟυ ρ 

5ȡτ φᵾ ςᵾ Ø ÌÏÇςȠ ς Ø ρ 

!ȡρ Ͻψᵾ ᵾ Ø ÌÏÇ Ƞ π Ø ρ 

3ȡρπϽς υπᵾ ς υᵾ ς ςȟυᵾ Ø ÌÏÇςȟυȠ ρ Ø ς 

$ȡ ρπᵾ ρπᵾ υππᵾ Ø ÌÏÇυππȠ ω Ø ψ  

3ȡςȟυ Ͻςȟυ ωωᵾ ςȟυ ωωᵾ Ø ÌÏÇȟ ωωȠ υ Ø φ 
4ȡρȟωυ ρᵾ ρȟωυ ρȟωυᵾ Ø ÌÏÇȟ ρȟωυ ς 
 

Es gilt nun folgende Rangfolge: DU HAST ES. 
 

3) 
 

Æπ τᵼÆØ τϽÁȠ Æρ ςᵾ τϽÁ ςᵾ Á πȟυᵼÆØ τϽπȟυ 

ÆØ ρȟυᵾ τϽπȟυ ρȟυᵾ πȟυ ᵾ Ø ÌÏÇȟ ρȟτς   
 

Çπ ρᵼÇØ ÁȠ Çρ ρȟυᵾ Á ρȟυᵾ Á ρȟυᵼÇØ ρȟυ 
ÇØ ςᵾ ρȟυ ςᵾ Ø ÌÏÇȟς ρȟχρ   
 

Èπ ρᵼÈØ ÁȠ È ρ ςᵾ Á ςᵾ Á πȟυᵼÈØ πȟυ 
ÈØ σȟυᵾ πȟυ σȟυᵾ Ø ÌÏÇȟσȟυ ρȟψρ   
 

Ëπ ςᵼËØ ςϽÁȠ Ëρ πȟυᵾ ςϽÁ πȟυᵾ Á πȟςυᵼËØ ςϽπȟςυ 
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ËØ ρȟυᵾ ςϽπȟςυ ρȟυᵾ πȟςυ πȟχυᵾ Ø ÌÏÇȟ πȟχυ πȟςρ   
 

4a) 
 

ÆØ ς
    

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÇØ ς ςϽς ςϽς 
 

ÆØ ς
        

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÇØ ςϽς 

 

4b) 
 

ÆØ σ
    

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÇØ σ σϽσ ωϽσ 

ÆØ σ
        

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÇØ ωϽσ σ  
 

ÆØ σ
    

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÈØ σ σϽσ Ͻσ 

ÆØ σ
        

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÈØ Ͻσ σ  

 

4c) 
 

Über den y-Achsenabschnitt lassen sich f und h zuordnen: f(0) = 1 und h(0) = 2. Daher gilt A = f 
und C = h. Über die Stelle x = -1 erkennt man: Der Graf von k entsteht durch Verschiebung des 
Grafen von h um 1 nach oben. Deshalb gilt k = D. Ebenso wird der Graf zu f um 2 nach oben ver-
schoben, so dass der Graf von g entsteht. Also ist  B = g.  
 

5a) 
 

Æπ φᵼÆØ φϽÁȠ Æ χχᵾ φϽÁ χχᵾ Á ςȟπχσσᵼÆØ φϽςȟπχσσ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5b)  
 

Æτ φϽςȟπχσσρρρȠÆ φϽςȟπχσσ υπφȠÆ φϽςȟπχσσ ρυςρυ  
 

5c) 
 

ÆØ ρςπππᵾ φϽςȟπχσσρςπππᵾ ςȟπχσσςπππᵾ Ø ÌÏÇȟ ςπππρπȟτς Jahre. An-
fang Mai des Jahres 2012 würde eine Abschussfreigabe erfolgen. 
 

5d) 
 

Mögliche Antworten für die Gültigkeit des Modells:  
 

¶ Die Fortpflanzungsbedingungen bleiben unverändert.  

¶ Es ist ausreichend Lebensraum für eine derartige Population vorhanden.  

¶ Die Kaninchen pflanzen sich kontinuierlich fort (entspricht nicht den realen Bedingungen)  
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¶ Im Modell ist wegen des zu kurzen Zeitraums die Sterberate nicht ausreichend berücksichtigt 

worden, ebenso die Dezimierung durch Krankheiten o. ä.  
 

6) 
 

(1) ăGilt immerò. Punktsymmetrie fªllt aus, da f(x) > 0 (f¿r c > 0) oder f(x) < 0 (c < 0). Auch Achsen-
symmetrie ist nicht möglich: Æ Ø ÆØ gilt nur für x = 0, denn  ÃϽÁ ÃϽÁᵾ Á ρᵾ Ø πȢ 
 

(2) ăKommt darauf anò. Die Gleichung ÃϽÁ Ä  (Schnitt der Exponentialfunktionen mit der Gera-

den y=d) besitzt genau eine Lösung Ø ÌÏÇ genau dann, wenn c und d beide das gleiche Vor-

zeichen haben und beide ungleich Null sind. Andernfalls gibt es keine Lösung.  
 

(3) ăGilt immerò. Der Term Á strebt im Falle a > 1 für x gegen minus unendlich gegen Null, im Falle 
0 < a < 1 für x gegen plus unendlich gegen Null. Der Faktor c beeinflusst nur, ob der Graf sich von 
oben (c > 0) oder von unten (c < 0) der x-Achse nähert. 
 

(4) ăGilt immerò. Zum einen erhªlt man f¿r den gleichen Wachstumsvorgang unterschiedliche 
Wachstumsfaktoren, wenn man den Startzeitpunkt nach vorne oder nach hinten verschiebt. Zum 
Beispiel beschreiben f und g mit ÆØ ÃϽÁ und ÇØ ÃϽÁ  denselben Wachstumsvorgang, nur 
dass der Start bei g um 2 Einheiten früher einsetzt. Zum anderen kann der Startwert zu unterschied-
lichen Zeitpunkten gewählt werden, ohne dass sich dadurch der Wachstumsvorgang als solcher 
verändert. Beispiel: f und g mit ÆØ ÃϽÁ und ÇØ ϽÁ ÃϽÁ    beschreiben denselben Vor-

gang, nur, dass der Startwert bei g um p Zeiteinheiten später erfolgt. 
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1.2 Die natürliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung  
 

1) 
 

Im linken Diagramm entsteht ein steigender Graf, der komplett oberhalb der x -Achse liegt. Im rech-
ten Diagramm erhält man einen fallenden Grafen, der unterhalb der x -Achse liegt. Sollte sich der 
Startpunkt auf der x -Achse liegen, erfüllt offenbar nur die Nullfunktion die geforderte Bedingung. 
Gesucht ist also eine Funktion f mit f(x) = f´(x). Wir w erden sehen, dass 
ÆØ ÃϽÅ Å ςȟχςȠÃ π ÕÎÄ ÆØ π die einzigen Funktionen sind, die diese Bedingung ð man 
auch diese Differenzialgleichung ð erfüllen.  
 
2) 
 

ÆØ σ ÇØ υ ÈØ  ËØ πȟς 

    

 

   

 

Die Zuordnung der Funktionsgleichung zu den Funktionsgrafen kann folgendermaßen begründet 
werden:  

¶ An der Stelle x = 1 haben die beiden steigenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher ge-

hört f zu C und g zu A.  

¶ An der Stelle x = -1 haben die beiden fallenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher gehört 

h zu D und k zu B.  
 

Für die Zuordnung von Graf und Ableitungsgraf können folgende Begründungen herangezogen 
werden:  

¶ Die beiden steigenden Grafen A und C haben überall eine positive Steigung. Daher muss der 

Graf der Ableitung komplett oberhalb der x -Achse liegen und es kommen nur die Grafen III und 

II in Frage. An der Stelle 0 ist Graf A steiler als Graf C. Somit besitzt der Ableitungsgraf bei x = 

0 einen größeren Funktionswert. Also: A gehört zu II und  C zu III.  

¶ Mit der gleichen Argumentation ist die Steigung des Grafen von B an der Stelle 0 steiler als bei 

Graf D, so dass Ableitungsgrafen I zu Graf B gehört und Graf D zu IV.  
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3a) 
 

Für f mit ÆØ ς  gilt: Æǰπ πȟφωσρ und ǰ πȟφωσρ. Formt man die zweite Gleichung nach 

f´(x) um und setzt f´(0) entsprechend  ein, erhält man: ÆǰØ ÆǰπϽÆØ πȟφωσρϽς. 
 

3b) und 3c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Es lässt sich der Zusammenhang von Aufgabenteil a für weitere Exponentialfunktionen bestätigen. 
Die Ableitung ist proportional zur Ausgangsfunktion. Die Proportionalitätskonstante entspricht 
dem Ableitungswert an der Stelle 0. Für einen Wert von ungefähr a = 2,72 liegen Graf und Ablei-
tungsgraf übereinander. Dieser Graf hat an der Stelle 0 die Steigung 1. 
 

3d) 
 

ÆØ È ÆØ

È
 

Á Á

È
 

ÁϽÁ Á

È
 

ÁϽÁ ρ

È
 

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

Differenzenquoti-
ent von f an der 
Stelle x 

Funktionsterm für f 
mit ÆØ Á eingesetzt 

Potenzgesetz angewen-

det: Á ÁϽÁ 
Á faktorisiert  

ÁϽ
Á Á

È
 ÁϽ

Æπ È Æπ

È ÈO π
ự  ÁϽÆǰπ ÆǰπϽÁ 

Für die Ableitung einer Expo-
nentialfunktion von der Form 
ÆØ Á gilt: ÆǰØ ÆǰπϽÁ 

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

Es gilt: 

Á Á sowie 
Á ρ 

 ist der  

Differenzenquotient  
von f an der Stelle 0 

Für h gegen Null ergibt 
sich der Ableitungswert 
von f an der Stelle x 

 

 

4a) 
 

Da für eine beliebige Exponentialfunktion ÆǰØ ÆǰπϽÆØ und für die natürliche Exponentialfunk-
tion ÆǰØ ÆØ gilt, muss bei der natürlichen Exponentialfunktion f´(0) = 1 sein.  
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4b) 
 

Å Å

È
ρ 

Mit È   

erhält man: 

Å ρ
ρ Å ρ  Å ρ  

Å Å

ρ  

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

f´(0) = 1. 
Ersetze h 

durch . 

  strebt für  

n Ƃ Ð auch  
gegen Null.  

Man multipli-
ziert mit dem 

Nenner . 
Man addiert 1.  

Man bildet die 
n-te Potenz 

 

4c) 
 

Der Graf von f liegt oberhalb der x -Achse, weil f(x) Å π. Der Graf besitzt daher keine Nullstel-
len. Da ÆǰØ ÆǰǰØ Å π ist, ist der Graf von f streng monoton steigend und linksgekrümmt. 
Aus diesem Grund existieren auch keine Extrem- und Wendestellen. 
 
4d) 
 

Es gilt allgemein: ᷿ÅÄØ Å Å Å. Für die angegebenen Intervalle gilt: 
 

πȠρ ρȠπ πȠÌÎρππ ÌÎρππȠπ ЊȠπ πȠЊ  

Å Å 
Å ρ 

Å Å

ρ  

Å Å
ρππρ 
ωω 

Å Å

ρ Å

ρ

πȟωω 

Å Å
ᴼ
ựựự ρ, 

da der Term Å 
für ÂO Њ ge-
gen Null strebt.  

Å Å
ᴼ
ựựự Њ 

da der Term Å 
für ÂO Њ ge-
gen +Ð strebt. 

 

5a) 
 

ÆØ πȟχυÅ Ø ςØρᵼÆǰØ πȟχυÅ ςØςᵼ ÆǰǰØ πȟχυÅ ς 

&Ø πȟχυÅ Ø Ø Ø 
 

5b) 
 

Æǰρ πȟχυÅᵼÔØ πȟχυÅϽØ ÂȠ Æρ πȟχυÅᵼπȟχυÅϽρ Â πȟχυÅᵼÂ πᵼÔØ πȟχυÅϽØ  
 

5c)  
 

ÆǰǰØ πȟχυÅ ς ςȟÄÁ ÊÅÄÅÒ Å 4ÅÒÍπᵼ'ÒÁÆ ÖÏÎ Æ ÉÓÔ ÌÉÎËÓÇÅËÒİÍÍÔȢ 
 

5d) 
 

Der Graf von f schließt über dem Intervall [0; 1] mit der x -Achse den folgenden Flächeninhalt B ein:  

" ᷿ÆØÄØ πȟχυÅ Ø Ø Ø πȟχυÅ πȟχυ πȟχυÅ   

Die Tangente t schließt über dem Intervall [0; 1] mit der x -Achse den folgenden Flächeninhalt C ein: 
# πȟσχυÅ (Dreiecksfläche) 
Es gilt A = B ð C = πȟχυÅ πȟσχυÅπȟσχυÅ πȟφπȢ  
 

Eine Überprüfung mit dem GTR liefert für die Formel des Flächeninhalts zwischen zwei Kurven:  

᷿ ÆØ ÔØ ÄØ ᷿ πȟχυÅ Ø ςØρ πȟχυÅϽØÄØ πȟφπ  
 

5e) 
 

Die Normalparabel hat die  Gleichung ÐØ Ø ρ Ø ςØρ. Durch Gleichsetzen mit f(x) er-
hält man: πȟχυÅ Ø ςØρ Ø ςØρᵾ πȟχυÅ π. Dies ist nicht möglich, da jede Potenz 
von e echt positiv ist. Daher haben die Grafen zu p und f keine Schnittpunkte. Vielmehr ist der Graf 
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zu p f¿r x Ƃ - Ð eine Asymptote, der sich der Graf von f annªhert. Denn: πȟχυÅ
ᴼ
ựựự π und somit 

f(x) å t(x) f¿r ØO Њ. 
 

6a) 
 

ÆØ ÇØᵾ Ø Å Ø Åᵾ Ø Ø πᵾ ØϽØ ρ πᵾ Ø π᷉ Ø ρ  
 

6b) 
 

ÆØ ÇØ Ø Å Ø Å Ø Ø  

!ÌÓÏȡ ! ᷿ ÆØ ÇØÄØ ᷿ Ø ØÄØ Ø Ø   
 

6c) 
 

ÆØ Ø ÅᵼÆǰØ ρ Åᵼ ÆǰǰØ Å π 
ÆǰØ ρ Å πᵾ Å ρᵾ ὼ πȠ Æπ ρȠ Æǰǰπ Å ρ πȡ (0/1) ist lokaler Tiefpunkt, der 
global, da der Graf wegen f´´(x) > 0 durchweg linksgekrümmt ist (oder an den Rändern jeweils gegen 
unendlich strebt).  
 

6d) 
 

ÇØ Ø ÅᵼÇǰØ ςØÅᵼ ÇǰǰØ ς ÅᵼÇǰǰǰØ Å 

ÇǰǰØ ς Å πᵾ Å ςᵾ Ø ÌÎςȠÇǰǰǰÌÎς Å ς π 2Ò,É0Ïȡ Ø ÌÎς ist 
Rechts-Links -Wendestelle. 
 

7a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7b)  
 

ÆØ Å
    

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÆØ Å ρ 

ÆØ Å
   

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÆØ Å 

ÆØ Å
    

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÆØ Å  

ÆØ Å
   

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÆØ Å  

 

7c) 
 

Da der Graf von f 5 an der y-Achse gespiegelt wurde, ist jeder negative Steigungswert des Grafen 
von f 5 an einer Stelle -a genau der positive Steigungswert des Grafen von f1 an der Stelle a. Dies sieht 
man zum Beispiel daran, dass das Steigungsdreieck der Tangente an der Stelle a das gleiche Ǥy 
besitzt wie die vergleichbare Tangente des gespiegelten Grafen, aber Ǥx sich um das Vorzeichen 
unterscheidet (vgl. Abb. oben rechts). Es gilt daher Æǰ Á ÆǰÁ Å. Mit der folgenden Sub-
stitution Ø Áᵾ Á Ø gilt: ÆǰØ Å . 
 

 

Ǥy Ǥy 

ǤX ǤX 

a -a 
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1.3 Natürlicher Logarithmus ð Ableitung der Exponentialfunktion  
 

1a) 
 

Å φᵾ Ø ÌÏÇφ ρȟψ 
 

1b) 
 

(1) Å φᵾ Ø ÌÏÇφ ÌÎÅ 
 

(2) Sei Å ÂȢ  Dann ist nach der Definition des natürlichen Logarithmus   Ø  ÌÎÂ und damit gilt 

auch durch Einsetzen von x in der Startgleichung: Å Â. Für die zweite Gleichung kann folgen-

dermaßen geschlossen werden: Å Å hat die nach der Definition des natürlichen Logarithmus die 

Lösung Ø  ÌÎÅ . Andererseits gilt offenbar x = b. Also: Â  ÌÎÅ . 
 

σ ÌÎρ ÌÎÅ πȟÌÎÅ ÌÎÅ ρ. Es gilt Ø Å ρ Å, dann kann wegen der streng 
steigenden Monotonie der natürlichen Exponentialfunktion  ÌÎØ π gefolgert werden. Analog gilt 

auch Ø Å ρ Åᵼ ÌÎØ π. 
 

(4) Å Ͻ Å  nach der Potenzregel für Logarithmen. 
 

1c) 
 

ÆØ σ Å ϽȟÇØ Å Ͻ Å ϽȟÈØ Å ȟϽ Å Ͻ Å Ͻ  
 

1d) 
 

ρ Å ρυᵾ ὼ ÌÎρυ ςȟχρ 

ς Å ςȟτᵾ ὼ ÌÎςȟτ πȟψψ 

σ Å χᵾ ςὼ ÌÎχᵾ ὼ ÌÎχ ÌÎЍχ πȟωχ 

τ σϽÅ ρφȟςᵾ Å υȟτᵾ τὼ ÌÎυȟτᵾ ὼ ÌÎυȟτ ÌÎ υȟτ πȟτς 

υ Å ρπᵾ ὼ ÌÎρπᵾ ὼ ÌÎρπ ÌÎπȟρ ςȟσ 

φ Å ρᵾ τ ὼ ÌÎρ πᵾ ὼ τ 

χ Å υᵾ τ τὼ ÌÎυᵾ τὼ ÌÎυ τᵾ ὼ ρ ÌÎυ ρ ÌÎЍυ πȟφπ 

ψ ςϽÅ υᵾ Å ςȟυᵾ ὼ ÌÎςȟυᵾ ὼ ÌÎςȟυ ÌÎπȟτ πȟωρ 

ω Å ρπᵾ ςὼ ρ ÌÎρπᵾ ὼ ÌÎρπ πȟφυ 

ρπ σϽÅȟ ρᵾ Åȟ ᵾ πȟυὼ ρ ÌÎ ᵾ ὼ ςÌÎ ς ÌÎ ς πȟςπ 

ρρ ϽÅ ᵾ Å ᵾ ὼ ρ ÌÎ ᵾ ὼ τÌÎ τ ρȟωφ 

ρς ϽÅ ȟ ᵾ Å ȟ ρ ist unlösbar, da jede Potenz von x echt positiv ist. 
 

1e) 
 

ρ Å ςϽÅ π Õ ςÕ ÕÕ ς πᵾ Õ π᷉ Õ ς Å π᷉ Å ςᵾ Ø ÌÎς  

ς Å ςϽÅ ρ Õ ςÕρ Õ ρ πᵾ Õ ρ Å ρᵾ Ø ÌÎρ π 

σ ϽÅ Å Õ ρπÕςτ πᵾ Õ υ ρ Å υ ρᵾ Ø ÌÎτ ὼ᷉ ÌÎφ  

(4) Å Å ρ π ist unlösbar, da Å Å ρ ρ gilt.  

 

2a) 
 

Aussage (1) stimmt. Aussage (2) ist falsch. Aussage (3) stimmt. Vergleiche dazu die beiden Tabel-
len, die mit dem GTR erstellt  wurden.  
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2b) 
 

a Å  Å    Å    0,5 2 Å Å 3 Å Å 

fË(0) å -3 -2 -1 -0,6931 0,6931 1 1,0986 2 3 
 

Es gilt: Æǰπ ÌÎÁ 
 

2c) 
 

ρ ÆØ Å Å Ȣ Also ist Á ÅȢ Damit gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus dem letzten 

Kapitel für die Ableitung:  ÆǰØ ÆǰπϽÅ  gilt.  
 

(2) 
 

Æπ È Æπ

È
 

ÅϽ ÅϽ

È
 

Å Ͻ Å

È
 

Ë

Ë
Ͻ
Å Ͻ Å

È
 

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

Differenzenquoti-
ent an der Stelle 0 

Einsetzen der  
Funktionswerte für  

f mit ÆØ Å  

Ausmultiplizieren  
Multiplizieren mit  (als 

eine ăunsichtbareò 1 ) 

ËϽ
Å Ͻ Å

ËϽÈ
 ËϽ

Å Å

Ô ᴼ
Ͻᴼ

ựựựự  ËϽρ Æǰπ 
Für die Ableitung einer Expo-
nentialfunktion von der Form 

ÆØ Å  gilt: ÆǰØ ËϽÅ  

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

Multiplikation  
von Brüchen 

Ersetze ËϽÈ durch t. 
Beide Zahlen konvergie-
ren gegen Null, da k be-

liebig aber fest ist. 

Der Bruch konvergiert 
f¿r t Ƃ 0 gegen gË(0) = 1 
für g(x) = ex (e-Funktion 
hat bei 0 die Steigung 1) 

 

 

2d) 
 

ÆØ Á Å ẗᵼÆǰØ ÌÎÁẗÅ ẗ ÌÎÁẗÁ  
 
2e) 
 

(1) &Ø ϽÁᵼ&ǰØ ϽÌÎÁϽÁ Á 

ς&Ø ϽÅ ᵼ&ǰØ ϽËϽÅ Å   
 

2f) 
 

(1) ÆØ σ Å ẗᵼÆǰØ ÌÎσẗÅ ẗᵼÆǰǰØ ÌÎσẗÌÎσẗÅ ẗ ÌÎσ ẗÅ ẗ  

&Ø ϽÅ ẗ  

Í Æǰρ ÌÎσẗÅ ẗ σÌÎσ ÌÎςχ ÕÎÄ Ôρ σᵼÌÎςχϽρ Â σᵼÂ σ ÌÎςχ 
ᵼÔØ ÌÎςχØ σ ÌÎςχ 
 

(2) ÆØ Å ẗᵼÆǰØ ÌÎẗÅ ẗᵼÆǰǰØ ÌÎẗÌÎẗÅ ẗ ÌÎ ẗÅ ẗ  

&Ø ϽÅ ẗ  

Í Æǰρ ÌÎ ẗÅ ẗ ÌÎ ẗÅ ÌÎ ẗÅ ÌÎ ẗς ÌÎπȟςυȠ Ô ρ τ 
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ᵼÌÎπȟςυϽ ρ Â τᵼÂ τ ÌÎτᵼÔØ ÌÎπȟςυØ τ ÌÎτ 
 

(3) ÆØ Ø ς Ø Å ẗᵼÆǰØ ςὼ ÌÎςẗÅ ẗᵼÆǰǰØ ς ÌÎς ẗÅ ẗ  

&Ø ϽÅ ẗ  

Í Æǰς τ ÌÎςẗÅ ẗ τ ÌÎςẗÅ τ τÌÎςȠ Ôς Æς π 
ᵼ τ τÌÎς Ͻς Â πᵼÂ ψÌÎς ψᵼÔØ τ τÌÎς ϽØ ψÌÎς ψ 
 

(4) ÆØ Å τ Å τ Å πȟςυ Å Å ȟ ẗ 

ᵼÆǰØ ςÅ ÌÎπȟςυϽÅ ȟ ẗᵼÆǰǰØ τÅ ÌÎπȟςυ ; 

&Ø ϽÅ
ȟ
ϽÅ ȟ ẗ  

 

Í Æǰπ ς ÌÎπȟςυ ÌÎπȟςυ ςȠ Ôπ Æπ ς ÂᵼÔØ ÌÎπȟςυ ςϽØ ς 
 

3a) 
 

(1) Durch die Streckung in x-Richtung halbiert sich beim Steigungsdreieck der Tangente des ge-
streckten Graf Ǥx, wªhrend Ǥy gleich bleibt. Daher ist die Steigung des gestreckten Grafen an der 
Stelle 0 doppelt so groß. 
 

(2) Da die natürliche Exponentialfunktion an der Stelle 1 die Steigung 1 besitzt und mit (1) der ge-
streckte Graf dort die Steigung 2 hat, gilt für den gestreckten Grafen g´(0) = 2. Da der gestreckte Graf 
der Graf einer Exponentialfunktion mit der Basis e 2 ist, gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus 
dem letzten Kapitel f¿r die Ableitung: gË(x) = 2 ā g(x) = 2 ā e2x. 
 

3b) 
 

(1) Der Parameter c streckt den Grafen von der x-Achse aus in y-Richtung und verändert damit auch 
die Schnittstelle mit der y -Achse.  Sollte c negativ sein, findet eine Spiegelung an der x-Achse statt. 
Der Parameter k streckt von der y-Achse in x-Richtung. Für k > 1 und k < -1 wird der Graf der 
natürlichen Exponentialfunktion in Richtung y -Achse zusammengedrückt. Für 0 < k < 1 und auch 
für -1 < k < 0 findet eine Stauchung in x-Richtung statt. Der Graf wird von der y -Achse weg ăausei-
nandergezogenò. Ein Vorzeichenwechsel bei k lässt den Grafen an der y-Achse spiegeln. 
 

(2)  
 

ÆØ ÃÅ  c > 0 und k > 0: z. B. ÆØ ςÅ  c > 0 und k < 0: z. B. ÆØ ςÅ  

Graf 

  

Monotonie  streng monoton zunehmend streng monoton abnehmend 

Randverhalten 
x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ +Ð x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ 0 

x Ƃ -Ð: f(x) Ƃ 0 x Ƃ -Ð: f(x) Ƃ +Ð 

Nullstellen  keine keine 

y-Achsenschnittstelle y = c y = c 

Krümmungsverhalten  linksgekrümmt  linksgekrümmt  
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ÆØ ÃÅ  c < 0 und k > 0: z. B. ÆØ ςÅ  c < 0 und k < 0: z. B. ÆØ ςÅ  

Graf 

  

Monotonie  streng monoton abnehmend streng monoton zunehmend 

Randverhalten 
x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ -Ð x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ 0 

x Ƃ -Ð: f(x) Ƃ 0 x Ƃ - Ð: f(x) Ƃ - Ð 

Nullstellen  keine keine 

y-Achsenschnittstelle y = c y = c 

Krümmungsverhalten  rechtsgekrümmt  rechtsgekrümmt  
 

(4) 
 

Æȟ Ø ÃÅ ᵼÆȟǰØ ÃϽËϽÅ ᵼÆȟǰǰØ ÃϽËϽÅ  ÕÎÄ &ȟ Ø ϽÅ  

ÆȟǰØ ÃϽËϽÅ πȟÆÁÌÌÓ Ã ÕÎÄ Ë ÂÅÉÄÅ ÐÏÓÉÔÉÖ ÂÚ×ȢÂÅÉÄÅ ÎÅÇÁÔÉÖ ÓÉÎÄȢ Daher ist der Graph streng 
monoton zunehmend, falls c und k dasselbe Vorzeichen haben. Bei unterschiedlichen Vorzeichen ist 

der Graf streng monoton abnehmend. ÆȟǰǰØ ÃϽËϽÅ π für c > 0. Daher ist der Graf linksge-
krümmt für c > 0 und rechtsgekrümmt für c <0.  
 

4a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4b) 
 

Es gilt Æρ Çρ ς. Daher ist S Schnittpunkt der beiden Grafen. Aufgrund des Verhaltens an den 
Rändern kann es keinen weiteren Schnittpunkt geben.  
 

4c) 
 

Die gesuchte Fläche lässt sich berechnen über den Ansatz ᷿ ÇØ ÆØ ÄØ. Berechne dafür zu-

nächst die Differenzfunktion  ÄØ ÇØ ÆØ ςØτ ς. Die Stammfunktion D ist gegeben 
durch: $Ø Ø τØ ς. Daher gilt: 
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᷿ ÇØ ÆØ ÄØ Ø τØ ς ρ τ σ   

 

4d)  
 

ÆǰØ ÌÎςϽςȠ Í Æǰρ ςÌÎςȠ Ôρ ςᵼςÌÎςϽρ Â ςᵼÂ ς ςÌÎς 
ᵼÔØ ςÌÎςϽØ ς ÌÎς 
 

4e) 
 

Ansatz: ÆǰØ ËϽÅ ςᵾ Å . Diese Gleichung ist nur lösbar, wenn k negativ ist, da sonst 

Å  negativ wäre. Formt man sie nach x um, ergibt sich: ËØ ÌÎ ᵾ Ø ÌÎ . Für den y-Wert 

des Berührpunktes berechnet man: Ù Å
ϽϽ

. Also: " ÌÎ Ⱦ  

 

5a) 
 

Man setzt f(x) und g(x) gleich und zeigt, dass x = 0 und x = -1:  

Ø ς πȟυ ς ς ρȟυᵾ ρ Ø ς . Offenbar erfüllen sowohl x = 0 und x = -1 diese Glei-
chung. 
 

5b) 
 

ÄØ ÆØ ÇØ Ø ς πȟυ ς ς ρȟυ ρ Ø ς ρ Ø ς  

ρ Ø πȟυᵼ$Ø Ø Ø
ȟ
Ͻπȟυ 

᷿ ÆØ ÇØ ÄØ Ø Ø
ȟ
Ͻπȟυ

ȟ
ρ πȟυ

ȟ
Ͻπȟυ   

ȟ
 ρȟυ

ȟ
ρȟυ

ȟ
πȟπφ  

 

5c) und 5d) 
 

ÆǰØ ρ ÌÎςϽς und ÆǰǰØ ÌÎς Ͻς π 

ÆǰØ ρ ÌÎςϽς πᵾ ς ᵾ Ø ÌÏÇ πȟυσ. Da der Graf von f wegen f´´(x) > 0 

durchweg linksgekrümmt ist, ist Ø ÌÏÇ  eine globale Minimumstelle.  

ÇǰØ ÌÎςϽς ÌÎπȟυϽπȟυȠ ÇǰǰØ ÌÎς Ͻς ÌÎπȟυ Ͻπȟυ π 
ÇǰØ ÌÎςϽς ÌÎπȟυϽπȟυ πᵾ ÌÎςϽς ÌÎπȟυϽπȟυᵾ ς πȟυᵾ Ø πȢ Da der 
Graf von g wegen f´´(x) > 0 durchweg linksgekrümmt ist, ist x = 0 eine globale Minimumstelle.  
 

6 
 

Aussage (1) ist wahr, da ÆǰØ ËϽÅ π f¿r k Í 0 

Aussage (2) ist wahr, falls Å Á genau eine Lösung hat. Dies ist genau für a > 0 der Fall. 

Aussage (3) ist wahr, falls ÆǰØ ËϽÅ  an der Stelle 0 positiv ist. Also Æǰπ Ë π. Dies ist für 
positive k der Fall.  

Au ssage (4) ist wahr, da ÆØ Å Ͻ Å Á  die Funktion des an der y-Achse gespiegel-
ten Grafen zu g mit ÇØ Á ist. 
Aussage (5) ist nur wahr für a > 1, da ÆǰØ ÌÎÁϽÁ π ÌÎÁ πᵾ Á ρ. 

Aussage (6) ist nur wahr für c > 0, da ÃÅ ρ πᵾ Å  nur für c > 0 genau eine Lösung besitzt. 
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1.4 Natürliche Logarithmusfunktion  
 
1 
 

ăFunktionspartner seinò bedeutet, dass der Graf einer Funktion an der 1. Winkelhalbierenden 
gespiegelt wird, um den Grafen der Partnerfunktion zu erzeugen. Man erhält zum Punkt P(x/y) 
eines Grafen den Bildpunkt durch Vertauschen von x - und y -Wert. Also gilt P´(y/x). Beispiel: Der 
Punkt P auf dem rechten Normalparabelast mit f(x) = x 2 und x Ó 0 hat den allgemeinen Parabelpunkt 
P(x/y = x 2). Der Bildpunkt lautet P´(y = x 2/x). Für den Bildp unkt wird nun jedem y = x 2 Ó 0 ein 

Funktionswert x Ó 0 zugeordnet. Wegen Ù Øᵾ Ø Ù  ÕÎÄ Ø π wird jedem y Ó 0 der 

Funktionswert Ù zugeordnet. Es gilt für die Funktionsgleichung g des gespiegelten Grafen 

also: ÇÙ Ù. Ersetzt man x durch y (x, y Ó 0) erhªlt man die bekannte Form ÇØ ЍØ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Analog gilt Ù Øᵾ Ø Ù  ÕÎÄ Ø π  und es folgt die Funktion ÇÙ Ù  für y π. Setzt man 

x statt y, erhält man die gewohnte Form ÇØ ЍØ mit x Ó 0. 
 

Die Partnerfunktion zu f(x) = x + 3 lautet g(x) = x ð 3. Begründung: Der allgemeine Geradenpunkt 
der Gerade f lautet P(x/y = x + 3) und hat den Bildpunkt P´(y = x + 3/x). Wegen der Umformung 
Ù Ø σᵾ Ø Ù σ  liefert ÇÙ Ù σ bzw. ÇØ Ø σ die Funktionsgleichung de s 
gespiegelten Grafen. 
 

Ebenso erhält man aus y = 3x die Gleichung Ø  Ù  und aus Ù ᵾ Ø  . In allen Fällen nennt 

man die Funktionen der gespiegelten Grafen Umkehrfunktionen zu den Funktionen der Ausgangs - 
grafen. 
 

2a) 
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Es sei P(x/y). Daher hat das Rechteck ABPC die Seitenlängen x und y. Zu Zeigen ist, dass das 
Rechteck AC´P´B´ die Seitenlängen y und x hat. Beweis: Sei D der Schnittpunkt der längeren 
Rechteckseiten und !" Ø ÕÎÄ !# Ù. Die Dreiecke ABD und ADB´ sind konkruent nach SWW 
(gemeinsame Seite !$, 45-Grad-Winkel als Steigungswinkel der Geraden y = x und 90-Grad-

Winkel). Daher gilt: "ǰ$"$. Beide Seiten entsprechen der Strecke !", da die beiden Dreiecke ABD 

und ADB´ auch gleichschenklig si nd (Basiswinkel betragen beide 45 Grad). Also: "$ #ǰ0ǰØȢ 

Ebenso sind die Dreiecke DP´E und DEP kongruent z. B. nach SWS (Seite $%, 0% 0ǰ% und rechter 

Winkel). Daher gilt  0$ 0ǰ$ und mit "ǰ$"$ auch "0 "ǰ0ǰÙȢ 
 

2b) 
 

Der x-Wert des Bildpunktes beträgt Ù Å. Ihm wird der y -Wert x zugeordnet. Wegen der 
Umformung  Ù Åᵾ Ø ÌÎÙ  und der Tatsache, dass Å alle positiven Zahlen durchläuft, wird 
jedem y Å > 0 der Funktionswert Ø ÌÎÙ zugeordnet. Man erhält also für y > 0 die 
Funktionsgleichung ÇÙ ÌÎÙ mit y > 0. [Eine alternative Argumentation kann folgendermaßen 
aussehen: Ù Å π

ȡ    
ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự Ø Å π

  Ę
ựựựựựựựựựự Ù  ÌÎØ ÍÉÔ Ø π.] 

 

2c) 
 

Sei ÆǰØ
Ў

Ў
Å. Offenbar gilt für die Umkehrfunktion g ȡ ÇǰÙ

Ў

Ў
. Da aber y = f(x) = Å und 

Å alle positiven Zahlen durchläuft, folgt für y > 0: ÇǰÙ
Ў

Ў
. Ersetzt man y durch x, erhält man 

die gängige Form: ÇǰØ . Kurzform: ÆǰØ Å
 

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÇǰÙ  ÍÉÔ Ù π 
 

2d) 
 

(1) Wegen ÇǰØ π ist der Graf der natürlichen Lo garithmusfunktion für x > 0 streng monoton 

wachsend und besitzt daher keine Extremstellen. 
 

(2) Es gilt ÌÎρ π, da e0 = 1. Da der Graf wegen (1) streng monoton wachsend für x > 0 ist, existiert 
keine weitere Nullstelle von g.  
 

A 
C´ 

C 

B 

E 

B  ́ D 
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(3) ÇǰǰØ Ø πȡ Der Graf von g ist für x > 0 rechtsgekrümmt.  
 

(4) Dies kann aus dem Verhalten der natürlichen Exponentialfunktion an den Rändern und der 
Tatsache, dass der Graf der natürlichen Logarithmusfunktion an der Geraden y = x gespiegelt wurde 
gefolgert werden: Ù Å

ᴼ
ựựự πựựựựựựự Ø ÌÎÙ

ᴼ
ự ЊȢ Analog kann für das Verhalten ØO Њ 

gefolgert werden: Ù Å
ᴼ
ựựự Њ ựựựựựựự Ø ÌÎÙ

ᴼ
ự ЊȢ 

 

2e)  
 

Ein Beispiel ist die Funktion f mit f(x) = x 2. Würde man den kompletten Grafen spiegeln, was 
gleichbedeutend ist mit der Bildung einer Umkehrfunktion auf dem kompletten Definitionsbereich, 
erhielte man keinen Grafen einer Funktion, da einem x-Wert zwei y -Werte zugeordnet wären. 
Wichtig ist also, dass beim Definitionsbereich der Ausgangsfunktion jedem y -Wert genau ein x-Wert 
zugeordnet ist . Denn dann entshet erst eine Funktion, die jedem x-Wert (y -Wert der 
Ausgangsfunktion) genau ein y -Wert (x-Wert der Ausgangsfunktion) zugeordnet wird.  
 

3a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3b)  
 

Die Schnittstellen der Funktionen f und g berechnet man durch Gleichsetzen der Funktionsterme: 

ÆØ ÇØᵾ Ø ςȟυ
Ͻ
ρ Ø ςȟυØᵾ Ø ςȟυØρ πȢ Die Diskrimininate lautet 

dann: $ Ñ ρ . Daher gilt für die Lösungen der quadratischen 

Gleichung und damit für die Schnittstellen: Ø ᵾ Ø ς᷉ Ø πȟυ. 

 

3c)  
 

Für den Flächeninhalt A, den beide Grafen einschließen gilt: ! ᷿ ÇØ ÆØÄØ
ȟ

 

᷿ Ø ςȟυ ÄØ
ȟ

Ø ςȟυØÌÎØ
ȟ

ς υ ÌÎς ɂ ÌÎπȟυ   

σ ÌÎς ÌÎπȟυ ςÌÎς πȟτω 
 

3d) 
 

᷿ ÄØ ÌÎØ ÌÎρπ ÌÎρ ςȟσπ  
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3e) 
 

᷿ ÄØ ÌÎØ ÌÎ2
ᴼ
ựựự Њ (Aufgabe 2d(4)) 

 

᷿ ÄØ ÌÎØ ÌÎ,
ᴼ
ự Њ (Aufgabe 2d(4)) 

 

Daher existieren beide Integrale nicht. 
 

4a) 
 

᷿ ØÄØ ÌÎØ ÌÎσ τ ÌÎσ τȟσχ  
 

4b) 
 

᷿ ÄØ υÌÎØ υÌÎς ρ υÌÎς σȟωχ  

 

4c) 
 

᷿ Å ÄØ Å ÌÎØ Å ÌÎς Å Å Å ÌÎς ςσȟωυ  

 

5 
 

Aussage (1) ist wahr, wenn man sich auf den kompletten Definitionsbereich bezieht. Denn aufgrund 
der Achsensymmetrie bezüglich der y -Achse können jeden y-Wert aus dem Wertebereich der 
Funktion immer mindestens zwei x -Werte aus dem Definitionsbereich zugeordnet werden.  
 

Gegenbeispiel zu Aussage (2): Die Funktion f mit ÆØ Ø ρ  ist als nicht gerade Funktion nicht 
umkehrbar auf ᴙ, da jeden Funktionswert > 0 genau zwei x -Werte zugeordnet sind. 
 

Aussage (3) ist wahr. Denn wenn ÆǰØ π für alle x -Werte des Definitionsbereiches, dann muss 
ÆǰØ π oder ÆǰØ π für alle x des Definitionsbereiches sein (sonst gäbe es eine Nullstelle der 
ersten Ableitung). Daher muss der Graf von f streng monoton 
wachsend oder streng monoton fallend sein. Somit ist die 
Funktion auch umkehrbar.  
 

Aussage (4) ist wahr. Denn hätte eine umkehrbare Funktion 
auf ihrem Definitionsbereich eine Extremstelle a, gäbe es in 
einer Umgebung von a zwei Stelle c und d mit f(c) = f(d), was 
ein Widerspruch zur Umkehrbarkeit der Funktion wäre.  
 

Aussage (5) ist falsch, da die Funktion nicht unbedingt 
sprungfrei sein muss. Betrachte zum Beispiel folgende 

Funktion f mit ÆØ
Ø ÆİÒ Ø π

ρ Ø ÆİÒ π Ø ρ
Ø ÆİÒ Ø ρ

 (Graf rechts) 

 

Aussage (6) ist wahr: Ù Ø π
   
ựựựựựựựựựựựựựựựựựựự Ø Ù π

  Ę
ựựựựựựựựựự Ù  ЍØ ÍÉÔ Ø π. 

 

6a) 
 

Man vertauscht x und y -Wert und löst na y auf. Dabei sind Definitions - und Wertebereich von 
Funktion und Umkehrfunktion jeweils vertauscht . In Kurzschreibweise gilt:  

Ù Å πȠØɴ ᴙ
  ᵵ 
ựự Ø Å πȠÙɴ ᴙ

  Ę
ựựựựựựựựựự ςÙ ÌÎØᵾ Ù ÌÎØ ÌÎØ ᶰᴙȠØ π  

 

6b)  
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(1) ÌÎЍØ π 
 

(2) ᷿ Å ÄØ Å Å  
 

(3)  ᷿ Å ÄØ ᷿ ÇØÄØ2ÅÃÈÔÅÃË ÍÉÔ ÄÅÎ 3ÅÉÔÅÎÌßÎÇÅÎ ρ ÕÎÄ Å ᷿ ÇØÄØÅ . Also 

gilt: ᷿ ÇØÄØ ᷿ Å ÄØÅ Å Å Å  
 

(4) ᷿ Å ÄØ Å Å
ᴼ
ựựự . Aus Symmetriegründen gilt) ᷿ÇØÄØ   

 

6c)  
 

ÇǰØ Ƞ Í Çǰρ ᵼÔØ Ø ÂȠÔρ πȡϽρ Â πᵾ Â . Also gilt für die 

Tangente t im Punkt (1/0): ÔØ Ø . 
 

6d) 
 

Man subtrahiert vom Flächeninhalt der unbeschränkten Fläche, die der Graf von g über dem 
Intervall [0; 1] mit der x -Achse einschließt (er beträgt nach b)(4) 0,5) den Flächeninhalt des 
rechtwinkligen Dreieck, das die Tangente t mit den beiden Koordinatenachsen begrenzt (er beträgt 
0,25). Also beträgt der gesuchte Flächeninhalt 0,25. 
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1.5 Wachstumsvorgänge 
 

1a) Der Anfangsbestand B(0) beträgt in allen Fällen 2. 
 

1b)  
 

B1 beschreibt das beschrªnkte Wachstum (x Ƃ-¤: B1(t)Ƃ-¤;  x Ƃ+¤: B1(t)Ƃ10), B2 das logistische 

Wachstum (x Ƃ-¤: B2(t)Ƃ0;  x Ƃ+¤: B2(t)Ƃ10) und B3 das exponentielle Wachstum (x Ƃ-¤: B3(t)Ƃ0;  

x Ƃ+¤: B3(t)Ƃ+¤). 
 

 exponentiell  beschränkt  logistisch  

V
e

rl
a

u
f 

d
e

s
  

B
e

s
ta

n
d
e

s
 B

(t
) 

   
 

1c) Die Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit verläuft logistisch, der Guthabenzins auf einem 
Sparkonto exponentiell, die Erwärmung eines Tiefkühlprodukts bei Zimmertemperatur beschränkt.  
 

1d) B1 gehört zum beschränkten Wachstum, B3 zum exponentiellen Wachstum und B 2 zum logisti-
schen Wachstum. 
 
1e) 
 

" Ô ςϽÅȟ ᵼ"ǰÔ ςϽπȟςςϽÅȟ πȟςςϽςϽÅȟ πȟςςϽ" Ô ËϽ" Ô 
 

" Ô ρπ ρπςÅ ȟ ρπψϽÅ ȟ ᵼ"ǰÔ ψϽ πȟςςϽÅ ȟ ρȟχφϽÅ ȟ  
Andererseits gilt: ËϽ3 " Ô πȟςςϽρπ ρπ ρπςÅ ȟ πȟςςϽψϽÅ ȟ

ρȟχφϽÅ ȟ  
 

Nicht gefordert, da Kettenregel vorausgesetzt wird:  

" Ô
Ͻ

ȟ Ͻ Ͻ ςϽρπϽς ρπςÅ ȟ Ͻ Ͻ   

ᵼ"ǰÔ ςϽρπϽ ρϽς ρπςÅ ȟ Ͻ Ͻ ϽρπςϽ πȟςςϽρπϽÅ ȟ Ͻ Ͻ 

πȟςςϽ
Ͻ

ȟ Ͻ Ͻ ϽρπςϽρπϽÅ
ȟ Ͻ Ͻ πȟςςϽ

Ͻ ȟ Ͻ Ͻ

Ͻ ȟ Ͻ Ͻ   
 

Andererseits gilt:  

ËϽ" ÔϽ3 " Ô πȟςςϽ
Ͻ

ȟ Ͻ ϽϽρπ
Ͻ

ȟ Ͻ Ͻ   

πȟςςϽ
Ͻ Ͻ

ȟ Ͻ Ͻ

Ͻ ϽϽ
ȟ Ͻ Ͻ  πȟςςϽ

Ͻ Ͻ Ͻ ȟ Ͻ Ͻ Ͻ ϽϽ
ȟ Ͻ Ͻ  

 πȟςςϽ
Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ ȟ Ͻ Ͻ Ͻ ϽϽ

ȟ Ͻ Ͻ πȟςςϽ
Ͻ Ͻ Ͻ Ͻ ȟ Ͻ Ͻ

ȟ Ͻ Ͻ "ǰÔ von oben (Puh!) 
 

1f) (1) linear; (2) logistisch; (3) beschränkt; (4) exponentiell; (5) kein Wachstum; (6) beschränkt; (7)25 

beschränkt; (8) logistisch; (9) exponentielle (k < 0) und beschränkt (S = 0).  

 

                                                 
25 Die Anzahl der Tiere nach n Jahren lässt sich durch folgenden Ausdruck beschreiben:  
.Î πȟωχϽỄ πȟωχϽπȟωχϽπȟωχϽχυπρυ ρυ ρυ ρυỄ ρυ 
πȟωχϽχυππȟωχ Ͻρυ πȟωχ Ͻρυ Ễ πȟωχϽρυ πȟωχϽρυ ρυ 
πȟωχϽχυππȟωχ πȟωχ Ễ πȟωχ πȟωχ ρϽρυ 

πȟωχϽχυπρυϽВ πȟωχ
ᴼ
ựựự

ȟ ȟ
υππ. Langfristig hat die Herde eine Größe von 500 Tieren. 
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2a) Sei n die Anzahl der Würfe, B(0) die Würfelzahl zu Beginn und B(n) die Würfelanzahl nach n 

Versuchen. Dann gilt für die Würfelzahl nach n Versuchen "Î "πϽ . Da Leah nach 10 Ver-

suchen nur noch 5 Würfel hat, gilt υ "πϽ ᵾ "π σρ. Es waren wohl 31 Würfel. 

2b)  
 

(1) "Ô "πϽÅ ᵼ "ǰÔ "πϽËϽÅ ËϽ"πϽÅ ËϽ"Ô 

ς "Ô "πϽÁ "πϽÅ "πϽÅ ᵾ Á Åᵾ Ë ÌÎÁ 

(3) Bei B3:  Ë πȟςςȠ Á Åȟ  
 

2c)  
 

(1) Ansatz: "Ô "πϽÅ ςȟυϽÅȠ"σπ τȟυᵼτȟυ ςȟυϽÅ ᵾ ρȟψ Å ᵾ σπËÌÎρȟψ. 

Also: Ë
ȟ

πȟπρωφᵼ"Ô ςȟυϽÅȟ ϽᵼÁ Åȟ ρȟπρωψ 
 

(2) Ansatz Verdopplungszeit: υ ςȟυϽÅȟ Ͻᵾ ς Åȟ Ͻ ᵾ Ô
ȟ

συȟτ Jahre. Die jährli-

che Wachstumsrate beträgt Ð Åȟ ρ ρȟωψ Ϸ. Nach 35,4 Jahren hat sich die Weltbevölkerung 
bei einer jährlichen Wachstumsrate von knapp 2 % verdoppelt.  
 

(3) "υυ ςȟυϽÅȟ Ͻ χȟσυ; Abweichung zum tatsächlichen Wert: 
ȟ

ȟ
ρ ρτȟψτ Ϸ; 

" σπ ςȟυϽÅȟ Ͻ ρȟσω; Abweichung zum tatsächlichen Wert: 
ȟ

ȟ
ρ ςςȟχψ Ϸ; 

 

2d)  
 

(1) Durchschnittswert: 1,8202. "Ô "πϽÁ ψπϽρȟψςπςψπϽÅϽȠË ÌÎρȟψςπςπȟυωψω 
 

(2) Über die Funktion  (MENU 1 Ƃ OPT Ƃ CALC) kann die Ableitung an einer bestimmten Stelle 

berechnet werden: BË(0) å 47,92; BË(1) å 87,22; BË(2) å 158,75; BË(3) å 288,96; BË(4) å 525,96; BË(5) å 
957,36. Für den Ableitungsterm der Funktion B gilt: "ǰÔ ψπϽπȟυωψωϽÅȟ Ͻ τχȟωρςϽÅȟ Ͻ: 
Die Verdopplung der Wachstumsgeschwindigkeit berechnet man durch folgenden Ansatz:  ς

Åȟ Ͻᵾ Ô
ȟ

ρȟρφ. Nach 1,16 Stunden hat sich die Bakterienzahl verdoppelt. 
 

2e)  
 

(1) Für den durchschnittlichen Wachstumsfaktor a ergibt sich gerundet a = 0,7234. Also gilt für k: Ë
ÌÎπȟχςστ πȟσςσψ. Mit dem Anfangswert B(0) = 10 ergibt sich "Ô ρπϽÅ ȟ Ͻ.  
 

(2) Für die Funktion C mit #Ô ÃϽÅϽ und den beiden Bedingungen #ς υ und #υ ς erhält 

man die beiden Gleichungen ÃϽÅ υ und ÃϽÅ ς. Es gilt durch ăDivisionò der beiden Glei-

chungen: 
Ͻ

Ͻ
ᵾ Å πȟτᵼË

ȟ
πȟσπυτᵼÃ Ͻ ȟ ωȟςπωυ. 

2f)  
 

(1) Die Länge der Pflanze nach 10 Wochen kann beschreiben werden durch die Summe aus Aus-
gangslänge und Längenzuwachs: Daher gilt für diese Länge: ÖÔ σȟψϽπȟω 

ρπ᷿ ÖÔÄÔρπ σȟψϽ
ȟ
Ͻπȟω ρπ

ȟ

ȟ
Ͻπȟω

ȟ

ȟ
σσȟυ ÃÍ  

 

(2) Ͻ᷿ ÖÔÄÔςȟσυ ÃÍ ÐÒÏ 7ÏÃÈÅ  
 

(3) σȟψϽπȟω ρȟωᵾ πȟω πȟυᵾ Ô ÌÏÇȟπȟυ φȟυψȢ Nach ca. 6,5 Wochen hat sich die Wachs-

tumsgeschwindigkeit auf die Hälfte halbiert.  
 

τ᷿ÖØÄØȡ Längenzuwachs nach t Wochen. 
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3a)  
 

(1) Der Parameter c ist positiv, da der y-Achsenabschnitt oberhalb der x-Achse liegt. Der Parameter 
k ist ebenso negativ, da der Graf von f monoton fallend ist.  
 

(2) Graf I wird an der x -Achse gespiegelt (Graf II) und dann in positive y -Richtung (Graf III) ver-
schoben. 
 

(3) Die Gleichung von Graf III lautet ÈØ ÃϽÅϽ ÄÃȟÄ πȠË π. Er entsteht durch: 

ÆØ ÃϽÅϽ
   

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựự ÇØ ÃϽÅϽ
    

ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự  ÈØ ÃϽÅϽ Ä 

 

3b)  
 

(1) 
 

t in Jahren Verfahren 1 (ăZunahme der ºkologisch genutzten Flªcheò) 

0 ψπ 
1 ψπ χππψπϽπȟρ ρτς 
2 ρτςχππρτςϽπȟρ ρωχȟψ 
3 ρωχȟψ χππρωχȟψϽπȟρ ςτψȟπς 
4 ςτψȟπς χππςτψȟπςϽπȟρ ςωσȟςρψ 
5 ςωσȟςρψχππςωσȟςρψϽπȟρ σσσȟψωφς 

t 
"ÉÏÌÏÇÉÓÃÈ ÇÅÎÕÔÚÔÅ &ÌßÃÈÅ ÎÁÃÈ Ô ρ *ÁÈÒÅÎ  
+ nÉÃÈÔ ÂÉÏÌÏÇÉÓÃÈ ÇÅÎÕÔÚÔÅ &ÌßÃÈÅ ÎÁÃÈ Ô ρ *ÁÈÒÅÎϽÂÉÏÌÏÇÉÓÃÈÅ .ÕÔÚÕÎÇÓÒÁÔÅ 

 

Für dieses Verfahren ist eine Herleitung der expliziten Formel für B(t) eher ungeeignet und bedarf 
einiger ăscharferò Blicke, der mehrfachen Anwendung des Distributivgesetzes und eines Rechen-
tricks.26  
 

Einfacher geht es für die Herleitung einer expliziten Formel mit einem zweiten Verfahren:  
 

t in Jahren Verfahren 2 (ăAbnahme der biologisch ungenutzten Flªcheò) 

0 χππχππψπ ψπ 
1 χππχππψπϽπȟω ρτς 

2 
χππχππρτςϽπȟω χππχππχππχππψπϽπȟω Ͻπȟω 

χππχππχππχππψπϽπȟωϽπȟω χππχππψπϽπȟωϽπȟω 
χππχππψπϽπȟω ρωχȟψ 

3 χππχππψπϽπȟω ςτψȟπς 
4 χππχππψπϽπȟω ςωσȟςρψ 
5 χππχππψπϽπȟω σσσȟψωφς 
t 'ÅÓÁÍÔÆÌßÃÈÅÂÉÏÌÏÇÉÓÃÈ ÇÅÎÕÔÚÔÅ &ÌßÃÈÅϽËÏÎÖÅÎÔÉÏÎÅÌÌÅ .ÕÔÚÕÎÇÓÒÁÔÅ 
 χππχππψπϽπȟω 

 Sättigungsgrenze 3ßÔÔÉÇÕÎÇÓÍÁÎËÏ ÚÕ "ÅÇÉÎÎϽËÏÎÖÅÎÔÉÏÎÅÌÌÅ .ÕÔÚÕÎÇÓÒÁÔÅ 

 

                                                 
26 " ψπ  χππχππψπ 

" χππχππψπ χππψπϽπȟρ χππ χππψπϽρ χππψπϽπȟρ 

χππχππψπϽρ πȟρ χππχππψπϽπȟω χππχππψπϽπȟω 

" χππχππψπϽπȟω χππχππχππψπϽπȟω Ͻπȟρ 

χππχππψπϽπȟω χππχππχππψπϽπȟω Ͻπȟρ 
χππχππψπϽπȟω χππψπϽπȟωϽπȟρ χππχππψπϽπȟωϽρ πȟρ 
χππχππψπϽπȟω 

" χππχππψπϽπȟω χππχππχππψπϽπȟω Ͻπȟρ 

χππχππψπϽπȟω χππψπϽπȟωϽπȟρ χππχππψπϽπȟωϽρ πȟρ 
χππχππψπϽπȟω 

Also: " χππχππψπϽπȟω 
 



 

 

57 1.7 Lösungen 

57 

(2) Es handelt sich um ein beschränktes Wachstum mit der oberen Schranke 
von 700 und einem Startwert von 80. Die Differenz von Gesamtfläche und bi-
ologisch genutzter Fläche wird immer kleiner und ist proportional zur Wachs-
tumsgeschwindigkeit, mit der sich die ökologisch genutzte Fläche ändert.  
 

(3) Die ökologisch genutzte Fläche B(t) nach t Jahren lässt sich durch die Ge-
samtfläche minus die ökologi sch ungenutzte Fläche nach t Jahren berechnen. Also gilt: "Ô χππ

φςπϽπȟω χππφςπϽÅ ᵾ πȟω Å ᵾ Ë ÌÎπȟω πȟρπυτ. "Ô χππχππψπϽ

Å ȟ χππφςπϽÅ ȟ . Die Sättigungsgrenze S beträgt 700, der Anfangswert B(0) ist 80. Ins-
gesamt handelt sich um ein nach oben beschränktes Wachstum. Der Graph ist monoton steigend, 
rechtsgekrümmt, das Sättigungsmanko (hier die nicht ökologisch genutzte Fläche S ð B(t)) nimmt 
mit der Zeit ab und ist proportional (mit dem Faktor k) zur momentanen Änderungsrate B´(t) der 
ökologi sch genutzten Fläche. 
 

3c) 
 

(1)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) 
 

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

B(t) 80 71 63,4 56,8 51,3 46,6 42,6 39,2 36,3 33,9 31,8 

B´(t) -9,8 -8,3 -7,1 -6 -5,1 -4,3 -3,7 -3,1 -2,7 -2,3 -1,9 

20 ð B(t) -60 -51 -43,4 -36,8 -31,3 -26,6 -22,6 -19,2 -16,3 -13,9 -11,8 

k = B´(t):D(t)  0,1633 0,1627 0,1636 0,1630 0,1629 0,1617 0,1637 0,1615 0,1656 0,1655 0,1610 

 

Bei der Temperaturabkühlung handelt es sich um ein nach unten beschränktes Wachstum. Der 
Graph ist streng monoton fallend, linksgekrümmt und nähert sich der Raumtemperatur von 20 Grad 
Celsius an. Die Sättigungsgrenze S ist die Raumtemperatur von 20 Grad Celsius. B(0) beschreibt die 
Anfangstemperatur des Kaffes und beträgt 80 Grad Celsius. Die Proportionalitätskonstante k aus 
Abkühlgeschwindigkeit B´(t ) und D(t) beträgt im Mittel ca. k = 0,1631 
 

(3) Die Temperatur B(t) des Kaffees nach t Minuten ist gleich der Raumtemperatur plus die Tempe-
raturdifferenz aus aktueller Kaffeetemperatur und Raumtemperatur. Also gilt für die Funktion B: 

"Ô ςπφπϽÅ ςπφπϽÅ ȟ Ȣ  
 

(4) "ςπ ςπφπϽÅ ȟ Ͻ ςςȟσ. Nach 20 Minuten hat der Kaffee eine Temperatur von ca. 22 

Grad Celsius. B(t) = 40 gilt wenn τπ ςπφπϽÅ ȟ Ͻᵾ Å ȟ Ͻᵾ Ô
ȟ

φȟχσ. Nach 

etwa sieben Minuten erreicht der Kaffee eine Temperatur von 40 Grad Celsius. 
 

(5) Gesucht ist der Wachstumsfaktor a. Es gilt Á  Å Å ȟ πȟψτωυ. Man könnte daher auch 
"Ô ςπφπϽπȟψτωυ schreiben. Pro Minute nimmt die Kaffeetemperatur mit ca. 15 % der noch 
vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtemperatur ab.  
 

3d) 
 

"Ô ρπππωππϽπȟψυ ρπππωππϽÅ ᵾ πȟψυ Å ᵾ Ë ÌÎπȟψυ πȟρφςυ. 
 

700 

80 
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3e) 
 

"Ô σ ςȟυϽπȟψψ σ ςȟυϽÅ ᵾ πȟψψ Å ᵾ Ë ÌÎπȟψψ πȟρςχψ. 
 

3f) 
 

"Ô υπππτψππϽπȟωυ υπππτψππϽÅ ᵾ πȟωυ Å ᵾ Ë ÌÎπȟωυ πȟπυρσ. 

τυππυπππτψππϽÅ ȟ Ͻᵾ Ễᵾ Ô
ȟ

ττȟπω  Monate 
 

3g) 
 

"Ô σφȟψ σȟςϽπȟς σφȟψ σȟςϽÅ ᵾ πȟς Å ᵾ Ë ÌÎπȟς ρȟφπωτ 
 

3h) 
 

(1) Eine Stammfunktion v lautet ÖÔ φȟφϽ
ȟ
ϽÅ ȟ υυϽÅ ȟ . 

 

(2) ᷿ ÖÔÄÔ υυϽÅ ȟ υυÅ ȟ υυ σψȟτσ Ј# beschreibt die Temperaturabnahme des 

Tees nach 10 Minuten. Der Tee hat nach 10 Minuten eine Temperatur von 41,57 °C. Durch 

᷿ ÖÔÄÔ ϽυυϽÅ ȟ σȟψτ Ј# ÐÒÏ -ÉÎÕÔÅ wird die mittlere Abkühlgeschwindig-

keit in den ersten 10 Minuten bestimmt.  
 

(3) Die Funktion f kann konstruiert werden durch die Summe der Ausgangstemperatur und der 

Temperaturabnahme. Daher gilt ÆÔ ψπ᷿ÖØÄØ ψπ υυϽÅ ȟ ψπυυϽÅ ȟ υυ 

ςυυυϽÅ ȟ ςυ ςυψπϽÅ ȟ . 
 

τ ÆÔ τπᵾ ςυυυϽÅ ȟ τπᵾ υυϽÅ ȟ ρυᵾ Å ȟ ᵾ πȟρςÔÌÎ   

ᵾ Ô
ȟ
ϽÌÎ ρπȟψσ Ј#Ȣ Nach knapp 11 Minuten hat der Tee eine Temperatur von 40 Ј# er-

reicht. 
 

(5)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3i)  
 

(1) Es gilt z. B. für B: "Ô ρπϽÅ ȟ Ͻ π π ρπϽÅ ȟ Ͻᵼ3 πȠ"π ρπȠË πȟσςσψ 
 

 B(0) S k a = e-k 

"Ô ρπϽÅ ȟ Ͻ 10 0 πȟσςσψ 0,7233 

#Ô ωȟςπωυϽÅ ȟ Ͻ 9,2095 0 πȟσπυτ 0,7368 
 

(2) Allgemein gilt für S = 0 und positives k beim exponentiellen Wachstum (exponentielle Ab-

nahme): "Ô "πϽÅ π π "π ϽÅ . Daher ist das exponentielle Wachstum für negative 
k ein nach unten durch S = 0 beschränktes Wachstum (B(0) > 0) oder ein nach oben durch beschränk-
tes exponentielles Wachstum (B(0) < 0) (vgl. Grafen I und II aus Aufgabenteil a)).  
 
4a)  
 

Obere Figur: Farmer mit den Informationen aus Fachzeitschriften und Massenmedien. Untere Figur: 
Farmer mit Informationen ¿berwiegend  durch ăMund-zu-Mund" -Propaganda. Begründung (stark 
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vereinfachtes Modell): Bei den Farmern (ăMund-zu-Mundò-Propaganda) ist die Verbreitung der In-
formation auf Kontakte untereinander angewiesen. Damit findet die Verbreitung anfangs in etwa 
exponentiell statt. Später findet eine Sättigung statt. Bei den Farmern aus der oberen Darstellung ist 
die Verbreitung bei guter Werbung ber eits im Anfangsstadium stark; der Anstieg der Verbreitung 
lässt dann mit der Zeit immer mehr nach, da durch Werbung und Information immer weniger zu-
sätzlich überzeugt werden können. 
 

b)  
 

(1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) 

Durch den Ansatz "Ô
Ͻ

Ͻ ϽϽ ergibt sich mit S = 6 und B(0) = 0,6 für die Höhe der 

Pflanze die Funktionsgleichung "Ô
ȟ

ȟ ȟϽ Ͻ .  
 

(3) Setzt man den Messwert für t = 2 in die Funktionsgleichung ein erhält man mit B(2) = 1,2: 
ȟ

ȟ ȟϽ
ρȟς. Diese Gleichung muss nach k aufgelöst werden (zunächst beide Seiten mit dem 

Nenner πȟφ υȟτϽÅ  multiplizieren). Daher ergibt sich  Ë ÌÎ πȟπφχφ. Damit gilt für die 

Höhe B(t): "Ô
ȟ

ȟ ȟϽ ȟ Ͻ .  
 

(4) In der obigen Abbildung sind die Messwerte und die Modellwerte eingezeichnet.  
 

(5) Höhe nach 18 Wochen: "ρψ
ȟ

ȟ ȟϽ ȟ Ͻ υȟωφ Í. 
 

(6) Für die Wachstumsgeschwindigkeit B´(t) gilt die DGL  "ǰÔ ËϽ"ÔϽ3 "Ô  (es kann B(t) 

auch abgeleitet werden, dies ist aber aufwändig). Durch Einsetzen der Werte für S und k erhält 

man "ǰÔ πȟπφχφϽ"ÔϽφ "Ô . Nun müssen die Werte B´(4) und B´(8) verglichen werden. Es 

gilt für die Wachstumsgeschwindigkeit nach 4 Wochen: "ǰτ πȟπφχφϽ"τϽφ "τ πȟπφχφϽ

ςȟρφϽφ ςȟρφ πȟυφπχ Meter pro Woche. Für die Wachstumsgeschwindigkeit nach acht Wochen 
rechnet man analog mithilfe der DGL zum logistischen Wachstum: "ǰψ πȟπφχφϽ"ψϽ

φ "ψ πȟπφχφϽτȟττϽφ τȟττ πȟτφψς Meter pro Woche. Damit ist die Wachstumsge-

schwindigkeit nach 4 Wochen höher als nach 8 Wochen. 
 

Untersuchung mit dem GTR z. B. über Menu 5: 
  

0
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7
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Höhe H

Modellwert
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c) 
 

(1) Anfangs wird sich die Krankheit sehr schnell (angenähert exponentiell) ausbreiten. Später erfolgt 
eine Verlangsamung (Sättigung) der Ausbreitung, bis alle Stammesbewohner krank sind bzw. wa-
ren.  
 

(2) Mit dem Ansatz "Ô
Ͻ

Ͻ ϽϽ und B(0) = 1, S = 5000 erhält man zunächst für die Funk-

tion B: "Ô
Ͻ Ͻ . Durch die zusätzliche Bedingung B(4) = 300 lässt sich der Parameter k 

berechnen: 
Ͻ

σππᵾ Ễᵾ Ë ÌÎ πȟπππςψψσ. Daher gilt insgesamt für 

B: "Ô
Ͻ ȟ Ͻ .  

 

(3) Mit dem Ansatz B(t) = 2500 ergibt sich:  
Ͻ ȟ Ͻ ςυππᵾ ρ τωωωϽÅ ȟ Ͻ ςᵾ

Å ȟ Ͻ ᵾ Ô
ȟ
ÌÎ υȟωρ. Nach ca. 6 Wochen ist der halbe Stamm infiziert.  Ab 

diesem Zeitpunkt (das Schaubild hat an dieser Stelle einen Wendepunkt) sinkt die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Krankheit - deshalb ăVitalitªtsknick" genannt.  
 

(4) Für die mittlere Zunahme an Erkrankten der ersten acht Wochen ergibt sich 
ȟ

υωυȟφ Erkrankte pro Woche. 
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1.6 Kontrollaufgaben  
 
Hilfsmittelfrei:  
 
1a)  
 
Abbildung rechts  
 
1b) 
 

ÆǰØ ςϽπȟυϽÅȟ ÅȟȠ 
Æǰς Å Í ᵼÔØ ÅϽØ ÂȠ  
Ôς Æς ςÅᵾ ÅϽς Â ςÅᵼÂ πᵼÔØ ÅϽØ 
 
1c) 
 
ÇØ Æ Ø ςϽÅ ȟ  
 
2a) 
 
A gehört zu f 4, da Æπ ρȟχυ ist. B gehört zu f1 und f 6, da Æρ Æρ ς und  ÆØ  ÆØ. 
C gehört zu f2, da f2 als einzige Funktion ein unbeschränktes Wachstum beschreibt. 
 
2b) 
 
Å

      ȟ
ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự Åȟ

   
ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự Å ȟ  

      
ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự τϽÅ ȟ

     
ựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựựự υ τϽÅ ȟ  

 
2c) 
 
(1) Werden alle Werte auf der y-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in y -Richtung um den Fak-
tor 2 gestreckt. Es gilt f¿r die Funktion g des gestreckten Grafen g(x) = 2āf(x). Analog bedeutet die 
Halbierung die Streckung in y -Richtung mit dem Faktor 0,5: g(x) = 0,5āf(x) 
 
(2) Werden alle Werte auf der x-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in x -Richtung um den Fak-
tor 0,5 gestreckt. Es gilt f¿r die Funktion g des gestreckten Grafen g(x) = f(0,5āx). Analog bedeutet 
die Halbierung die Streckun g in x-Richtung mit dem Faktor: g(x) = f(2āx). 
 
2d) 
 

ÆØ υ τϽπȟχυ Faktor  2 Faktor 0,5 

(1) Streckung in y-Rich-
tung 

Verdopplung der y -Achsenwerte Halbierung der y -Achsenwerte 

Ç Ø ρπψϽπȟχυ È Ø ςȟυ ςϽπȟχυ 

(2) Streckung in x-Rich-
tung 

Halbierung der x-Achsenwerte Verdopplung der x -Achsenwerte 

Õ Ø υ τϽπȟχυ Ö Ø υ τϽπȟχυȟ  
 

ÆØ Å  Faktor  2 Faktor 0,5 

(1) Streckung in y-Rich-
tung 

Verdopplung der y -Achsenwerte Halbierung der y -Achsenwerte 

Ç Ø ςϽÅ  È Ø πȟυϽÅ  

(2) Streckung in x-Rich-
tung 

Halbierung der x -Achsenwerte Verdopplung der x -Achsenwerte 

Õ Ø Å  Ö Ø Å  
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3a) 
 
Å χᵾ Ø ρ ÌÎχᵾ Ø ÌÎχ ρ   

Å ᵾ Å Å ᵾ Ø ρ  

᷿ ÄÔÌÎρπᵾ ÌÎÔ ÌÎρπᵾ ÌÎØ ÌÎρ ÌÎρπᵾ ÌÎØ ÌÎρπᵾ Ø ρπ  

 Å χ π unlösbar, da Å χ χ 
ÌÎØ φᵾ Ø Å 
Å τÅ τ π Õ τÕτ πᵾ Õ ς πᵾ Õ ς Å ςᵾ Ø ÌÎς 

 

3b) 
 

᷿ ÅÄØ Å Å Å σ ρ ς  

᷿ Å ÄØ πȟυϽÅ πȟυϽÅϽ πȟυ πȟυϽÅ πȟυ τ  

᷿ Å Ø ρÄØ Å Ø Ø Å τȟυ σ Å πȟυ ρ Å Å φ  

᷿ ÄØ ÌÎØ ÌÎÅ ÌÎρ ρ  

᷿ ЍØÄØ ÌÎØ Ø Åȟ Åȟ ςȟχς    

᷿ ÄØ ÌÎØ ρ ρ πȟσχ  

 
4) 
 

Aussage zu ÖÔ ςȟυϽρ Å ȟ  

W
a

h
r 

F
a

ls
ch

 

Begründung 

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist 
immer positiv.    

ÖÔ ςȟυϽρ Å ȟ  
ςȟυϽρ Å ȟ πᵾ ρ Å ȟ π 
ᵾ Å ȟ ρᵾ πȟρÔπᵾ Ô π 

Die maximale Sinkgeschwindigkeit 
wird zu Beginn erreicht.    

ÖÔ ςȟυϽρ Å ȟ ςȟυ ςȟυϽÅ ȟ  
Es gilt v(0) = 0 und v(t) > 0 für t > 0 

Der Stein erreicht den Boden des Sees 
niemals.   

Dies kann anhand der Funktionsgleichung 
für v nicht abgelesene werden. 

Die maximale Beschleunigung des 
Steins wird zu Beginn erreicht.   

Die Beschleunigung ist bei t = 0 maximal, 
da der Graf zu ÖǰÔ πȟςυÅ ȟ  der Graf 
einer fallenden Exponentialfunktion dar-
stellt. 

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt 
gesunken ist. 

  

ÓÔ ᷿ÖØÄØ ςȟυØςυÅ ȟ    

ςȟυÔςυÅ ȟ ςυ  
beschreibt die zurückgelegte Strecke des 
Steins im Zeitintervall [0; t]  

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer 
kleiner als 2,5 Meter pro Sekunden.   

ÖÔ ςȟυϽρ Å ȟ ςȟυ ςȟυϽÅ ȟ  
ςȟυ ςȟυϽÅ ȟ ςȟυᵾ Å ȟ π 
Diese Gleichung ist für all e t erfüllt.  
Alternativ kann auch mit der Sättigungs-
grenze beim beschränkten Wachstum argu-
mentiert werden:  
ÖÔ ςȟυ ςȟυÅ ȟ ςȟυ ςȟυ πÅ ȟ   

Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt 
sich jeweils in 0,9 Sekunden.   

Dies kann nicht sein, da dann ein exponen-
tielles Wachstum vorliegen müsste. Die 
Funktionsgleichung v beschreibt ein be-
schränktes Wachstum. 
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5a) 
 

ÓÉÎÈǰØ ϽÅ Å ÃÏÓÈØ; ÓÉÎÈǰǰØ ϽÅ Å ÓÉÎÈØ. Analog gilt für die Ableitun-

gen von ÃÏÓÈȡ  ÃÏÓÈǰØ ϽÅ Å ÓÉÎÈØȠÃÏÓÈǰǰØ ϽÅ Å ÃÏÓÈØ. Daher gilt:  

ÓÉÎÈ Ø ÓÉÎÈØ;  ÓÉÎÈ Ø ÃÏÓÈØȠ ÃÏÓÈ Ø ÃÏÓÈØ;  ÃÏÓÈ Ø ÓÉÎÈØȢ 
 
5b) 
 

 ϽÅ Å ϽÅ Å Å Å Å Å ςÅ π Å πȢ Daher gibt es keine 

Lösung der Gleichung, also keine Schnittpunkte der beiden Graphen. 
 
5c) 
 

ÓÉÎÈÁ ϽÅ Å ϽÅ Å ϽÅ Å ÓÉÎÈÁȢ Daher: Graph zu ÓÉÎÈ ist 

punktsymmetrisch zum Ursprung.  
 

ÃÏÓÈÁ ϽÅ Å ϽÅ Å ϽÅ Å ÃÏÓÈ Á. Daher ist der Graph zu ÃÏÓÈ 

achsensymmetrisch zur y-Achse. 
 
5d) 
 

ÃÏÓÈǰØ
ρ

ς
ϽÅ Å πᵾ Å Å πᵾ Å Å

Ͻ
ᵾÅ ρᵾ ςὼ πᵾ ὼ π 

 

ÃÏÓÈǰǰØ ϽÅ Å πȟÄÁ ÂÅÉÄÅ Å 4ÅÒÍÅ ÅÃÈÔ ÐÏÓÉÔÉÖ ÓÉÎÄ: 0 ist lokale Minimumstelle von 

cosh und cosh ist überall linksgekrümmt.  
 
Da ÃÏÓÈπ ρ ist und der Graf linksgekrümmt ist, ist 0 auch globale Minimumstelle und 1 globa-
les Minimum.  
 

Alternativer Ansatz : ϽÅ Å ρ
Ͻ
Å ρ ςÅᵾ Å ςÅ ρ πᵾ Å ρ π 

ᵾ Å ρᵾ ὼ π und die Tatsache, dass f(0) = 1 ist, reichen zum Nachweis der Behauptung. 
 
5e) 
 

ÓÉÎÈǰǰØ
ρ

ς
ϽÅ Å πᵾ Å Å πᵾ Å Å

Ͻ
ᵾÅ ρᵾ ςὼ πᵾ ὼ π 

 

ÓÉÎÈǰǰǰØ ϽÅ Å π: Daher ist 0 Rechts-Links -Wendestelle. 

 
5f) 
 

ÃÏÓÈØ ÓÉÎÈØ ϽÅ Å ϽÅ Å Å   

 

(1) ᷿ ÃÏÓÈØ ÓÉÎÈØ ÄØ ᷿Å ÄØ Å ρ πȟφσ  

 

(2) ᷿ ÃÏÓÈØ ÓÉÎÈØ ÄØ ᷿Å ÄØ Å Å ρ
ᴼ
ựựự ρȟÄÁ Å

ᴼ
ựựự π.  
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5g)  
 

Man erhält ϽÅ Å ϽÅ Å ϽÅ ς Å ϽÅ ς Å  

ϽÅ ϽÅ ϽÅ ϽÅ ρ, q. e. d. 

 
Mit Hilfsmitteln:  
 
1a)  
 

ÆØ ς Ὡ Ͻ 
 
1b) 
 

ÆǰØ ÌÎςϽÅ ϽȠ 
 
Í Æǰρ ςϽÌÎςᵼÔØ ςϽÌÎςϽØ ÂȠ 

Ôρ Æρ ςᵾ ςϽÌÎςϽρ Â ςᵾ Â ς ςϽÌÎς 
ᵼÔØ ςϽÌÎςϽØ ς ςϽÌÎς ρȟσωØπȟφρ 
 
Í Æǰρ πȟυϽÌÎςᵼÔØ πȟυϽÌÎςϽØ ÂȠ 

Ô ρ Æ ρ πȟυᵾ πȟυϽÌÎςϽ ρ Â πȟυᵾ Â πȟυ πȟυϽÌÎς 
ᵼÔØ πȟυϽÌÎςϽØ πȟυ πȟυϽÌÎς πȟσυØπȟψυ 
 
1c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1d) 
 

(1) ᷿ Å ϽÄØ ϽÅ Ͻ ϽÅ ϽÅ
ȟ ȟ

πȟχς 

 

(2) ᷿ Å ϽÄØ ϽÅ Ͻ ϽÅ Ͻ

ᴼ
ựựự ρȟττȟÄÁ ÌÉÍ

ᴼ
Å Ͻ π 



 

 

65 1.7 Lösungen 

65 

 
(3) Man bestimme die Nullstellen der Geraden sowie die Schnittstelle der beiden Geraden:  
ÔØ ÔØᵾ ρȟσωὼ πȟφρ πȟσυὼ πȟψυᵾ ρȟπτὼ πȟςτᵾ ὼ πȟςσᵼώ πȟωσ 
Nullstelle von t 1: ρȟσωὼ πȟφρ πᵾ ὼ πȟττ 
Nullstelle von t 2: πȟσυὼ πȟψυ πᵾ ὼ ςȟτσ 
Also gilt für den Flächeninhalt: ϽςȟτσπȟςσϽπȟωσ ϽπȟττπȟςσϽπȟωσ πȟωσ 

 
1e)  
  
ÇØ ςϽÆØ ςϽς ς ÆØ ρ: Verschiebung des Grafen von f um 1 nach links = Stre-
ckung des Grafen von f um den Faktor 2 in y-Richtung 
 
2a)  
 

Æρ ÁẗÅ ψφȟπτ; Æς ÁẗÅ ψςȟςυ. ȡ 
ẗ

ẗ

ȟ

ȟ
ᵼÅ

ȟ

ȟ
ᵼÂ ÌÎ

ȟ

ȟ
πȟπτυ 

Also ergibt sich Á
ȟ

ȟ
ωπȢ Die Anfangstemperatur beträgt 90 C̄. 

 
2b)  
 

Æρπ ωπẗÅ ȟ Ͻ υχȟσω ̄#. ÆÔ ωπẗÅ ȟ Ͻ τυ Å ȟ Ͻ πȟυ Ô
ȟ

ȟ
ρυȟτπ  

Nach ca. 15,4 Minuten ist die Temperatur des Kaffees unter 45 ̄C gesunken. 
 
2c)  
 

ÆǰÔ ωπẗ πȟπτυϽÅ ȟ Ͻ τȟπυϽÅ ȟ Ͻ; momentane Abkühlgeschwindigkeit des Kaffees;  
 
2d)  
 
 
  
 
 
 
 
 
2e)  
 
Die Temperatur des Kaffees würde dann nach ca. 36 Minuten unter die Raumtemperatur von 20 

C̄ sinken (vgl. Graf von f).  
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2f) 
 
(1) Ein möglicher Graf g muss nach unten durch S = 20 be-
schränkt sein. Mit einer Starttemperatur von g(0) = 90, der 
Raumtemperatur (Sättigungsgrenze) S = 20 und der Tem-
peraturdifferenz von Raum - und Starttemperatur (Sätti-
gungsmanko zu Beginn) S ð g(0) = -70, erhält man die fol-
gende Funktionsgleichung mit Ë π für g:  
 

ÇÔ 3 3 Çπ ẗÅ Ͻ Ã ÄẗÅ Ͻ ςπχπẗÅ Ͻ.  

 
(2) Der Parameter c = 20 beschreibt also die Sättigungsgrenze (Raumtemperatur), d = -70 das Sätti-
gungsmanko (Temperaturdifferenz von Raumtemperat ur und Kaffeetemperatur zu Beginn). Der 
Parameter k als Proportionalitätskonstante aus Abkühlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz 
von Raumtemperatur und aktueller Kaffeetemperatur (Sättigungsmanko) muss kleiner als 0,045 

sein, da der Kaffee bei Raumtemperatur langsamer abkühlt als bei 0 ̄ C.  
 
3a) 
 
ÈÔ πȟςϽÅȟϽ ȟ πȟυπᵾ ÅȟϽ ȟ ςȟυπᵾ ὸ ρπϽÌÎςȟυ ω ρψȟρφ m. Nach 18 Tagen und 
fast 5 Stunden ist die Pflanze 50 cm hoch.  
 
3b)  
 
ÈÔ πȟςϽÅȟϽ ȟ πȟςϽÅȟϽϽÅ ȟ πȟςϽÅ ȟϽÅȟϽ πȟπψϽÅȟϽ . Damit ist c ungefähr 0,08 
und k = 0,1.  
 
3c) 
 
Dabei gibt c die Anfangshöhe an und k ist die Proportionalitätskonstante aus Wachstumsge-
schwindigkeit und Höhe des Strauches. Für den Wachstumsfaktor a gilt Á Åȟ ρȟρπυρ.  
 
3d)  
 
Es gilt für die erste und zw eite Ableitung von h (für alle t des Definitionsbereiches):  
ÈǰÔ πȟςϽπȟρϽÅȟϽ ȟ πȟπςϽÅȟϽ ȟ πȠ  ÈǰǰÔ πȟπςϽπȟρϽÅȟϽ ȟ πȟππςϽÅȟϽ ȟ π. 
Damit ist der Graph für den Definitionsbereich streng monoton wachsend (h´(t) > 0) und dort auch 
linksgekrüm mt (h´´(t) > 0).  
 
3e)  
 
Da der Graph im Bereich 0 Ò t Ò 20 streng monoton wachsend und linksgekr¿mmt ist, nehmen die 
Steigungen in diesem Bereich ständig zu. Eine Wendestelle existiert nicht. Damit ist h´(20) die 
größte Steigung des Graphen und sein Wert entspricht der größten Wachstumsgeschwindigkeit. 
Es gilt: Èǰςπ πȟπςϽÅȟϽ ȟ πȟπφ Meter pro Woche. Der Strauch wächst also am zwanzigsten 
Tag mit einer Geschwindigkeit von 6 cm pro Tag.  
 
Da die Werte einer Exponentialfunktion beliebig groß werden, wenn  der Exponent gegen unend-
lich strebt, würde der Strauch dementsprechend unendlich groß. Insofern kann die Funktion h nur 
für einen begrenzten Zeitraum als Modell bzw. zur Modellierung dienen.  
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3f) 
 
(1) h2 beschreibt die Wirkungsfunktion der Wachstumsgeschwindigkeit z. Man muss also die spe-
zielle Stammfunktion zu z finden, für die h 2(20) = 0,60 gilt (Strauch ist nach 20 Wochen 0,6 Meter 

hoch). Für die Wirkungsfunktion h 2 gilt: È Ô
ȟ

ȟ
ϽÅ ȟϽ ȟ + πȟςϽÅ ȟϽ ȟ +. Mit 

h2(20) = 0,60 ergibt sich für die Konstante K: πȟςϽÅ ȟϽ ȟ + πȟφπᵼ+ πȟφππȟςϽ
Å ȟϽ ȟ ρȟςπȢ Damit erhält man für die Wirkungsfunktion h 2: È Ô ρȟς πȟςϽÅ ȟϽ ȟ.  
 
Alternativ hätte man auch mit der sogenannten Integralfunktion zum Ergebnis kommen können. 
Für die Höhe h2(t) nach t Tagen (t > 20) gilt nämlich:  

È Ô πȟφπ᷿ ᾀὼὨὼ πȟφπ᷿ πȟπςϽÅ ȟϽ ȟÄØ πȟφπ πȟςϽÅ ȟϽ ȟ   

πȟφπ πȟςϽÅ ȟϽ ȟ πȟςϽÅ ȟϽ ȟ πȟφπ πȟςϽÅ ȟϽ ȟ πȟφπ 

ρȟς πȟςϽÅ ȟϽ ȟȢ 
 
(2) Da der Term πȟρϽÔ σȟρ im Exponenten der Funktion mit steigendem t gegen minus unend-
lich strebt, nähert sich Å ȟϽ ȟ Null an und insgesamt strebt h 2(t) gegen 1,20 m. Der Strauch wird 
daher nicht höher als ca. 1,20 Meter. Mathematische Notation: ρȟς πȟςϽÅ ȟϽ ȟ

ᴼ
ựự ρȟς oder 

ÌÉÍ
ᴼ

ρȟς πȟςϽÅ ȟϽ ȟ ρȟς. 

 
(3) Durch Umformung erhält man:  
È Ô ρȟς πȟςϽÅ ȟϽ ȟ ρȟς πȟςϽÅ ȟϽϽÅȟ ρȟς πȟςϽÅȟϽÅ ȟϽ ρȟς τȟτσωφϽÅ ȟϽ 
ρȟς ρȟς σȟςσωφϽÅ ȟϽ 3 3 È π ϽÅ ȟϽᵼ3 ρȟςȠÂ τȟτσωφȠË πȟρ. 

 
(4) Die maximal mögliche Länge des Strauches (Sättigungsgrenze) S = 1,20 Meter. Die Differenz 
aus maximaler Länge von 1,2 m und der hypothetischen Strauchlänge des bei t = 0 beginnenden 
beschränkten Wachstums (= maximaler Längenzuwachs = Sättigungsmanko zum hypothetischen 
Startwert bei t = 0) ergibt sich durch b = S ð h2(0) = τȟτσωφȢ Ein größeres b lässt den Strauch langsa-
mer wachsen. Der Parameter k = 0,1 ist die Proportionalitätskonstante aus Wachstumsgeschwin-
digkeit und Differenz aus maximaler Strauchlä nge und aktueller Strauchlänge (Sättigungsmanko). 
Je höher k ist, desto schneller wächst der Strauch zu Beginn an. 
 
(5) Èǰςπ Úςπ πȟπςϽÅ ȟϽ ȟ πȟπςϽÅȟ πȟπςϽÅȟϽ ȟ Èǰςπ Der Übergang ist 
knickfrei.  
 
3g)  
 

Mit dem Ansatz  ÆÔ 3 ÄϽÅ  und S = 1,2 und f 1(0) = 0,08 bzw. f1(20) = 0,6 können d und k 
auf zwei Weisen errechnet werden. Kennt man die Formel für beschränktes Wachstum, nämlich 

die Gleichung ÆÔ 3 3  Æπ ϽÅ , weiß man, dass Ä  3  Æπ ρȟς πȟπψ ρȟρς. An-

schließend nutzt man die zweite Bedingung  zur Berechnung des Parameters k aus: f1(20) = 0,6 

ergibt ρȟς ρȟρςϽÅ πȟφᵾ Ễᵾ  Ë ϽÌÎ πȟπσρςρ. Der Funktionsterm lautet 

dann: ÆÔ ρȟς ρȟρςϽÅ ȟ Ͻ .  
 
Alternativ hätte man zur Bestimmung von d die Bedingung f 1(0) = 0,08 nutzen können und mit der 

Gleichung ρȟς ÄϽÅ Ͻ πȟπψ folgt d = 1,12.  
 
Der Parameter d beschreibt den maximalen Längenzuwachs nach dem Einsetzen des Strauches (= 
Sättigungsmanko bei t = 0). 
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3h) 
 
Mit f 2(0) = 0,08 und S = 1,2 erhält man mit der Formel für den logistischen Ansatz den Funktions-

term ÆÔ
ȟ

ȟ ȟ Ͻ ȟϽϽ . Zur Berechnung des Parameters k hat man f2(20) = 0,6.  
ȟ

ȟ ȟ Ͻ ȟϽϽ πȟφ führt zu Ë ϽÌÎ  0,10 und damit zur entsprechenden Funktionsglei-

chung ÆÔ
ȟ

ȟ ȟ Ͻ ȟϽȟϽ

ȟ

ȟ ȟ Ͻ ȟ Ͻ .  

 
Alternativer Ansatz (wenn man die Formel für das logistische Wachstum vergessen hat): Geht 
man umgekehrt vom Funktionsterm f 2(t) aus, muss man für ein logistisches Wachstum zeigen, 

dass folgenden Gleichungen erfüllt sind: f 2(20) = 0,6 und f2(0) = 0,08 und ÌÉÍ
ᴼ

ȟ

ȟ ȟ Ͻ ȟ Ͻ

ρȟς. 
 
3i)   
 
Der Graph von f 1 verändert sein Krümmungsverhalten im gesamten Beobachtungszeitraum nicht. 
Inhaltlich bedeutet das konkret, dass das Pflanzenwachstum, das der Graph von f 1 beschreibt, über 
den gesamten Beobachtungszeitraum kleiner wird. Der Graph von f 2 verändert sein Krümmungs-
verhalten im Wendepunkt, der etwa bei t = 20 liegt. Bis zu diesem Zeitpunkt nimmt das Wachstum 
des Strauches beinahe exponentiell zu, erst nach dem 20. Tag wird ein sinkendes Pflanzenwachs-
tum beschrieben. Das legt die Vermutung nahe, dass die Strauchhöhe h in Metern in Abhängigkeit 
von der Zeit in Tagen über den gesamten Beobachtungszeitraum eher durch ein Wachstumsmo-
dell wie in f 2 beschrieben werden kann. 
 
3k)  
 
Zunächst muss eine neue (differenzierbare) Funktion d = h ð f definiert werden, die die Differenz 
zwischen den beiden Funktionen angibt. Von dieser müssen dann durch Bestimmung der Nullstel-
len der ersten Ableitung mögliche lokale Extremstellen im Intervall [0; 20] berechnet werden. 
Durch Vergleich der Beträge der Funktionswerte an diesen Stellen mit den Beträgen der Rand-
werte |d(0)| und |d(20)| findet man die gesuchte größte Differenz.   
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Lektion 2: Zusammengesetzte Funktionen untersuchen   

Lektion 2 :  
Zusammengesetzte Funk tion untersuchen  
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Lektion 2: Zusammengesetzte Funktionen untersuchen   
 

2.1 Ketten- und Produktregel  
 

Bisher haben wir die folgenden Ab - und Aufleitungsregeln kennengelernt:  
 

Faktorregelȡ ÆØ ÃϽÇØ Ãɴ ᴙ  ÆǰØ ÃϽÇǰØ  &Ø ÃϽ&Ø  

Summenregel: ÆØ ÇØ ÈØ ÆØ ÇǰØ ÈǰØ &Ø 'Ø (Ø 

Potenzregel: ÆØ Ø Îɴ ᴙ  Æǰ Ø ÎϽØ   &Ø ϽØ Îɴ ᴙ   

ÆØ Á Á π ÆǰØ ÌÎÁϽÁ  &Ø ϽÁ  

ÆØ Å  Ëɴ ᴙ  ÆǰØ ËϽÅ   &Ø ϽÅ   

ÆØ ÌÎØ ÆǰØ   &Ø ØϽÌÎØ ρ  (vgl. Aé) 

ÆØ    ÆǰØ
ρ

Ø
 &Ø ÌÎὼ   

ÆØ ЍØ ÆǰØ
Ѝ

  &Ø
Ѝ

  
 

 

Aufgabe 1 (Wiederholung)  
 

Berechne den Ableitungsterm f´(x) sowie den Term der Stammfunktion F(x). Gib  jeweils die ange-
wendeten Regeln an. 
 

+ ++ +++ ++++ 

ÆØ Ø ςØ   ÆØ ØϽσØ ρ ÆØ ςØØ   ÆØ   

ÆØ σØ   ÆØ Ø Ø   ÆØ
Ѝ

Ѝ
  ÆØ

Ѝ
  

ÆØ ρςϽς  ÆØ ς ς ς   ÆØ ς ρ   ÆØ ςϽς ς   

ÆØ σÅ ςÅ    ÆØ σϽÅ   ÆØ Å Ͻρ Å   ÆØ   

 

Aufgabe 2 (Schmelzen von Eiszapfen) 27 
 

Viele Eiszapfen sind annähernd kegelförmig, sie unterscheiden sich aber im Volumen und im Ver-
hältnis von Radius zu Länge. Bei Tauwetter lässt sich beobachten, dass die Länge eines Eiszapfens 
bei konstanter Umgebungstemperatur linear mit der Zeit abnimmt. Das Verhältnis aus Länge und 
Radius eines beobachteten Eiszapfens bleibt beim Schmelzen nahezu konstant. Ein kegelförmiger 
Eiszapfen sei 30 cm lang und oben 2 cm dick. Seine Länge verkürzt sich nach Beginn des Schmel-
zens innerhalb von 50 Minuten auf 19,5 cm. 
 

a) Begründe , dass ÌÔ σππȟςρϽÔ die Länge des Eiszapfens nach t Minuten modelliert. 
 

b) Das Volumen des Eiszapfens hängt über die Volumenformel eines Kegels von seiner Länge l 

ab. Zeige, dass sich das Zapfenvolumen durch 6Ì ϽÌ. 
 

c) Bestimme  das Volumen V in Abhängigkeit von der Zeit sowie die zeitliche Änderungsrate des 
Volumens zu Beginn, in der Mitte und am Ende des Schmelzvorgangs. Deute  das Ergebnis. 

                                                 
27 Fokus Mathematik LK NRW 2011, S. 92 
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Aufgabe 3 (Verkettung von Funktionen)  
 

Ziel:  Wie lernen nun eine neue Methode kennen, zwei Funktionen ð wie in Aufgabe 2 bereits ge-
schehen ð zu einer neuen Funktion zusammenzusetzen.  

 

a) Eine Funktion kann man als einen Automaten betrachten, in den man eine Zahl einwirft und 
der daraufhin eine bestimmte Zahl auswirft. Ergänze die Tabellen. 

 

Õȡ Ø ÕØ ЍØ  Öȡ Ø ÖØ ςØρ 

Eingabe x Ausgabe u(x)  Eingabe x Ausgabe v(x) 

4 2  5  

100 10  0,2  

a   2b ð 1  

3z   ς  

 
b) Man kann zwei Automaten (Funktionen) hintereinanderschalten. In der folgenden Tabelle 

kommt zuerst der Automat u und dann der Automat v. In der zweiten Tabelle werden bei glei-
cher Angabe die Reihenfolge der Automaten umgekehrt.  

 

Õȡ Ø ÕØ ЍØ Öȡ Ø ÖØ ςØρ 

Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v  

9 3 7 

100   

a   

3x   

x ð 1   

ex   

 

Öȡ Ø ÖØ ςØρ Õȡ Ø ÕØ ЍØ 
Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u  

9 19 Ѝρω 
100   

a   

3x   

x ð1   

ex   

 

Merke : Diese Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen heißt Verkettung von v und u. Je 
nach Reihenfolge ergeben sich im Allgemeinen verschiedene Funktionswerte.  
 
v(u(x))  (lies: ăv von u von xò)    u(v(x))  (lies: ău von v von xò).     
u zuerst anwenden       v zuerst anwenden  
u ist die innere , v die äußere Funktion    v ist die innere , u die äußere Funk-
tion  
 
Beispiel: ÖØ Ø und ÕØ Å 

ÕÖσ Õω ÅȠ ÖÕσ Å Å; ÕÖØ ÕØ Å ȠÖÕØ ÖÅ Å Å  

 

c) Es ist ÕØ Ø ÂÚ×ȢЍὼ und ÖØ Ø ρ ÂÚ×ȢÅ ]. Berechne ÖÕς ȟÕÖς ȟÖÕ ρ  und 

ÕÖ ρ Ȣ  Gib  die Funktionsterme  ÖÕØ  ÕÎÄ ÕÖØ  an. 
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Die Verkettung der Funktionen  u und v hat je nach Reihenfolge die Namen  
v uʐ (lies: ăv nach uò)      u vʐ  (ălies: u nach vò) 
(v uʐ)(x) = v(u(x))       u vʐ: xa u(v(x))  

 

d) Bestimme  zu u(x) = x2 [ÂÚ×ȢÌÎὼ  und v(x) = 3x [ÂÚ×Ȣ  ] die Funktionsterme von u vʐ und v uʐ. 

 

Aufgabe 4 (Die Ableitung einer Verkettung von Funktionen)  
 

Ziel: Es soll eine Regel für die Ableitung einer Verkettung f(x) = u(v(x)) gefunden werden, falls 
die Ableitungen von u und v bekannt sind.  

 
In der Tabelle werden nur Verkettungen f(x) = u(v(x)) untersucht, die man nach Umformen des 
Funktionsterms mit den schon bekannten Ableitungsregeln ableiten kann.  
 
Beispiel : f(x) = (3x)2 ist eine Verkettung. Wie lautet die Ableitung? f kann man ohne Verkettung 
schreiben: f(x) = 9x2. Die Ableitung ist: f´(x) =  18x. 
 
a) Ergänze die Tabelle. In der rechten Spalte liegt das eigentliche Problem! 
 

f(x)  f´(x)   f als Verkettung  Wie ergibt sich f´(x) direkt aus der Verkettung?  

9x2  18x 
v(x)=3x    u(x)=x2   

f(x)=u(v(x))=(3x) 2 
2.(3x)1 = 6x ist falsch; Korrekturfaktor?  
18x = 2.(3x)1 ā                

4x2  8x 
v(x)=        u(x)= 
f(x)=u(v(x)) = (2x) 2 

2.(2x)1 =  
8x = 

4x2 + 4x + 1  
v(x)=         u(x)= 
f(x)=u(v(x))=(2x+1) 2 

 

x4 + 2x2 + 1  
v(x)=        u(x)= 
f(x)=u(v(x))=(x 2+1)2 

 

  
v(x)=        u(x)= 
f(x)=u(v(x))=(x ð1)2 

 

 
b) Aus der Tabelle kann man eine Vermutung zur Ableitung einer Verkettung erschließen. Er-

gänze die Worte ăinnere(n)ò bzw. ăªuÇere(n)ò.  
 

Vermutung : Leite zunächst die ___________________ Funktion ab. Behandle dabei die 
__________________ Funktion als Variable. Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der 
__________________ Funktion. 

 
c) Beurteile , ob hier richtig abgeleitet wurde und korrigiere  sie gegebenenfalls. 
 
ÆØ φØτ Ƞ ÆǰØ ς ϽφØτϽφ   Ɗ richtig Ɗ falsch. Korrektur: fË(x) =_________________ 
ÆØ ςØτ Ƞ ÆǰØ σ ϽςØτ   Ɗ richtig Ɗ falsch. Korrektur: fË(x) =_________________ 
ÆØ ςØτ Ƞ ÆǰØ σ ϽςØτϽς  Ɗ richtig Ɗ falsch. Korrektur: fË(x) =_________________ 
ÆØ Ø χ Ƞ ÆǰØ ς ϽØ χϽς  Ɗ richtig Ɗ falsch. Korrektur: fË(x) =_________________ 
 
d) Löse Aufgabenteil c) aus Aufgabe 2 unter Nutzung der obigen Vermutung.  
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Kettenregel:  Ist f(x) = u(v(x)) eine Verkettung von u und v, dann kann man die Ableitung fol-

gendermaßen erhalten: ÆǰØ ÕǰÖØ ϽÖǰØ. 
 
Beispiele:  
 

Á ÆØ υ ɀ σØ ÕÖØ ; ÕØ Ø ᵼ ÕǰØ  τØ; ÖØ υ ɀσØᵼÖǰØ σ  

ÆǰØ ÕǰÖØ ϽÖǰØ Õǰυ σØϽÖǰØ τϽυ ɀσØϽ σ ρςϽυ ɀσØ  

Â ÆØ Å ÕÖØ ȠÕØ Å ᵼ ÕǰØ  ÅȠÖØ ËØᵼÖǰØ Ë    

ÆǰØ ÕǰÖØ ϽÖǰØ ÕǰËØϽÖǰØ Å ϽË ËϽÅ   

Ã ÆØ ÕÖØ ȠÕØ Ø  ᵼ ÕǰØ  Ø ȠÖØ Ø ρᵼÖǰØ ςØ  

ÆǰØ ÕǰÖØ ϽÖǰØ ÕǰØ ρϽÖǰØ Ø ρ ϽςØ   

 

Aufgabe 5 (Anwendung der Kettenregel)  
 
Berechne den Ableitungsterm f´(x). Dabei ist ʒ eine differenzierbare Funktion.  
 
+ ++ +++ ++++ 

ÆØ Ø ρ   ÆØ τϽØ ρ   ÆØ ʒØ   ÆØ   

ÆØ ÌÎςØ  ÆØ   ÆØ ÌÎʒØ   ÆØ ÌÎЍØ  

ÆØ Å   ÆØ σÅ   ÆØ Å   ÆØ ÅЍ   

ÆØ ψØρ   ÆØ ÌÎØ   ÆØ ʒØ  ÆØ ÌÎÌÎØ   

 

Aufgabe 6 (Bakterienwachstum)  
   
Die von einer Bakterienkultur überdeckte Fläche wächst pro Tag um ca. 10 %. Zu Beginn ist die 
Fläche etwa 5 cm3 groß. 
 
a) Begründe , dass es sich um exponentielles Wachstum handelt. 
 
b) Bestimme  die Fläche der Bakterienkultur fünf Tage nach Messbeginn bzw. drei Wochen vor 

Beginn der Messung, wenn man von exponentiellem Wachstum ausgeht. 
 
c) Ermittle  die mittlere Änderungsrate in den ersten vier Wochen.  

 
d) Berechne, wann die momentane Änderungs rate erstmals 10 cm3 pro Woche beträgt. 
 

Aufgabe 7 (Aussagen zur Schar von Logarithmusfunktionen) 28 
   
Gegeben ist die Schar von Funktionen Æ mit  ÆØ ÌÎÁØ Á πȢ 
 
Begründe  folgende Aussagen: 
 
(1) Die Steigung des Graf von Æ ist unabhängig von a. 

(2) Allen Grafen der Schar sind für a > 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton wachsend. 

(3) Allen Grafen der Schar sind für a < 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton fallend.  

(4) Alle Grafen der Funktionsschar sind rechtsgekrümmt.  
 

                                                 
28 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014) 
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Aufgabe 8 (Kurvenuntersuchung)  
   
Gegeben ist die Funktionen Æ mit  ÆØ ÌÎØ ØȢ 
 

a) Berechne den Definitionsbereich von f und skizziere den Grafen mit dem GTR.  
 

b) Untersuche f rechnerisch auf Nullstellen und lokale Extremstellen.  
 

c) Bestimme  die Stelle a, an welcher der Graf die Steigung -1,5 hat. 
 

d) Ermittle die Tangente an den Grafen an der Stelle 2 und ermittle  mithilfe des GTR alle Schnitt-
punkte des Grafen von f mit dieser Tangente. 

 

Aufgabe 9 (Beweis der Kettenregel)  
 
Mithilfe der folgenden Abbildung und der nachfolgenden Definitionen kann die Kettenregel bewie-
sen werden.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Mittlere Steigung von v über dem Intervall 
ὀȠὀ ἰ = Í ØȠØ È  

Mittlere Steigung von u über dem Intervall 
ὂȠὂ ἳ = Í ÚȠÚ Ë 

    
 

Ableitung von v an der Stelle x = ÖǰØ Ableitung von u an der Stelle z = ÕǰÚ 

ÌÉÍ
ᴼ

  ÌÉÍ
ᴼ

  

 
a) Bringe  die folgenden fünf Blöcke in die richtige Reihenfolge. Begründe  die Reihenfolge. 
 

Mittlere Steigung von f mit f(x) = u(v(x)) über dem Intervall ὀȠὀ ἰ =  Í ØȠØ È 

 Ͻ    Ͻ   

  Ͻ  ÖØ Ú ÕÎÄ ÖØ È Ú Ë ÕÎÄ %Ò×ÅÉÔÅÒÕÎÇ ÍÉÔ    

 
 
b) Bringe  die folgenden vier Blöcke in die richtige Reihenfolge. Begründe  die Reihenfolge. 
 
Ableitung von f an der Stelle x =   ÆǰØ ÌÉÍ

ᴼ
Í ØȠØ È 

ÕǰÖØ ϽÖǰØ  ÕǰÚϽÖǰØ  3ÅÔÚÅ Ú ÖØ   

ÌÉÍ
ᴼ
ᴼ

Ͻ   ÌÉÍ
ᴼ

ϽÌÉÍ
ᴼ

  

 
c) Führe den Beweis für f mit ÆØ  Å  durch. Überlege zunächst, was v(x) = z, u(z) und k sind.   
 

ÖØ È ÖØ ÕÚ Ë ÕÚ 
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Aufgabe 10 (Ableitung eines Produktes zweier Funktionen) 29 
   

Ziel: Es soll eine Regel f¿r die Ableitung eines Produktes f(x) = u(x) ā v(x) gefunden werden, 
falls die Ableitungen von u und v  bekannt sind.  

 
a) Peter sucht eine Ableitungsregel für das Produkt zweier Funktionsterme. Dafür schreibt er die 

Potenzfunktion f mit ÆØ Ø in ein Produkt mit den Faktoren ÕØ Ø und ÖØ ØȢ Weise 
nach, dass ÆǰØ ÕǰØϽÖǰØ gilt.  

 

b) Nachdem er erkannt hat, dass im Allgemeinen ÆǰØ ÕǰØϽÖǰØ gilt, überlegt Peter, dass der 
Exponent beim Ableiten einer Potenzfunktion immer um eins verringert wird. Er vermutet da-
her, dass nur ein Faktor abgeleitet wird. Vervollständige  dafür folgende Tabelle. 

 

Ἦὀ ἽὀϽἾὀ  ἽǰὀϽἾὀ  ἽὀϽἾǰὀ  

Ø ØϽØ ρϽØ Ø  ØϽυØ υØ  

Ø ØϽØ  ςØϽØ ςØ   

Ø ØϽØ    

Ø ØϽØ    

Ø ØϽØ    
 

Stelle  mithilfe der Tabelle eine Vermutung für die Formel für die Ableitung der Funktion f mit 
ÆØ ÕØϽÖØ auf. Überprüfe  die Gültigkeit der Formel auch für andere Potenzfunktionen.  

 

Produktregel:  Sei ÆØ ÕØϽÖØ mit den differenzierbaren Funktionen u und v. Dann gilt für 
den Ableitungsterm ÆǰØ ÕǰØϽÖØ ÕØϽÖǰØ. 
 
Beispiele:  
 

Á ÆØ Ø  ρϽÅ Ƞ ÕØ Ø ρȠÕǰØ ςØȠÖØ Å Ƞ ÖǰØ ςÅ  +ÅÔÔÅÎÒÅÇÅÌȦ  
ÆǰØ ÕǰØϽÖØ ÕØϽÖǰØ ςØ ϽÅ  Ø  ρϽ ςϽÅ  ςØ  ςØ ςϽÅ  
 

Â ÆØ ØϽςØ ρ ȠÕØ ØȠÕǰØ ρȠÖØ ςØρ ȠÖǰØ φϽØ  ρ  +ÅÔÔÅÎÒÅÇÅÌȦ  
ÆǰØ ÕǰØϽÖØ ÕØϽÖǰØ ρϽςØρ ØϽφϽςØρ ςØρ φØϽØ  ρ  
ψØρϽØ  ρ  

 

Ã ÆØ Ø τϽÌÎØȠ ÕØ Ø  τȠÕǰØ ςØȠÖØ ÌÎØȠ ÖǰØ    

ÆǰØ ÕǰØϽÖØ ÕØϽÖǰØ ςØ ϽÌÎØ Ø  τϽ ςØ ϽÌÎØ Ø     

 

Aufgabe 11 (Anwendung der Produktregel)  
 
Berechne den Ableitungsterm f´(x) unter Anwendung der Produktregel.  
 
+ ++ +++ ++++ 

ÆØ ØϽØ ρ   ÆØ Ø ςØρϽÅ    ÆØ ØϽÅ ȟ    ÆØ ÔØϽÅ  

ÆØ ØϽÅ  ÆØ ØϽÌÎØ  ÆØ   ÆØ ØϽς   
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Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)  
 

Kurzform eines Beweises zur Ableitung eines Produktes ἽϽἾ von Funktionen:  

"ÉÎÏÍÉÓÃÈÅ &ÏÒÍÅÌȡÕ  Ö  Õ  ς Ͻ Õ Ͻ Ö  Öό 
Beide Seiten ableiten: 
ρ ςϽÕ  ÖϽÕ  Öǰ  ς ϽÕϽÕǰ ς ϽÕϽÖǰ  ςÖ Ͻ Öǰ 
ς Õ  ÖϽÕǰ Öǰ ÕϽÕǰ ÕϽÖǰ  Ö Ͻ Öǰ 
σ ÕϽÕǰ ÕϽÖǰ ÖϽÕǰ Ö ϽÖǰ ÕϽÕǰ ÕϽÖǰ Ö ϽÖǰ 
τ ÕǰϽÖ  ÕϽÖǰ ÕϽÖǰ 

 
Erläutere, é 
 
¶ warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term Õ  Öǰ und auf der rechten Seite die Terme 

u´ und v´ stehen.  

¶ warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das 
Produkt (u ā v) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird.  

¶ welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 dur chgeführt wurde.  

¶ nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde. 

¶ wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere  Zeile (4) in Deinen eigenen Worten. 
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext  
 

Kurvenuntersuchung ohne Sachzusammenhang  
 

Manche Eigenschaften einer Funktion lassen sich am Funktionsterm ablesen, anderen können aus 
den Verlauf des Grafen ermittelt werden. Dazu zählen vor allem Extremstellen, Wendestellen und 
das Steigungs- und Krümmun gsverhalten. In der folgenden Grafik sind die wichtigsten Verfahren 
einer Kurvenuntersuchung dargestellt.  

 
 

Aufgabe 1 (Verhalten an den Rändern)  
 
Bei zusammengesetzten Funktionen gelten besondere Regeln beim Randverhalten: 
 

ØϽÅ  strebt  für  ØO Њ gegen ØO Њ gegen 

nᶰᴓ  und n ungerade  0 Њ 
nᶰᴓ  und n gerade 0 0 

 
ØϽÅ strebt  für ØO Њ gegen ØO Њ gegen 

nᶰᴓ Њ 0 
 
Merke : Für ØO Њ dominiert Å über Ø. 

 
ØϽÌÎὼ strebt  für ØO π gegen ØO Њ gegen 

nᶰᴓ, n Ó 1 0 Њ 
 

Ø ϽÌÎὼ strebt  für  ØO π gegen ØO Њ gegen 

nᶰᴓ , n Ó 1 Њ 0 
 
Merke : Für ὼO Њ und ØO π  dominiert ὼ  über ÌÎὼȢ  

 
Überprüfe  die Tabelleneinträge anhand passender Beispiele mithilfe Deines GTR. 
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Aufgabe 2 (Grundaufgaben)  
 

a) Bei jeder Kurvenuntersuchung muss in der Regel mindestens eine Nullstellenuntersuchung 
durchgeführt werden. Gib  möglichst viele Belegungsmöglichkeiten für die Variablen c und k 

an. so dass der folgende Term den Wert Null annimmt: ÃϽÅ ρϽ . 
 
b) Berechne die Nullstellen folgender Funktionen.  

 
+ ++ +++ 

ÆØ Ø τϽÅ ÆØ Ø χØφϽÅ  ÆØ Å ωÅ ψϽÅ ρ 
ÆØ ØϽØ ρ ϽØ ω ÆØ Å ρϽÅ  ÆØ ØϽÅ υØϽÅ τϽÅ 

 
c) Untersuche die Grafen folgender Funktionen rechnerisch auf Symmetrie.  
 

+ ++ +++ 

ÆØ Å  ÆØ Ø Ø τ  ÆØ ØϽÅ Å  

ÆØ Å Å ÆØ Ø Ø ςςȟυØϽØ ÆØ Å Å 
 
d)  Berechne die Extrem- und Wendestellen der Funktion f.  
 

+ ++ +++ 

ÆØ Ø χϽÅ ÆØ ØϽÅ  ÆØ ØϽÌÎςØρ (GTR) 

ÆØ Ø ωϽÅ ÆØ ØϽÌÎØ ÆØ Ø τϽÌÎØ (GTR) 
 

Aufgabe 3 (Kurvenuntersuchung)  
 

Gegeben ist die Funktion f mit ÆØ ρπὼϽÅ .  
 

a) Berechne die Null -, loaklen Extrem- und Wendestellen und untersuche  den Graphen auf sein 
Krümmungsverhalten sowie auf sein Verhalten im Unendlichen. Skizziere  den Grafen von f 
mithilfe dieser Ergebnisse. 
 

b) Ermittle  die Gleichung der Tangente im Wendepunkt und bestimme  den Schnittpunkt der 
Wendetangente mit der x-Achse. 

 

c) Zeige, das die Funktion F mit &Ø ςπὼ ςϽÅ  eine Stammfunktion zu f ist.  
 

d) Berechne mithilfe von F den Flächeninhalt der Fläche, den der Graf von f mit den beiden 
Koordinatenachsen und der Geraden x = 10 einschließt. 

 

e) Der Graf von f schließt mit der x -Achse über dem Intervall [0; a] eine Fläche ein. Ermittle  mithilfe 
des GTR, für welchen Wert für a diese Fläche den IFlächeninhalt 35 besitzt. Berechne den 
Flächeninhalt der unbegrenzten Fläche, den der Graf von f mit der positiven x -Achse einschließt. 

 

Aufgabe 4 (Extremwertaufgabe)  
 

Auf dem Intervall [0; 5] ist der Graf der Funktion f 
mit ÆØ Å  gegeben. Der Punkt P(a/f(a)), der Koordi-
natenursprung und die Punkte (0/f(a)) und (a/0) schlie-
ßen für a > 0 sind Ecken eines Rechtecks.  
 

Untersuche  für welchen Wert für a das Rechteck einen 
maximalen Flächeninhalt einschließt. 
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 Aufgabe 5 (Kurvenuntersuchung einer Funktionsschar)  
 

Gegeben ist die Funktionsschar Æ mit ÆØ ςØσÔϽÅ . 
 
a) Bestimme  die Schnittpunkte mit beiden Koordinatenachsen in Abhängigkeit von t.  
 
b) Untersuche den Grafen der Funktionsschar auf sein Verhalten im Unendlichen.  
 
c) Berechne die Extrem- und Wendepunkte in Abhängigkeit von t.  
 
d) Ermittle  t so, dass der Punkt 0 ρȾτ auf dem Grafen von Æ liegt. 
 
e) Beschreibe die Veränderung der Extrempunkte bei der Erhöhung von t.  
 
f) Bestimme  die Ortskurve, auf der die Extrempunkte des Grafen von Æ liegen. 

  
 

Aufgabe 6 (Kurvenuntersuchung einer Logarithmusfunktion)  
 
Gegeben ist die Funktion f mit ÆØ Ø ÅϽØϽÌÎØ. 
 
e) Gib  den Definitionsbereich von f an. 
 
f) Berechne die Schnittpunkte des Grafen mit der x -Achse sowie die Extrem- und Wendepunkte.  
 
g) Begründe, dass f(x) Ƃ 0 f¿r x Ƃ 0 gilt. 
 
h) Bestimme rechnerisch die Gleichung der Tangente im Punkt P(e/f(e)).  
 
i) Ermittle unter Zuhilfenahme des GTR den Flächeninhalt der Fläche, die vom Grafen von f, von 

der Tangente im Punkte P(e/f(e)) und der y -Achse eingeschlossen wird. 
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Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang  
 

Aufgabe 1 (Wachstum einer Pflanze) 30 
 

Wenn die Funktion f als Modell für einen Sachzusammenhang dargestellt wird,  lassen sich viele 
Fragen im Sachzusammenhang mithilfe der Funktion f beantworten, indem man z. B. die charakte-
ristischen Punkte, das Monotonie-Verhalten, die Krümmung oder das Integral betrachtet. In der fol-
genden Abbildung wird die Wachstumsgeschwindigke it einer Pflanze in Abhängigkeit von der Zeit 
dargestellt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dabei entsprechen bestimmten Fragen im Sachkontext mathematische Fragestellungen, die dann 
mit Hilfe von Rechenverfahren gelöst werden:  
 

Frage im Sachzusammenhang 
Frage bei   

der Kurvenuntersuchung  
Mögliche Rechenverfahren  

Wann ist die Wachstumsge-
schwindigkeit am größten?  

Wo erreicht die Funktion f ihr 
Maximum ? 

Untersuchen auf Hochpunkte  
und das Verhalten von f an den 
Definitionsrändern . 

Wann nimmt die Wachstumsge-
schwindigkeit am meisten ab? 

Wo und wann erreicht die 
Ableitung  von  f ihr Mini-
mum ? 

Untersuchen auf Wende-
punkte  und das Verhalten von 
f´ an den Definitionsrändern  

Wie viel ist die Pflanze in den 
ersten vier Wochen gewachsen? 

Welchen Flächeninhalt 
schließt der Graph von f mit 
der x-Achse über dem Inter-
vall [0; 4] ein? 

Berechnung des Integrals: 

᷿ÆÔÄÔ 

Wie hoch ist die durchschnittli-
che Wachstumsgeschwindigkeit 
innerhalb der ersten 4 Wochen? 

Welchen Mittelwert  hat die 
Funktion f im Zeitintervall [0; 
4]? 

Berechnung des Mittelwertes  
der Funktion mithilfe des  

Integrals: ᷿ÆÔÄÔ 

 
Beantworte  die Fragen in der Tabelle, falls die momentane Wachstumsgeschwindigkeit  einer 
Pflanze durch die folgende Funktionsgleichung beschrieben wird: ÆÔ υÔϽÅ ȟÔ πȢ 
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Aufgabe 2 (Abituraufgabe 2015)  
 

In der Nähe einer Stadt liegt ein Windpark. Sowohl der Bedarf dieser Stadt an elektrischer Leistung 
als auch die in dem Windpark erzeugte elektrische Leistung zeigen einen durch Untersuchungen 
belegten typischen zeitlichen Verlauf und werden modellhaft für den Zeitraum von 6.00 bis 18.00 
Uhr durch die beiden Funktionen f (Bedarf) und g (Erzeugung) mit den Gleichungen  
 

ÆÔ ϽτÔωϽÅ Ͻ π Ô ρς) und ÇÔ Ô υϽÅ Ͻ π Ô ρς 
 
beschrieben (t in Stunden, f(t) und g(t) in Megawatt). Der Zeitpunkt t = 0 entspricht dabei der Uhrzeit 
6.00 Uhr morgens. Die Graphen der Funktionen f und g sind im Folgenden dargestellt.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a)  

(1) Beschreibe anhand der Graphen der Funktionen f und g den zeitlichen Verlauf, der von der 

Stadt benötigten und der von dem Windpark erzeugten elektrischen Leistung.  
 

(2) Berechne die prozentuale Steigerung des Leistungsbedarfs der Stadt zwischen 6.00 Uhr und 

8.00 Uhr. 
 

(3) Bestimme  (ohne GTR) auf die Minute genau, in welchem Zeitraum der Leistungsbedarf der 

Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann.  
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b)  

(1) Ermittle  rechnerisch, um wie viel Uhr der Leistungsbedarf der Stadt am größten ist, und 

berechne diesen maximalen Leistungsbedarf. 
 

(2) Bestimme  die Uhrzeit, zu der sich der Leistungsbedarf der Stadt betragsmäßig am stärksten 

ändert. [Zur Kontrolle:  ÆǰÔ Ͻ ÔϽÅ Ͻ  und ÆǰǰÔ ϽÔ ϽÅ Ͻ] 

c) Wenn durch eine auf ᴙ differenzierbare Funktion h der Leistungsbedarf eines Verbrauchers ge-
geben ist, dann wird der resultierende Energiebedarf dieses Verbrauchers im Zeitintervall [a; b] 

durch᷿ÈÔÄÔ dargestellt.  

(1) Weise nach, dass die Funktion F mit der Gleichung &Ô ϽτÔτυϽÅ Ͻ eine Stamm-

funktion von f ist.  
 

(2) Berechne den Gesamtbedarf der Stadt an elektrischer Energie [in Megawattstunden] für den 

betrachteten 12-Stunden-Zeitraum.  
 

(3) Das Intervall [t 1; t2] sei der Zeitraum aus Teilaufgabe a) (3), in dem der Leistungsbedarf der 

Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann. Es gilt:  ᷿ ÆÔ ÇÔÄÔρρȟτ 

und᷿ ÆÔ ÇÔÄÔτȟρȢ Interpretiere  diese Tatsache im Sachzusammenhang. 
 

(4) Der Windpark soll so vergrößert werden, dass die dort erzeugte Leistung, die dann durch 

die Funktion , mit , Ô ËϽÇÔ (0 Ò t Ò 12 und k > 1) beschrieben wird, den Leistungsbe-

darf der Stadt während des betrachteten 12-Stunden-Zeitraums deckt. Ermittle  den kleinsten 

Wert von k, für den dieses Ziel erreicht wird.   
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2.3 Kontrollaufgaben  
 

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben  
 

Kompetenzen im Bereich der hilfsmittelfreien Aufgaben  
 

Ich kann é 

W
o
? 

si
ch

e
r 

z
ie

m
lic

h
 s

ic
h

e
r 

u
n
si

c
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r 
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h
r 

u
n
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e
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Ableitungsterme mittels Ketten - und Produktregel bestimmen.  1a     

Ableitungsterme geometrisch deuten.  1b     

ohne Rechnung Graf und Funktionsterm begründend zuordnen.  2a     

ein Integral einer zusammengesetzten Funktion bestimmen. 2b     

eine Gleichung einer Tangente an den Grafen berechnen. 3     

Nullstellen und Stammfunktion zusammengesetzter Funktionen bestimmen.  4a, b     

eine Extremwertaufgabe am natürlichen Logarithmus lösen.  5     

zusammengesetzte Funktionen auf Symmetrie untersuchen. 6     

 

Kompetenzen im Bereich der Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln  
 

Ich kann é 
W

o
? 
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ch
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r 

z
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m
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h
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h
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r 
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r 
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n
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e
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Funktionswerte berechnen und im Sachkontext deuten. 7a     

einen Funktionsgraf einer Funktionsschar zeichnen. 7b,8g     

Schnittstellen mit dem GTR berechnen und im Sachkontext deuten. 7c     

mittels Ketten - und Produktregel Ableitungsterme berechnen.  7d,f,i, 8c,f     

ein globales Maximum im Sachkontext bestimmen. 7d     

einen stärksten Anstieg im Sachkontext ermitteln.  7e     

Grafen einer Funktionsschar auf Monotonie untersuchen. 7g     

Veränderung des Scharparameters auf den Grafenverlauf untersuchen. 7h     

Integralwerte zusammengesetzter Funktionen berechnen und interpretieren.  7i     

die Bedeutung einer Integralfunktion (Wirkungsfunktion) angeben.  7i     

von Funktionsscharen Schnittstellen mit den Achsen berechnen. 8a     

eine Funktionsschar auf Symmetrieeigenschaften untersuchen. 8b     

eine Funktionsschar auf das Verhalten an den Rändern untersuchen. 8b     

parameterabhängige Flächen berechnen  8d     

uneigentliche Intergrale von Funktionsscharen berechnen. 8e     

parameterabhängige Wendepunkte einer Funktionsschar berechnen. 8f     

eine Gleichung einer Geraden aufstellen, die durch drei Punkte geht. 8g     

eine parameterabhängige Extremwertaufgabe lösen. 8h     
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Teil I: Hilfsmittelfreier Teil  
 

Aufgabe 1 (Funktionseigenschaften)  
 

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung ÆØ σØϽÅ .  
 
a) Berechne die erste und zweite Ableitung von f und den Wert der ersten und zweiten Ableitung 

an der Stelle x = 0.  
 
b) Interpretiere  die Werte Æǰπ und Æǰǰπ in Bezug auf den Verlauf des Grafen von f bei x = 0. 
 

Aufgabe 2 (Funktionen)  
 

a) Die Abbildung zeigt den Ausschnitt des Grafen einer Funktion f. Auf 

den Koordinatenachsen sind keine Einheiten angegeben. Begründe  

(ohne Rechnung), dass keine der beiden folgenden Funktionsvorschrif-

ten zu dem dargestellten Grafen gehören kann: ÆØ Ø ςϽÅ  

und ÆØ Ø ςϽÅ. 
 

b) Berechne᷿ Å ςØ υÄØȢ 

 

Aufgabe 3 (Tangente)  
 

Gegeben ist eine Funktion f durch ÆØ Å  (ὼɴ ᴙ). Zeige, dass die Tangente t an den Grafen der 
Funktion f im Punkt P(1|f(1)) durch die Gleichung ÔØ ςϽÅØ Å beschrieben wird. 
 

Aufgabe 4 (Nullstellen und Stammfunktion)  
 

Gegeben ist die in ᴙ definierte Funktion f mit ÆØ ÅϽØ ςὼ. 
 
a) Bestimme  die Nullstellen der Funktion f.  
 
b) Zeige, dass die in ᴙ definierte Funktion F mit &Ø ØϽÅ eine Stammfunktion von f ist. Gib 

eine Gleichung einer weiteren Stammfunktion G von f an, für die 'ρ ςÅ gilt.  
 

Aufgabe 5 (Logarithmus und Extremwertaufgabe)  
 

In einem Koordinatensystem (vgl. Abbildung rechts) werden alle 
Rechtecke betrachtet, die folgende Bedingungen erfüllen:  
 
¶ Zwei Seiten liegen auf den Koordinatenachsen. 

¶ Ein Eckpunkt liegt auf dem Grafen von f mit der Gleichung 

ÆØ ÌÎØ mit 0 < x < 1. 
 
Die Abbildung rechts zeigt ein solches Rechteck. Unter den be-
trachteten Rechtecken gibt es eines mit größtem Flächeninhalt.  
 
Berechne die Seitenlängen dieses Rechtecks. 
 

Aufgabe 6 (Symmetrie)  
 

Untersuche  die Funktionen f, g und h mit ÆØ Å , ÇØ ØϽÅ  und ÇØ ØϽÅ auf Symmetrie. 
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR  
 

Aufgabe 7 (Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang)  
 

Eine Firma berechnet die täglichen Verkaufszahlen eines Handymodells, das neu eingeführt wird, 
modellhaft mit der Funktionsgleichung ÆÔ ËϽÔ ρυϽÅ ȟ Ͻ ËϽρυ (k > 0; t: Anzahl der Tage 
nach Einführung des neuen Modells; f(t): Handys pro Tag).  
 
Sei im Folgenden zunächst k = 200. 
 
a) Bestimme  Æ ω und gib  die Bedeutung des Wertes im Sachzusammenhang an. 

 
b) Stelle den Grafen zu Æ  grafisch dar. 

 
c) Untersuche , für wel chen Zeitraum mehr als 9000 Handys pro Tag verkauft werden. 

 
d) Bestimme  Æǰ Ô ÕÎÄ  ÆǰǰÔ und berechne den Zeitpunkt, zu dem die tägliche Verkaufszahl 

maximal ist und gib  die maximale tägliche Verkaufszahl an. 

 
e) Ermittle den Zeitpunkt, an dem die täglichen Verkaufszahlen am stärksten ansteigen. 

 
f) Bestimme  ÆǰÔ ÕÎÄ  ÆǰǰÔ und zeige, dass der Zeitpunkt, für den die tägliche Verkaufszahl ma-

ximal ist, unabhängig von k ist.  

 
g) Zeige, dass der Modellfunktion Æ zufolge die Verkaufszahlen für alle k > 0 ständig sinken, nach-

dem sie die maximale Verkaufszahl erreicht haben. 

 
h) Untersuche, wie sich der Graf von Æ bei steigendem k ändert. 

 
i) Weise nach, dass & mit & Ô ËϽ ψυππρππÔϽÅ ȟ Ͻ ρυϽËϽÔ ein Stammfunktion vo n Æ 

ist und berechne ᷿ ÆÔÄÔ ÕÎÄ Ͻ᷿ ÆÔÄÔ. Interpretiere  die Integralwerte im Sachkon-

text. Gib  die Bedeutung der Funktion W mit 7 Ô ᷿ ÆØÄØ (t  Ó 115) im Sachzusammen-

hang an. 

 

Aufgabe 8 (Funktionsschar ohne Sachzusammenhang)  
 

Gegeben ist eine  Funktionenschar Æ mit  ÆØ ÔØϽÅ  (t Í 0). 
 
a) Bestimme  die Schnittpunkte der Grafen mit den Koordinatenachsen.  

 
b) Untersuche die Funktionenschar auf mögliche Symmetrieeigenschaften und bestimme das Ver-

halten des Graphen f¿r x Ƃ +Ð und x ­ ðÐ. 

c) Zeige, dass & mit  &Ø Å  eine Stammfunktion von Æ ist. 
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d) Berechne  den Inhalt der Fläche, die von der x-Achse, dem Grafen von Æ und der Geraden x = a 

mit a > 0 eigeschlossen wird. 

 
e) Zeige, dass der Inhalt der Fläche At aus d) f¿r a Ƃ +Ð einen endlichen Wert annimmt.  

 

f) Zeige ÆǰǰØ ςÔϽσØςØ ϽÅ . Ermittle  die Wendepunkte von Æ in Abhängigkeit von t.  

 
g) Eine Gerade g schneidet den Grafen der Funktion Æ in allen Wendepunkten.  Stelle  den Grafen 

von f 4 und g grafisch dar.  Berechne die Gleichung der Gerade g. 

 
h) Die Punkte A (0/0), B (a/0) und C (a/f 4(a)) bilden ein Dreieck (a > 0). Berechne den Wert für a, 

für den dieses Dreieck einen maximalen Flächeninhalt hat. 
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2.4 Lösungen 
 

2.1 Ketten- und Produktregel  
 
Aufgabe 1  
 
Faktorregel (F), Summenregel (S), Potenzregel (P), Konstantenregel (K), Ableitung von ekx bzw. ax 
(EXP), Ableitung der natürlichen Logarithmusfunktion (LN).  
 

+ ++ +++ ++++ 

ÆØ ςØ ς  
ÆǰØ τØ  

&Ø Ø ςØ  

F, S, P, K 

 ÆØ ØϽσØ ρ 
σØ Ø  

ÆǰØ ωØ ρ   

&Ø Ø Ø  

F, S, P  

ÆØ ςØØ   
τØ τØ Ø   

ÆǰØ τØ ρςØ ψØ  

&Ø Ø Ø Ø  

F, S, P  

ÆØ   

ρ Ø Ø ςØρ   
ÆǰØ ςØς  

&Ø Ø Ø Ø  

F, S, P, K 

ÆØ σØ   

ÆǰØ σØ Ø   
&Ø σØ ÌÎ Ø  
F, S, P 

ÆØ Ø Ø   

ρ Ø   

ÆǰØ ςØ   

&Ø Ø Ø Ø   

F, S, P, K 

ÆØ
Ѝ

Ѝ
Øȟ Ø ȟ  

ÆǰØ πȟυØ ȟ πȟυØ ȟ  

&Ø Øȟ ςØȟ  

S, P  

ÆØ
Ѝ

ЍØ ρ   

Ø ςЍØ ρ  
ÆǰØ ρ Ø ȟ  

&Ø Ø Øȟ Ø  

F, S, P, K 

ÆØ ρςϽς  
ÆǰØ ρςÌÎςϽς  

&Ø Ͻς  

F, F, EXP 

ÆØ ς ς ς   
ς ρ ς ρ  
τ ρ   

ÆǰØ ÌÎτϽτ  

&Ø Ͻτ Ø  

S, EXP, K 

ÆØ ς ρ   
ς ςϽς ρ  
τ ςϽς ρ  

ÆǰØ ÌÎτϽτ ςÌÎςϽς   

&Ø Ͻτ Ͻς Ø   

F, S, P, EXP, K 

ÆØ ςϽς ς   
ςϽς ς ς   
ς ςϽς ςϽς   
ψ ςϽς ς   
ψ ςϽς πȟυ  

ÆǰØ ÌÎψϽψ ςÌÎςϽ
ς ÌÎπȟυϽπȟυ   

&Ø Ͻψ Ͻς

ȟ
Ͻπȟυ  

F, S, EXP, K  

ÆØ σÅ ςÅ    
ÆǰØ σÅ ςÅ    
&Ø σÅ ςÅ   
F, S, EXP  

ÆØ σÅ   

σÅ Å   
ÆǰØ σςÅ ςÅ   

&Ø σ Å Å   

F, S, EXP, K 

ÆØ Å Ͻρ Å   
Å ρ  

ÆǰØ ςÅ  
&Ø πȟυÅ Ø  
S, EXP, K 

ÆØ   

  

ρ Å   
ρ ςÅ Å   

ÆǰØ ψÅ ψÅ   

&Ø Ø Å Å   

F, S, P, EXP, K  

 

Aufgabe 2  
 

a) l(t) = Startlänge ð Längenverlust pro Minute = 30 - σπ
ȟ
ϽÔ σππȟςρϽÔ  

 

b) Es gilt σπ ËÏÎÓÔÁÎÔᵼ6Ì 'ϽÌ ʌ ϽÌ ϽÌ 

 

c) ÆÔ 6ÌÔ ϽσππȟςρϽÔ Ͻσπ σϽσπϽπȟςρϽÔ σϽσπϽπȟςρϽÔ πȟςρÔ  

ÆǰÔ
ʌ

ςχππ
Ͻ σϽσπϽπȟςρςϽσϽσπϽπȟςρϽÔ σϽπȟςρÔ  

πȟςρϽσϽ Ͻσπ ςϽσπϽπȟςρϽÔ πȟςρÔ πȟςρϽσϽ ϽσππȟςρϽÔ   

Æǰπ πȟςρϽσϽ Ͻωππ πȟφφȟÆǰχρȟυ πȟρφȠ  Æǰρτσ π  

Es gilt für den Ableitungsterm: ÆǰÔ ȟ ϽϽσπ ȟ ϽÔ  
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Aufgabe 3  
 

Õȡ Ø ÕØ ЍØ  Öȡ Ø ÖØ ςØρ 

Eingabe x Ausgabe u(x)  Eingabe x Ausgabe v(x) 

4 2  5 11 

100 10  0,2 1,4 

a ЍÁ  2b ð 1 4b ð 1 

3z ЍσÚ  ς ςϽς ρ 
 

Õȡ Ø ÕØ ЍØ Öȡ Ø ÖØ ςØρ 

Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v  

9 3 7 

100 10 21 

a ЍÁ ςЍÁ ρ 
3x ЍσØ ςЍσØρ 

x ð 1 ЍØ ρ ςЍØ ρ ρ 
ex ЍÅ Åȟ  ςϽÅȟ ρ 

 
Öȡ Ø ÖØ ςØρ Õȡ Ø ÕØ ЍØ 

Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u  

9 19 Ѝρω 
100 201 Ѝςπρ 
a ςÁρ ЍςÁρ 
3x φØρ ЍφØρ 

x ð 1 ςØρ ЍςØρ 
ex ςÅ ρ ЍςÅ ρ 

 
Õȡ Ø ÕØ Ø Öȡ Ø ÖØ Ø ρ 

Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v  

-1 1 2 

2 4 5 

x Ø Ø ρ 
 

Öȡ Ø ÖØ Ø ρ Õȡ Ø ÕØ Ø 
Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u  

-1 0 π 

2 3 ω 

x Ø ρ Ø ρ  
 
 

Õȡ Ø ÕØ ЍØ Öȡ Ø ÖØ Å  

Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v  

-1 nicht definiert  nicht definiert  

2 Ѝς ÅЍ  
x ЍØ ÅЍ  

 
Öȡ Ø ÖØ Å  Õȡ Ø ÕØ ЍØ 

Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u  

-1 Å  Å Å  
2 Å Å Å 
x Å ЍÅ Åȟ  
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Õȡ Ø ÕØ Ø Öȡ Ø ÖØ σὼ 
Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v  

x Ø σØ 
 

Öȡ Ø ÖØ σὼ Õȡ Ø ÕØ Ø 
Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u  

x σØ ωØ 
 

Õȡ Ø ÕØ ÌÎὼ Öȡ Ø ÖØ   

Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v  

x ÌÎὼ   
 

Öȡ Ø ÖØ   Õȡ Ø ÕØ ÌÎὼ 

Eingabe Automat v  Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u  Ausgabe Automat u  

x   ÌÎ ÌÎὼ  

 

Aufgabe 4  
 

f(x)  f´(x)   f  als Verkettung  Wie ergibt sich f´(x) direkt aus der Verkettung?  

9x2  18x 
v(x)=3x    u(x)=x2   

f(x)=u(v(x))=(3x) 2 
2.(3x)1 = 6x ist falsch; Korrekturfaktor?  
18x = 2.(3x)1 ā 3               

4x2  8x 
v(x)= 2x     u(x)= x2 
f(x)=u(v(x)) = (2x) 2 

2.(2x)1 = 4x ist falsch  
8x = 2.(2x)1 ā 2 

4x2 + 4x + 1 8x+4 
v(x)= 2x+1 u(x)=  x2 
f(x)=u(v(x))=(2x+1) 2 

2.(2x+1)1 = 4x+2 ist falsch 
8x+4 = 2.(2x+1)1 ā 2 

x4 + 2x2 + 1 4x3+4x 
v(x)=  x2+1 u(x)=x2 

f(x)=u(v(x))=(x 2+1)2 
2.(x2+1)1 = 2x2+1 ist falsch  
4x3+4x = 2.(x2+1)1 ā 2x 

x2 ð 2x + 1 2xð2 
v(x)=  xð1   u(x)=  x2 
f(x)=u(v(x))=(x ð1)2 

2.(xð1)1 = 2xð2 ist richtig  
2xð2 = 2.( xð1)1 ā 1 

 

Vermutung: Leite zunächst die äußere Funktion ab. Behandle dabei die innere Funktion als Vari-
able. Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der inneren Funktion. Insgesamt gilt innere 
Ableitung mal äußere Ableitung.  

 
ÆØ φØτ Ƞ ÆǰØ ς ϽφØτϽφ   W richtig Ɗ falsch. 
ÆØ ςØτ Ƞ ÆǰØ σ ϽςØτ   Ɗ richtig W falsch. Korrektur: f´(x) = σ ϽςØτ Ͻς 
ÆØ ςØτ Ƞ ÆǰØ σ ϽςØτϽς  Ɗ richtig W falsch. Korrektur : f´(x) = σ ϽςØτ Ͻς 
ÆØ Ø χ Ƞ ÆǰØ ς ϽØ χϽς  Ɗ richtig W falsch. Korrektur: f´(x) = ς ϽØ χϽςØ 
 

ÆÔ 6ÌÔ ϽσππȟςρϽÔ
 
 

 
Ͻ  

ß ħ 

ÆǰÔ πȟςρ
  

 

ϽσϽσππȟςρϽÔ 
  

ßİħ  
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Aufgabe 5  
 

+ ++ +++ ++++ 

ÆØ Ø ρ  
ÆǰØ τϽØ ρ  

ÆØ τϽØ ρ   
ÆǰØ τϽτϽØ ρ ϽςØ 
σςØϽØ ρ   

ÆØ ʒØ   
ÆǰØ σʒØ ϽʒǰØ  

ÆØ Å   

ÆǰØ Å ϽςØÅ   

Ͻ
  

 

ÆØ ÌÎςØ  

ÆǰØ Ͻς   

ÆØ   

υØ   

ÆǰØ ς υØ Ͻ υ  

   

ÆØ ÌÎʒØ   

ÆǰØ
ρ

ʒØ
ϽʒǰØ

ʒǰØ

ʒØ
 

ÆØ ÌÎЍØ ÌÎØȟ   

πȟυϽÌÎØ  

ÆǰØ   

ÆØ Å   
ÆØ ςϽÅ   

ÆØ σÅ   
ÆǰØ φϽÅ   

ÆØ Å   
ÆǰØ ʒǰØϽÅ   
 

ÆØ ÅЍ   

ÆǰØ
Ѝ
ϽÅЍ   

ÆØ ψØρ   
ÆǰØ σϽψØρ Ͻψ    
ςτϽψØρ   

ÆØ ÌÎØ   

ÆǰØ ϽςØ   

ÆØ ʒØ  

ʒØ
ȟ

  

ÆǰØ πȟυʒØ
ȟ

  

   

ÆØ ÌÎÌÎØ   

ÆǰØ Ͻ
Ͻ

  

 

Aufgabe 6  

  
a) Der Startwert ist 5. Pro Tag wächst die Fläche mit dem Faktor 1,1: !Ô υϽρȟρ (t: Zeit in Tagen). 
 

b) !υ υϽρȟρ ψȟπυςυυȠ! σ υϽρȟρ σȟχυφυχ  
 
c) Es gilt t = 7w. "× !χ× υϽρȟρ  (w: Zeit in Wochen). 
 

ȟ
ρφȟχχφςτ cm3 pro Woche. 

 

d) "ǰ× υϽÌÎρȟρϽρȟρ Ͻχ ρπᵾ ρȟρ
Ͻ ȟ

ᵾ × ϽÌÏÇȟ Ͻ ȟ
ρȟφτυυ Wochen. 

 
 

Aufgabe 7  

   

a) ÆǰØ  ϽÁ . Alternativ: ÆØ ÌÎÁϽØ ÌÎÁ ÌÎØᵼÆǰØ  

 

b) Aus a > 0 folgt, dass auch x > 0 sein muss, damit ÆØ definiert ist.  Daher gilt ÆǰØ π. Dies 

bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton wachsend sind.  
 

c) Aus a < 0 folgt, dass auch x < 0 sein muss, damit ÆØ definiert ist.  Daher gilt ÆǰØ π. Dies 

bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton fallend sind.  
 

d) ÆǰǰØ Ø πᵼ!ÌÌÅ 'ÒÁÆÅÎ ÚÕ Æ sind rechtsgekrümmt  
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Aufgabe 8  
 
a) Es muss gelten: Ø Ø πᵾ ØϽØ ρ πᵾ Ø π ÏÄÅÒ Ø ρȡ $ ᴙ ᷾ᴙ  
 
 
 
 

ÌÉÍ
ᴼ
ÌÎØ Ø ÌÉÍ

ᴼ
ÌÎØ Ø Њ  

 
 

 

b) ÌÎØ Ø πᵾ Ø Ø ρᵾ Ø Ø ρ πᵾ Ø πȟυ ρȟςυᵾ Ø πȟφς ÏÄÅÒ Ø ρȟφς 

 ÆǰØ πᵾ ὼ πȟυɵ $ᵼÅÓ ÅØÉÓÔÉÅÒÅÎ ËÅÉÎÅ ÌÏËÁÌÅÎ %ØÔÒÅÍÓÔÅÌÌÅÎ. 

 

c) ÆǰØ ρȟυᵾ ςØρ ρȟυØ ρȟυØᵾ ρȟυØ σȟυØρ π Ø  ɵ $ ᷉ Ø ς 

 

d) Í Æǰς  ÕÎÄ 0ςȾÌÎφ  liefert ÔØ Ø ÌÎφ πȟψσØπȟρσ. Als einzigen Schnitt-

punkt (neben dem Berührpunkt P) ergibt sich Ø ρȟσπ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aufgabe 9  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ἡ Í ØȠØ È  
  
  

   

Ͻ 

 

 Ͻ
  

  

Ͻ   

 

ÖØ È ÖØ ÕÚ Ë ÕÚ 
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Ἢ ÆǰØ ÌÉÍ
ᴼ
Í ØȠØ È ÌÉÍ

ᴼ
ᴼ

Ͻ ÌÉÍ
ᴼ

ϽÌÉÍ
ᴼ

  

İ  O

ÕǰÚϽÖǰØ  

  

ÕǰÖØ ϽÖǰØ  

c) ÆØ ÕÖØ Å  mit ÕÚ Å sowie z = v(x) = 3x und k = 3h. 

 

 

Ͻ Ͻ
İ

Ͻσ  

ᴼ
ự ÅϽσ σϽÅ ÆǰØ  

 

Aufgabe 10 
 
a) ÕØ ØᵼÕǰØ ςØ; ÖØ ØᵼÖǰØ τØ; ÆØ ÕØϽÖØ ØȠ 

 ÆǰØ φὼ ÕǰØϽÖǰØ ςØϽτØ φØ 
   
b)  
 

Ἦὀ ἽὀϽἾὀ  ἽǰὀϽἾὀ  ἽὀϽἾǰὀ  

Ø ØϽØ ρϽØ Ø  ØϽυØ υØ  

Ø ØϽØ  ςØϽØ ςØ  ØϽτØ τØ  

Ø ØϽØ  σØϽØ σØ  ØϽσØ σØ  

Ø ØϽØ  τØϽØ τØ  ØϽςØ ςØ  

Ø ØϽØ  υØϽØ υØ  ØϽρ Ø  

 
Vermutung: ÆØ ÕØϽÖØᵼÆǰØ ÕǰØϽÖØ ÕØϽÖǰØ 
 

Aufgabe 11 

 
+ ++ +++ ++++ 

ÆØ ØϽØ ρ   
ÆǰØ ρϽØ ρ   
ØϽσϽØ ρ   
Ø ρ ϽØ ρ σØ  
Ø ρ ϽτØρ  

 

ÆØ Ø ςØρϽÅ    
ÆǰØ ςØςϽÅ   
Ø ςØρϽςϽÅ   
ςØ φØϽÅ   

ÆØ ØϽÅ ȟ   
ÆØ ςØϽÅ ȟ ØϽ πȟυϽ
Å ȟ πȟυØ ςØϽ
Å ȟ    

ÆØ ÔØϽÅ   

ÆǰØ ÔϽÅ   

ÔØϽ ςØϽÅ

Ô ςÔØ ϽÅ

ÔϽ ςØ ρϽÅ  

ÆØ ØϽÅ  
ÆǰØ ρϽÅ ØϽÅ  
Ø ρϽÅ  

 

ÆØ ØϽÌÎØ  

ÆǰØ ρϽÌÎØ ØϽ  

ÌÎØ ρ  

ÆØ   

Ø ρ ϽØ   
ÆǰØ τØ ρ ϽςØϽØ   

 Ø ρ Ͻ ρϽØ  
Ø ρ Ͻψ Ø ρϽØ   
Ø ρ Ͻχ Ø   

ÆØ ØϽς   
ÆǰØ ρϽς   
ØϽÌÎςϽς Ͻσ  
ρ ÌÎψϽØϽς   
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Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)  
 
Erläutere, é 
 
¶ warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term Õ  Öǰ und auf der rechten Seite die Terme 

u´ und v´ stehen. Diese Terme stehen jeweils für die Ableitung der inneren Funktion.  

¶ warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das 

Produkt (u ā v) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird. Nach der Summenregel können 

die vier Summanden einzeln abgeleitet werden. Für den Summand  Ͻ Ἵ Ͻ Ἶ ist die Ableitung 

nach der Faktorregel  ϽἽϽἾǰ. 

¶ welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 durchgeführt wurde. Beide Seiten wurden durch 

2 dividiert. Ferner gilt nach der Summenregel Ἵ  Ἶǰ Ἵǰ  Ἶǰ. 

¶ nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde.  Die 

beiden Klammersummen werden ausmultipliziert mit dem Distributivgesetz.  

¶ wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere  Zeile (4) in Deinen eigenen Worten. Auf 

beiden Seiten werden ἽϽἽǰ und Ἶ ϽἾǰ subtrahiert.  
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext  
 

Aufgabe 2  
 

a) ÃϽÅ ρϽ π Ã π ᷉Å ρ π᷉ σ Ã πᵾ Ã π᷉ Ë π᷉ Ã σ. 
 
b) 

 
+ ++ +++ 

ÆØ Ø τϽÅ π 
Ø τ 

ÆØ Ø χØφϽÅ π  
Ø χØφ π  

ᵾ Ø σȟυ σȟυ φ  

σȟυ φȟςυ σȟυ ςȟυ  
ᵾ Ø ρ᷉ Ø φ  

ÆØ Å ωÅ ψ ϽÅ ρ π  
ᵾ Å ωÅ ψ π᷉ Å ρ π

Ú ωÚψ π᷉ Ø π  

ᵾ Ú τȟυ τȟυ ψ τȟυ ρςȟςυ 
τȟυ σȟυ᷉ Ø π  

ᵾ Ú ρ᷉ Ú ψ᷉ Ø π  
Ø π᷉ Ø ÌÎψ  

ÆØ ØϽØ ρ ϽØ ω π 
ᵾ Ø π᷉ Ø ρ᷉ Ø σ 

ÆØ Å ρϽÅ π 
Å ρ πᵾ Ø π 

ÆØ ØϽÅ υØϽÅ τϽÅ  
Ø υØτϽÅ π  
Ø υØτ π  

ᵾ Ø ςȟυ ςȟυ φ  

ςȟυ ςȟςυ ςȟυ ρȟυ  
ᵾ Ø ρ᷉ Ø τ  

 
 
c) Zu zeigen: f(x) = f(-x) (Achsensymmetrie = AS) oder f(-x) = - f(-x) (Punktsymmetrie = PS). 
 
+ ++ +++ 

ÆØ Å  

Æ Ø Å Å   
ÆØ AS 

 

ÆØ Ø Ø τ  
Æ Ø Ø Ø τ  
Ø Ø τ ÆØ  AS 

 

ÆØ ØϽÅ Å  

Æ Ø ØϽÅ Å   

ØϽÅ Å ØϽÅ Å   
ÆØ PS 

ÆØ Å Å 

Æ Ø Å Å   
Å Å Å Å ÆØ AS 

ÆØ Ø Ø ςςȟυØϽØ  
Ø Ø ςςȟυØ AS, da f gerade 

ist. 

ÆØ Å Å 

Æ Ø Å Å Å Å   
Å Å Å Å   

ÆØ PS 

 
d) 
 
ÆØ Ø χϽÅ; ÆǰØ ρϽÅ Ø χϽÅ Ø φϽÅ; ÆǰǰØ ρϽÅ Ø φϽÅ Ø υϽÅ  

Lokale Minimumstelle bei x = 6, da Æǰφ πȠὪǰυ πȠὪǰχ π 
 
Wendestelle bei x = 5, da Æǰǰυ π mit VZW von f´´ bei 5 von ð nach + (Re-Li -Wendestelle) 
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ÆØ Ø ωϽÅ; ÆǰØ ςØϽÅ Ø ωϽÅ Ø ςØωϽÅ; ÆǰǰØ Ø τØχϽÅ 

Lokale Maximumstelle bei ρ Ѝρπ τȟρφ und lokale Minimumstelle bei ρ Ѝρπ ςȟρφ, 

da  Æǰρ Ѝρπ πȠÆǬυ πȠÆǰπ πȠÆǰσ πȢ 

 

Wendestellen bei ς Ѝρρ ς σȟσρ, da  Æǰǰς Ѝρρ π; Æǰǰφ πȠ Æǰǰπ πȠ Æǰǰς πȠ 

ς Ѝρρ ist Li -Re-Wendestelle und 1,31 ist Re-Li -Wendestelle. 
 

 
 
ÆØ ØϽÅ ; ÆǰØ ςØϽÅ ØϽÅ Ø ςØϽÅ π Ø ςØ πᵾ Ø π᷉ Ø ς  

Æǰρ πȠÆǰρ πȠÆǰσ πȡ 0 ist lokale Minimumstelle und 2 ist lokale Maximumstelle.  

ÆǰǰØ Ø τØςϽÅ π Ø τØς πᵾ Ø ς Ѝς. 

 

Æǰǰπ πȠÆǰρ πȠÆǰτ πȡ ς Ѝς ist Li -Re-Wendestelle und ς Ѝς ist Re-Li -Wendestelle. 
 

 
 

ÆØ ØϽÌÎØ (x > 0); ÆǰØ ρϽÌÎØ ØϽ ÌÎØ ρ πᵾ ÌÎØ ρᵾ Ø Å ; ÆǰǰØ  

ÆǰǰÅ Å π: Å  ist lokale Minimumstelle  
 

ÆǰǰØ πȡ Der Graf von f ist linksgekrümmt.  
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ÆØ ØϽÌÎςØρ (x > -0,5) 

ÆǰØ ρϽÌÎςØρ ØϽ ÌÎςØρ ÌÎςØρ ςØϽςØρ    

ÆǰǰØ ςϽςØρ ςØϽςØρ
Ͻ

  

ÆǰØ ÌÎςØρ π Ø πȠ Æǰǰπ τ πȡ 0 ist lokale Minimumstelle.  

 

ÆǰǰØ π ÆİÒ Ø πȟυȡ Graf ist linksgekrümmt.  

 

 
 

ÆØ Ø τϽÌÎØ (x > 0) 

ÆǰǰØ ςϽÌÎØ ςØϽØ ςØϽØ Ø τϽØ ςÌÎØ τ   

ÆǰØ ςØϽÌÎØ Ø τϽØ π Ø ρȟτωȠÆǰǰρȟτω πȡ 1,49 ist lokale Minimumstelle  

 

ÆǰǰØ ςÌÎØ τ πᵾ ςØϽÌÎØ τØ Ø τ πᵾ ςØϽÌÎØ σØ τ π (GTR):  

Graf ist linksgekrümmt.  
 

 

 
Aufgabe 3  
 

a) ÆØ ρπὼϽÅ . ÆǰØ ρπϽÅ υὼϽÅ υὼ ρπϽÅ  

ÆǰǰØ υϽÅ υὼ ρπϽ ϽÅ ςȟυὼ ρπϽÅ   

ÆǰØ πᵾ Ø ςȠÆǰπ πȠÆǰσ πȡ 2 ist lokale Maximumstelle.  
ÆǰǰØ πᵾ Ø τȠÆǰǰπ πȠÆǰυ πȡ 4 ist Re-Li -Wendestelle. 

ÌÉÍ
ᴼ

ρπὼϽÅ π (e-Term dominiert) und ÌÉÍ
ᴼ

ρπὼϽÅ Њ 
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b) Í Æǰτ ρπϽÅ  ÕÎÄ Æτ τπϽÅ  ÕÎÄ ÔØ Í ϽØ ÂᵼτπϽÅ ρπϽÅ Ͻτ Â 
ᵼÂ ψπϽÅ ᵼÔØ ρπϽÅ ϽØ ψπϽÅ ρȟσυØρπȟψσ  
 

c) &Ø ςπØ ςϽÅ ᵼ&ǰØ ςπϽÅ ςπØ ςϽϽÅ ςπρπØ ς ϽÅ  

ρπØϽÅ ÆØ  
 
 

d) ᷿ ρπØϽÅ ÄØ ςπØ ςϽÅ ςτπϽÅ ɂτπ τπςτπϽÅ σψȟσψ 
 
 

e) ᷿ ρπØϽÅ ÄØ ςπØ ςϽÅ ςπÁ ςϽÅ ɂ τπ τπςπÁ ςϽÅ

ᴼ
ự τπ (da der e-Term die Klammer dominiert)  

τπςπÁ ςϽÅ συᵾ υ ςπÁ ςϽÅ
  

Á χȟςρ  

 

Aufgabe 4  
 

!Á ÁϽÅ   
!ǰÁ Å ÁϽÅ Á ρϽÅ πᵾ Á ρȠ  
!ǰπȟυ πȠ!ǰρȟυ πȠ!π πȠ!ρ Å Ƞ!υ υϽÅ : 1 ist globale Maxiumstelle von A über 
[0; 5] mit dem globalen Maximum Å . 
 

Aufgabe 5  
 
 

a) ÆØ ςØσÔϽÅ π ςØσÔπᵾ Ø ρȟυÔȠÆπ σÅϽÔȡ 3 ρȟυÔȾπȠ3 πȾσÅϽÔ. 

 
b) ÆØ ςØσÔϽÅ

ᴼ
ựựự ЊȠ ÆØ ςØσÔϽÅ

ᴼ
ựựự π  
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c) ÆǰØ ςϽÅ ςØσÔϽÅ ςØσÔςϽÅ  
ÆǰǰØ ςϽÅ ςØσÔςϽÅ ςØσÔτϽÅ   
ÆǰǰǰØ ςϽÅ ςØσÔτϽÅ ςØσÔφϽÅ   
ÆǰØ ςØσÔςϽÅ π ςØσÔς πᵾ Ø ρȟυÔρ  

ÆǰǰρȟυÔρ ςϽ ρȟυÔρ σÔτϽÅ ȟ σÔς σÔτϽÅ ȟ ςϽÅ ȟ πȡ  
ρȟυÔρ ist lokale Minimumstelle mit dem lokalen Minimum  Æ ρȟυÔρ ςϽ ρȟυÔρ

σÔϽÅ ȟ ςϽÅ ȟ , also lautet die lokale Tiefpunktschar  ( ρȟυÔρ/ ςϽÅ ȟ ). 
 
ÆǰǰØ ςØσÔτϽÅ π ςØσÔτ πᵾ Ø ρȟυÔς  

ÆǰǰǰρȟυÔς ςϽ ρȟυÔς σÔφϽÅ ȟ ςϽÅ ȟ π: Ø ρȟυÔς ist Re-Li -Wen-

destelle mit y-Wert Æ ρȟυÔς ςϽ ρȟυÔς σÔϽÅ ȟ  τϽÅ ȟ  Ȣ Die Schar der 

Wendepunkte lautet ( ρȟυÔς/ τϽÅ ȟ   
 
d) τ ς ρ σÔϽÅᵾ τ ς σÔᵾ Ô ς 
 
e)  
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f)  Ø ρȟυÔρ und y = ςϽÅ ȟ . Forme Ø ρȟυÔρ nach t um und setze es in y ein. Ø ρȟυÔ

ρᵾ Ô
ȟ

ϽØ ρ in y: y = ςϽÅ
ȟϽ Ͻ

ςϽÅ  

 

 
 
 

Aufgabe 6  
 
a) x > 0 
 
b) ÆØ Ø ÅϽØϽÌÎØ πᵾ Ø ÅϽØ π᷉ Ø ρᵾ Ø Å᷉ Ø ρ: S1 (1/0) und S 2 (e/0).  
ÆǰØ ςØÅϽÌÎØ Ø ÅϽØϽØ ςØÅϽÌÎØ Ø Å  
ÆǰǰØ ςϽÌÎØ ςὼ ὩϽØ ρ ςϽÌÎØ σ ÅϽØ ; ÆǰǰǰØ ςϽØ  ÅϽØ   
ÆǰØ ςØÅϽÌÎØ Ø Å π Ø πȟσςȠ Ø ρȟωτȠÆǰπȟς πȠ  

 Æǰρ ρ Å πȠ ÆǬς τ ÅϽÌÎτ τ Å πȡ ὼ ρȟωτ ist lokale Minimumstelle mit dem lo-
kalen Minimum Æρȟωτ ρȟ und ὼ πȟσς ist lokale Maximumstelle mit dem lokalen Maximum  
Minimum Æπȟσς πȟψχ. 
 
ÆǰǰØ ςϽÌÎØ σ ÅϽØ π  Ø πȟωτȠ Æǰǰǰπȟωτ πȠÆπȟωτ πȟρπ:  

Der Punkt W (0,94/0,10) ist ein Re-Li -Wendepunkt.  
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c) ÆØ Ø ÅϽØϽÌÎØ
ᴼ
ựπ, da jede Potenz von x schneller wächst als der natürliche Logarith-

mus (Potenzfunktion dominiert das Verhalten am Rand)  
 
 

 
 
d) P(e/f(e)).   
Í ÆǰÅ ÅϽÌÎÅ Å Å Å ÕÎÄ ÆÅ Å ÅϽÅϽÌÎÅ πÕÎÄ ÔØ Í ϽØ Â  
ᵼπ ÅϽÅ ÂᵼÂ ÅᵼÔØ ÅϽØ Å ςȟχρØχȟσω  
 

e) A = ÌÉÍ
ᴼ
᷿ ÆØ ÔØ ÄØ ᷿ ÆØ ÔØ ωȟτρ

ȟ
 (über GSolv (F5) und Integral (F6 und F3) 

und Mixed (F4) und untere Grenze nahe Null sowie obere Grenze e eingeben.) 
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Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang  
 

Aufgabe 1  
 
Ableitungen und Stammfunktion:  
ÆǰÔ υϽÅ υÔϽ Å υ υÔϽÅ  
ÆǰǰÔ υϽÅ υ υÔϽ Å υÔρπϽÅ  
ÆǰǰǰÔ υϽÅ υÔρπϽ Å ρυυÔϽÅ  
&Ô υ υÔϽÅ  (Warum?) 
 
Globales Maximum von f ð Maximale Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze:  
ÆǰÔ υϽÅ υÔϽ Å υ υÔϽÅ πᵾ Ô ρ 
Æǰǰρ υϽÅ πȡ 1 ist lokale Maximumstelle. Wegen des Randverhaltens ÆÔ υÔϽÅ

ᴼ
ựự π 

und ÆÔ υÔϽÅ
ᴼ
ựự Њ und Æρ υÅ π handelt es sich um eine globale Maximumstelle. 

 
Wendestelle ð globales Minimum von f´ - maximale Abnahme der Wachstumsgeschwindigkeit:  
ÆǰǰÔ υÔρπϽÅ πᵾ Ô ςȠÆǰǰǰς υϽÅ πȡ 2 ist Re-Li -Wendestelle. Darüber hinaus 
gilt ÆǰÔ υ υÔϽÅ

ᴼ
ựự π und ÆǰÔ υ υÔϽÅ

ᴼ
ựự Њ und Æǰς υÅ π. Daher han-

delt es sich bei t = 2 um ein globales Minimum von f´.  
 

Integral ð Zunahme der Pflanzenlänge: ᷿ ÆÔÄÔ υ υÔϽÅ ςυÅ υ υ ςυÅ  

Mittelwert der Funktion - durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit:  

ÆÔÄÔρȟςυφȟςυÅ  

 

Aufgabe 2  
 

a) (1) Der Bedarf steigt von 6.00 (4,5 MW) bis zu seinem globalen Maximum um ca. 12.30 (8,5 MW) 
an und fällt anschließend bis um 20 Uhr auf einen höheren Wert als um 6.00 (7,5 MW). an Die Er-
zeugung startet um 6.00 bei 5 MW, fällt bis 7.30 auf sein globales Minimum (4,5 MW) ab, steigt dann 
wieder bis 20 Uhr auf eine Wert von knapp 11 MW an. Die Erzeugung nimmt gegen 13 Uhr am 
stärksten zu. Erzeugung und Bedarf sind um ca. 13.30 gleich groß (8,5 MW). 
 

(2) Æπ τȟυ, Æς ωȟυϽÅ . Prozentuale Abweichung: 
ȟϽ

 
ȟ

ȟ
πȟφω φωϷ 

 

(3) ÆÔ ÇÔᵾ ϽτÔωϽÅ Ͻ Ô υϽÅ Ͻ

ȡ 
 Ͻ

ϽτÔω Ô υ 

ᵾ Ô ςÔπȟυ π
Ͻ 
ᵾÔ ψÔς πᵾ Ø τ Ѝρτᵾ Ø χȟχτ᷉Ø πȟςφ.  

Im Zeitraum zwischen 6:15 und 13:44 ist der Bedarf höher als die Erzeugung. 
 

b)  ÆǰÔ ςϽÅ Ͻ ϽτÔωϽ  ϽÅ Ͻ Ô ϽÅ Ͻ πᵾ Ô π 

ᵾ Ô φȟχυȠ Æǰφ πȠÆǰχ πȠÆφȟχυ ρψϽÅ ȟ ψȟυπȠÆπ τȟυȠÆρς ςψȟυϽÅ   

χȟυρȡ Der höchste Bedarf ist mit ca. 8,5 MW um 12:45. 
 

(2) ÆǰǰÔ ϽÅ Ͻ Ô Ͻ ϽÅ Ͻ Ô ϽÅ Ͻ π f¿r 0 Ò t Ò 12: Der Graf ist ¿ber 

[0; 12] rechtsgekrümmt. Also ist f´ dort monoton fallend. Die größte Steigung ist also bei t = 0, die 
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kleinste bei t = 12. Wegen Æǰπ ρȟυ und Æǰρς ϽÅ πȟσρ. Die Betragsmäßig größte 

Steigung ist bei t = 0. Dort ändert sich der leistungsbedarf betragsmäßig am stärksten. 
 

c) (1) &Ô ϽτÔτυϽÅ Ͻᵼ&ǰØ ρψϽÅ Ͻ ϽτÔτυϽ ϽÅ Ͻ 

ρψϽÅ Ͻ ϽτÔτυϽÅ Ͻ ρψςÔςςȟυϽÅ Ͻ ςÔτȟυϽÅ Ͻ ÆÔȢ  

 

(2) ᷿ ÆÔÄÔ ϽτÔτυϽÅ Ͻ ωςȟρψ -7È  

 

(3) ᷿ ÆÔ ÇÔÄÔρρȟτȡ Das noch durch externe Energiequellen zu deckende Energiedefizit zwi-

schen 6:15 und 13:44 beträgt 11,4 MWh. Über den gesamten Zeitraum beträgt das Energiedefizit 

᷿ ÆÔ ÇÔÄÔτȟρ -7ÈȢ 

 

(4) ᷿ ÆÔ ËϽÇÔÄÔπᵾ ᷿ ÆÔÄÔ᷿ ËϽÇÔÄÔᵾ ᷿ ÆÔÄÔËϽ᷿ ÇÔÄÔ 

ᵾ Ë
᷿

᷿
υȟφφ.  

Der Parameter muss mindestens k = 5,66 betragen, damit der Bedarf vom Windpark gedeckt werden 
kann. 
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2.3 Kontrollaufgaben  
 
Aufgaben 1  
 
Ἡ ÆǰØ σϽÅ ςØϽςϽÅ σ τØϽÅ ᵼÆǰπ σÅ 
ÆǰǰØ τϽÅ σ τØϽςϽÅ ρπψØϽÅ ᵼÆǰǰπ ρπÅ 
 
b) Graf ist an der Stelle 0 streng monoton steigend und linksgekrümmt.  

 

Aufgaben 2  
 
Ἡ ÌÉÍ
ᴼ

Ø ςϽÅ Њ: Graf müsste nach links unten verlaufen. 

Æ ς πȡ'ÒÁÆ ÍİÓÓÔÅ ÂÅÉ Ø  ς ÅÉÎÅ .ÕÌÌÓÔÅÌÌÅ ÈÁÂÅÎȢ 
 

Ἢ ᷿ Å ςØ υÄØ Å Ø υØ Å υ φ Å   

 

Aufgaben 3  
 
Zu zeigen: Æǰρ Ôǰρ ςϽÅ ÕÎÄ Ôρ Æρ ςÅϽρ Å Å 

%Ó ÇÉÌÔȡ ÆǰØ ςØϽÅ ᵼÆǰρ ςÅ ÕÎÄ Æρ Å Åȟ×ÁÓ ÚÕ ÚÅÉÇÅÎ ×ÁÒȢ 
 

Aufgaben 4  
 
Ἡ ÆØ ÅϽØ ςØ πᵾ Ø ςØ πᵾ ØϽØ ς πᵾ Ø π ÏÄÅÒ Ø ς. 
 
Ἢ &ǰØ ςØϽÅ ØϽÅ ςØØ ϽÅ ÆØȠ'Ø ØϽÅ Ã ÕÎÄ 'ρ ςÅ   
ᵼρϽÅ Ã ρᵼÃ ρ Åᵼ'Ø ØϽÅ ρ ÅȢ  
 

Aufgaben 5  
 
Der Flächeninhalt des Rechtecks wird mit A(x) bezeichnet.  

!Ø ÌÎØϽØᵼ!ǰØ ϽØ ÌÎØ Ͻρ ρ ÌÎØ πᵾ ÌÎØ ρᵾ Ø Å    

Wegen ÌÉÍ
ᴼ
!ǰØ !ǰρ ρ ÕÎÄÌÉÍ

ᴼ
!ǰØ ÌÉÍ

ᴼ
ρ ÌÎØ Њ wechselt A´ bei Ø Å  das VZ 

von + nach -. Daher ist Ø Å lokale Maximumstelle. Wegen ÌÉÍ
ᴼ
!Ø  ÌÉÍ

ᴼ
!Ø π ist Ø Å  so-

gar globale Extremstelle über 0 < x < 1. Die Seitenlängen sind Ø Å  Ƞ Ù  ÌÎÅ ρ ρ 
 

Aufgaben 6  
 

Æ Ø Å Å ÆØᵼ'ÒÁÆ ÖÏÎ Æ ÉÓÔ ÁÃÈÓÅÎÓÙÍÍÅÔÒÉÓÃÈ ÚÕÒ Ù !ÃÈÓÅ 

Æ Ø ØϽÅ Å ÆØᵼ'ÒÁÆ ÖÏÎ Æ ÉÓÔ ÐÕÎËÔÓÙÍÍÅÔÒÉÓÃÈÚÕÍ 5ÒÓÐÒÕÎÇ 
Æ Ø Ø ϽÅ ØϽÅ ÆØ ÕÎÄ ÆØᵼ'ÒÁÆ ÖÏÎ Æ ÉÓÔ ÕÎÓÙÍÍÅÔÒÉÓÃÈ 
 

Aufgabe 7  
 
Ἡ Æ ω ςππϽω ρυϽÅ ȟ Ͻ σπππρωπσ Handy pro Tag entspricht der momentanen Ver-
kaufsrate (= tägliche Verkaufszahl) am 9. Tag.  
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b)  
 

 
 
c)  Æ Ô ωπππᵾ ψυȟφτ Ø ρυρȟυυ Etwa zwischen den 86. und dem 151. Tag sind die täglichen 
Verkaufszahlen größer als 9000 Handys pro Tag. (Über Menu 5 und den Schnittpunkt der beiden 
Grafen zu f und g mit g(x) = 9000) 
 

 
 

 
 
d) Æ Ô ςππϽÔ ρυϽÅ ȟ Ͻ σπππ; Wende zunächst Produktregel und Summenregel an (an-
schließend auch auf den e-Term die Kettenregel): 
Æ ǰÔ ςσπςÔϽÅ ȟ Ͻ ; Æ ǰǰÔ τȟσ πȟπςÔϽÅ ȟ Ͻ; Æ ǰÔ ςσπςÔϽÅ ȟ Ͻ π 

Ú ςσπςÔπ Ú t = 115. Æ ǰǰρρυ τȟσ πȟπςϽρρυϽÅ ȟ Ͻ πȟφ πȡ 115 ist eine lokale 

Maximumstelle mit dem lokalen Maximum   Æ ρρυ ςππϽρρυρυϽÅ ȟ Ͻ σπππ 
ωσσσ. Aufgrund des obigen Grafenverlaufs erkennt man, dass das Maximum sogar global ist (Rand-
werte liegen unter dem Maximum).  
 
e) Das globale Maximum der ersten Ableitung ist  gesucht. Da die einzige Wendestelle eine Rechts-
Links-Wendestelle (dort ist die erste Ableitung lokal am kleinsten), erkennt man am Grafen, dass 
die Ableitung bei t = 0 am größten ist, da dort der Graf am steilsten ist.   
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f) ÆÔ ËϽÔ ρυϽÅ ȟ Ͻ ËϽρυ; Wende zunächst Produktregel und Summenregel an. Der Un-
terschied zu oben ist nur der konstante Faktor vor dem Klammerausdruck. Also:  
ÆǰÔ ËϽρȟρυπȟπρÔϽÅ ȟ Ͻ ; ÆǰǰÔ ËϽ πȟπςρυπȟπππρÔϽÅ ȟ Ͻ; Die Nullstellen von Æǰ 
sind offenbar die gleichen wie bei Æ ǰ. Da k größer Null ist, ist auch Æǰǰρρυ negativ für jedes k. 
Damit ist 115 für jedes k die globale Maximumstelle.  
 
g) Zu zeigen ist, dass ÆǰÔ ËϽςσπςÔϽÅ ȟ Ͻ π für alle t > 115 (wenn die Ableitung über 
einem Bereich negativ ist, ist der Graph dort streng monoton fallend.). Da 230 ð 2t für t > 155 negativ 
ist und k genauso wie der e-Term echt größer Null ist, ist das Produkt insgesamt negativ, was zu 
zeigen war. 
 
h) Da der Faktor k den Funktionswert mit dem Term  ςσπςÔϽÅ ȟ Ͻ multipliziert wird, wird 
der Graf der Funktion h mit ÈØ ςσπςÔϽÅ ȟ Ͻ von der t -Achse um den Faktor k > 0 in posi-
tive y -Richtung gestreckt. 
 

 
 
ἱ &ǰÔ ËϽ ρππϽÅ ȟ Ͻ ËϽ ψυππρππÔϽ πȟπρϽÅ ȟ Ͻ ρυϽË 
ËϽ ρππψυÔϽÅ ȟ Ͻ ρυËËϽÔ ρυϽÅ ȟ Ͻ ρυËÆÔ 

¶ ᷿ ÆÔÄÔ ËϽ ψυππρππÔϽÅ ȟ Ͻ ρυϽËϽÔ   

ρψυππϽÅ ϽË ρυππϽË ψυππϽË ρππππρππππÅ ϽË ρ Å ϽρππππϽË: 
Anzahl der Verkauften Handys in den ersten 100 Tagen. 

¶ Ͻ᷿ ÆÔÄÔ ρ Å ϽρππϽËȡ Durchschnittliche tägliche Verkaufszahl in den ersten 

100 Tagen. 

¶ 7 Ô ᷿ ÆØÄØ (t Ó 115): Anzahl der verkauften Handys im Zeitraum t Tage nach dem 115. 

Tag. 

 

Aufgabe 8  
 

a) ÆØ ÔØϽÅ π
Ƞ  

Ø πᵼ Æπ πȢ Also: Sx (0/0) und S y (0/0).  

 

b) Æ Ø Ô ØϽÅɂ ÔØϽÅ ÆØȡ!ÃÈÓÅÎÓÙÍÍÅÔÒÉÅ. 

ÆØ ÔØϽÅ
ᴼ
ựựự π und  ÆØ ÔØϽÅ

ᴼ
ựựự π (e-Term dominiert jeweils).  

 

c) &ǰØ Ͻ ςØϽÅ ÔØϽÅ  ÆØ (Ketten- und Faktorregel)  

 

d) ᷿ÆØÄØ ϽÅ ϽÅ ϽÅ  
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e) ᷿ÆØÄØ ϽÅ
ᴼ
ựựự   

 

f)  ÆǰØ ÔϽÅ ÔØϽ ςØϽÅ Ô ςÔØ ϽÅ  

ÆǰǰØ τÔØϽÅ Ô ςÔØ Ͻ ςØϽÅ τÔØ φÔØϽÅ ςÔϽςØ σØϽÅ . 

Notwendige Bedingung: ÆǰǰØ πᵾ ςÔϽςØ σØϽÅ π ςØ σØ ØϽςØ σ π  

ᵾ Ø π᷉ Ø ρȟυ.  

Æǰǰς πȠ Æǰǰρ πȠ Æǰǰρ πȠ Æǰǰς π: Ø ρȟυ ist Re-Li -Wendestelle, x = 0 Li-Re-Wen-

destelle und Ø ρȟυ Re-Li -Wendestelle. Mit der Bestimmung der y -Werte erhält man für die Wen-

depunkte: W 1 (0/0), W 2 ( ρȟυ/ ρȟυϽÔϽÅ ȟ) und W 3 ( ρȟυ/ ρȟυϽÔϽÅ ȟ). 
 

g) ÇØ τϽÅ ȟϽØ 

 

h) !Á ÁϽÆÁ ÁẗτÁẗÅ ςÁϽÅ . Mit !ǰÁ τÁτÁ ẗÅ π erhält man die 

Nullstellen von A´ durch τÁτÁ πᵾ τÁϽρ Á π Á ρ. Mit !ǰπȟυ πȠ!ǰρȟυ π (a 

= 1 ist lokale Maximumstelle von A) sowie !Á ςÁϽÅ
ᴼ
ựπ ÕÎÄ !Á ςÁϽÅ

ᴼ
ựựự π (e-

Term dominiert) (Randwertbetrachtung) folgt, dass für a > 0 !ρ ςϽÅ  globales Maximum von 
A ist.  
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Lektion 3: Stetige Zufallsgrößen   

Lektion 3: Stetige Zufallsgrößen  

ȟ ὀ
ϽЍ

Ἥ
 
ὀ

 

ἥ Ⱦ
ϽЍ

Ἥ  

ἒ Ⱦ
ϽЍ
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Lektion 3: Stetige Zufallsgrößen  
 

3.1 Stetige Zufallsgrößen ð Integrale besuchen die Stochastik  
 

Einführungsaufgabe (Manipuliertes Glücksrad 1) 31 
 

a) Ein Glücksrad wird gedreht. Als Ergebnis kann ein Winkel zwischen 0 und 2  gedreht werden 
(vgl. folgende Abbildung). Der Winkel 0,5 kann also genauso gedreht werden wie der Winkel 

πȟσ ÏÄÅÒ ЍςȢ Wie hoch aber die Wahrscheinlichkeit, eines dieser drei Ergebnisse zu drehen? 

Begründe  Deine Antwort.  
 

 
 
b) Es wird nun ein manipul iertes Glücksrad mittels eines Computerprogramms simuliert. Dabei 

wird gezählt, wie oft ein Winkelergebnis in einem bestimmten Winkelbereich erscheint. Für eine 

Unterteilung des Winkelbereichs [0; 2ʌ] in 10 gleich große Intervalle [0; ʌ], [ ʌ; ʌ], é[ ʌ; ςʌ] 

erhält man zum Beispiel folgendes Darstellung der relativen Häufigkeiten für diese 10 Bereiche.  
 

  
Gib  die relative Häufigkeiten für den Winkelbereich [ ʌ; ʌ], [ ʌ; ʌ] und [π; ςʌ] an. 

 

                                                 
31 Idee von Michael Rüsing (Essen) 

16% 
15% 

8% 9% 8% 8% 

10% 10% 
9% 

7% 

πȠʌ] ʌȠςʌ] 
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c) Alternativ können die Ergebnisse auch mit der sogenannten Dichtefunktion  angezeigt werden. 
Dabei werden die relative Häufigkeiten von oben durch die Länge der zehn gleichgroßen Inter-

valle dividiert (in unserem Fall durch  
ρ

υ
ʌ). Man erhält so einen Grafen einer Funktion mit folgen-

der Darstellung:  
 

  
Schon nach 1000 Versuchen erkennt man, dass der anfängliche Winkelbereich bis ʌ deutlich 

überrepräsentiert ist.  
 
(1) Vervollständige  mithilfe des relativen Häufigkeiten des vorherigen Säulendiagramms in der 

obigen Grafik die Achseneintragungen und die gestr ichelten Linien.  
 
(2) Gib die Bedeutung des Flächeninhalts unterhalb des Grafen der Dichtefunktion und der x -

Achse über dem Intervall [0;  ςʌ] an. 
 

(3) Ermittle  den Flächeninhalt zwischen Dichtefunktion und x -Achse über dem Intervall [0;  ςʌ]. 
 

d) Die Anzahl der Versuche wird nun erhöht. Die Intervalllänge zur Dichtefunktion wird auf ʌ 

verkleinert. Auf der nächsten Seite wird das Ergebnis für 1000000 Versuche angezeigt. 
 
(1) Begründe, warum die Dichtefunktion bei 1000000 Versuchen statt der relativen Häufigkei-

ten die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreten bestimmter Winkelbereiche repräsentiert . 
 

(2) Bestimme  die Funktionsgleichung der Dichtefunktion. Erläutere  Dein Vorgehen. [Tipp: Der 
Flächeninhalt zwischen Graf der Dichtefunktion und x -Achse über dem Intervall [0; ςʌ] be-
trägt 1.] 

 
(3) Interpretiere  das Ergebnis des Zufallsexperiments bei 1000000 Wiederholungen im obigen 

Sachkontext. 
 

ʌ  ςʌ  

ρφϷ

 
ρ
υ
Ͻʌ
 πȟςυ 

Winkelbereich x 

 

f(x)  
ἠἭἴἩἼἱἾἭ ἒßἽἮἱἯἳἭἱἼ

ἥἱἶἳἭἴἪἭἺἭἱἫἰ
 

 

ʌ  

ρυϷ

 
ρ
υ
Ͻʌ
 πȟςτ 
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Zur Lösung der nachfolgenden Aufgaben benötigt man einige Definitionen:  
 

(1) Eine Funktion Æ heißt Wahrscheinlichkeitsdichte  ( bzw. Dichtefunktion ) über einem Intervall 

) ÁȠÂ, wenn gilt:  Ἦὀ  für alle Ø aus I und  ᷿ Ἦὀ dὀ
Ἢ

Ἡ
.  

 
(2) Eine reellwertige Zufallsgröße X mit Werten im Intervall I heißt s tetig verteilt mit der Wahr-

scheinlichkeitsdichte f , wenn für alle c < d aus I gilt:  ἜἫ ἦ Ἤ ᷿Ἦὀ Äὀ
Ἤ

Ἣ
 

 
(3) Analog zur Definition im diskreten Fall z. B. bei Binomialverteilungen lässt sich fest legen: Für 

eine stetig verteilte Zufallsgröße 8 mit Werten zwischen Á und Â und der Dichtefunktion Æ gilt:  

Erwartungswert: %8 ᷿ὀϽἮὀ Ἤὀ
Ἢ

Ἡ
 

Varianz: ἤἦ Óό8 ᷿ ὀ ϽἮὀ Ἤὀ
Ἢ

Ἡ
  

Standardabweichung: Ó8 Óό8  ᷿ ὀ ϽἮὀ Ἤὀ
Ἢ

Ἡ
 

 

Aufgabe 1 (Manipuliertes Glücksrad 2)  
 
Gegeben ist die Dichtefunktion eines Glücksrads. Dabei sind die Funktions-
werte am Anfang doppelt so hoch wie am Ende. Die rechts befindliche Grafik 
beschreibt den Grafen der Dichtefunktion f.  
 
a) Bestimme  die Funktionsgleichung von f.  
 
b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten dafür, dass das Glücksrad im ange-

gebenen Winkelbereich stoppt: (i) [0; 1] (ii) [1,5; 2,5] (iii) [3; 4]. 
 

ςʌ  ʌ  

τυ Ϸ der langen gestrichelten Linie  

f(x)  
ἥἩἰἺἻἫἰἭἱἶἴἱἫἰἳἭἱἼ

ἥἱἶἳἭἴἪἭἺἭἱἫἰ
 

Winkelbereich x 

ʌ  ςʌ  
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Aufgabe 2 (Glückspiel)  
 

Durch die Funktion f mit ÆØ

πȟρ ÆÁÌÌÓ π Ø ρ
πȟς ÆÁÌÌÓ ρ Ø σ
πȟσ ÆÁÌÌÓ σ Ø τ
πȟρ ÆÁÌÌÓ τ Ø φ

 ist im Intervall [0; 6] eine Funktion gegeben.  

 
a) Skizziere  den Funktionsgrafen. 
 
b) Weise nach, dass es sich um eine Dichtefunktion handelt. 
 
c) Bestimme  die Wahrscheinlichkeit für ein Ergebnis im Intervall [2; 5].  
 
d) Ein Glücksspiel werde durch diese Dichtefunktion beschrieben. Der Spieler zahlt einen Einsatz 
von 1 û. Falls das Ergebnis zwischen 1 und 3 liegt, bekommt er 3 û ausgezahlt. Sollte der Spieler 
das Spiel akzeptieren? Begründe  Deine Antwort.  

 
e) Untersuche , bei welchem Gewinn das Spiel aus Teil d) fair wäre. 
 

Aufgabe 3 (Nicht manipuliertes Glücksrad)  
 
Bestimme  die Gleichung der Dichtefunktion für ein nicht manipuliertes Glücksrad.  
 

Aufgabe 4 (Herstellung von Metallstiften)  
 
Eine Maschine stellt Metallstifte her, die zur Verbindung zweier Bauteile dienen. Die Produktion ist 
nicht so perfekt, dass alle Stifte vollkommen gleich ausfallen. Deshalb ist der Durchmesser 8 (in mm) 
der Metallstifte eine Zufallsgröße, von der wir anneh men, dass sie die Verteilung mit der Dichte 
f hat: 

ÆØ
π f¿r Ø ω

ÁϽØ ωϽØ ρρ f¿rω Ø ρρ

π f¿rØ ρρ

 

 
a) Bestimme  den Wert für die Konstante Áɴ ᴙ, so dass f die beiden Bedingungen für eine Wahr-

scheinlichkeitsdichte erfüllt.  
 
b) Stelle  die Dichte f grafisch dar . 
 
c) Ermittle  den Erwartungswert Õ und die Standardabweichung Ȓ der ZufallsgrºÇe X. 
 
d) Metallstifte, die mehr als 0,6 mm von 10 mm abweichen, sind Ausschuss. Berechne die Wahr-

scheinlichkeit, mit der ein Stift Ausschuss ist. Stelle  die Wahrscheinlichkeit in Deiner Abbildung 
aus Teil (b) dar. 

 
e) Bestimme  eine Abweichungsgrenze x, so dass die Wahrscheinlichkeit für den Ausschuss nicht 

größer als 0,1 wird. 
 

Aufgabe 5 (Ganzrationale Dichtefunktion)  
 
Gegeben ist im Intervall [0; 2] eine Funktion ganzrationale Funktion f dritten Grades durch 
die Gleichung ÆØ ËϽØ ςϽØ Ø πȟς. Bestimme  k so, dass es sich um eine Dichte-
funktion handelt.  
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Aufgabe 6 (Dichtefunktion und Steckbriefaufgabe)  
 
a) Gegeben ist im Intervall [0; 5] der Graf einer ganz-

rationalen Funktion dritten Grades (Bild rechts). 
Dabei gelten folgende Bedingungen:  
 
(1) Der Funktionswert bei x = 0 ist dreimal so groß 

wie bei x = 5.  
(2) An den Stellen 0 und 5 ist die Steigung Null.  
(3) Es handelt sich um eine Dichtefunktion.  
 
Bestimme  eine Gleichung für die Funktion f.  

 
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit für ein Ergebnis 

im Intervall [2; 3].  
 

Aufgabe 7 (Dauer von Telefonaten)  
 
Die Dauer X (in min) von Telefonaten in einer Firma wird f¿r x Ó 0 (ὼɴ ᴙ  durch die Wahrschein-
lichkeitsdichte f mit ÆØ Å  beschrieben. 
 
a) Begründe : f ist über ᴙ  eine Wahrscheinlichkeitsdichte. 
 
b) Berechne und deute 0ρ 8 ς. 
 
c) Berechne den Erwartungswert µ und die Standardabweichung „. 
 
d) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein Gespräch genau ăeine Minuteò dauert, wenn man die Ge-

sprächsdauer auf Minuten bzw. Sekunden bzw. gar nicht rundet? Begründe . 
 

Aufgabe 8 (Funktionenschar) 32 
 

Betrachte die Funktionenschar Æȟ Ø ϽЍ
Ἥ
 

(aᶰᴙ, b Ó 0). 
 
a) Bestimme  die Extrem- und die Wendepunkte der Schar. 
 
b) Bestimme  die Asymptoten der Schar. 
 
c) Stelle  den Grafen zu Æȟ sowie Æȟ  grafisch  dar. 

 
d) Beschreibe den Einfluss der Parameter a und b auf die Grafen der Schar. 

  

                                                 
32 Aufgabe 8 ist für 1er-Kandidaten. Wer diese Aufgabe lösen kann, ist wirklich fit im Bereich der Kurvenuntersuchung 

exponentieller Funktionsscharen. 
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3.2 Gauß´sche Glockenfunktion und Normalverteilung  
 

Analysis der Gauß´schen Glockenkurve  
 

Aufgabe 1 (Gauß´sche Glockenfunktion)  

Betrachte die Funktionenschar ʒȟ mit  ʒȟ Ø ϽЍ
ϽἭ

 Ͻ
(ȋɴᴙ, Ȓ Ó 0). 

 
a) Untersuche  ʒȟ und ʒȟ auf Extrem- und Wendepunkte.  
 
b) Stelle  die Grafen zu ʒȟ und ʒȟ mit dem GTR grafisch  dar und  untersuche, durch welche 

einfache Transformationen der Graf von ʒȟ aus dem Grafen von ʒȟ hervorgeht. Vergleiche  
Deine Ergebnisse mit der unten befindlichen Abbildung.  

 
c) Bestimme  ᷿ ʒȟØÄØ und ᷿ ʒȟØÄØȢ Zeige, dass die ʒȟ undʒȟ Dichtefunktionen sind.  
 
d) Transformiere den Grafen von ʒȟ nacheinander mit den Transformationen (1), (2) und (3): 

(1) Man verschiebt um ȋ nach links. 
(2) Man streckt um den Faktor ʎ in x-Richtung. 
(3) Man streckt um den Faktor ʎ in y-Richtung. 
 

Beweise: Das Ergebnis der drei Transformationen ist der Graf von ʒȟ. 
 
e) Begründe mit Hilfe der folgenden Abbildungen, dass folgende Integralgleichheit gilt:  

ʒȟØÄØ ʒȟØÄØ ʒȟØÄØ

ȟ

 ÕÎÄ ÁÌÌÇÍÅÉÎÅÒȡ ʒȟØÄØ ʒȟØÄØ 

 
Mit der gleichen Überlegung gilt noch allgemeiner:  

ʒȟ ØÄØ ʒȟØÄØ 

Zeige mit dieser Gleichung und Aufgabenteil b), dass  ʒȟ ebenfalls eine Dichtefunktion ist.  
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Gauß´sche Glockenfunktion  

(1) Die Funktion ʒȟ mit ʒȟ Ø ϽЍ
Ἥ
 Ͻ

heißt Gauß´sche Glockenfunktion . Sie besitzt 

eine  globale Extremstelle bei x = ʈ und die beiden Wendestellen x = ʈ ʎ.  

(2) Die Funktion ȕ = ʒȟὼ Ѝ
ϽἭ Ͻ wird mit Standard-Glockenfunktion  bezeichnet.  

(3) Beide Funktionen sind Dichtefunktionen und lassen sich dur ch einfache Transformationen 
ineinander überführen: Durch Linksverschiebung des Grafen von ʒȟ um ʈ und Streckung in 

x- und y -Richtung mit dem Faktor ʎ π entsteht der Graf von ȕ = ʒȟ. 
 

 

 

Aufgabe 2 (Gauß´sche Glockenfunktion skizzieren)  
 
Skizziere  die Grafen der Funktion mithilfe der Hoch - und Wendepunkte des obigen Kastens mit 
Papier und Bleistift. Erläutere  Dein Vorgehen. 
 
a) ʒȟ b) ʒȟ c) ʒȟ d) ʒ ȟ 

e) ʒȟ f) ʒȟȟ g) ʒȟȟ h) ʒȟȟ 
 

Aufgabe 3 (Gauß´sche Glockenfunktion mit GTR zeichnen)  
 
Stelle den Grafen von ʒȟȟ samt erster und zweiter Ableitung mit dem GTR dar und bestätige die 
Aussagen aus dem obigen Kasten über die Lage der Extrem- und Wendepunkte.  
 

Aufgabe 4 (Zeit zu überprüfen)  
 
a) Bestimme die Hoch- und Wendepunkte von  ʒ ȟȟ und skizziere  den Grafen zu ʒ ȟȟ. 
 

b) Schätze ohne zu rechnen: ᷿ ʒ ȟȟØÄØ. 
 
c) Überprüfe Deine Skizze und Schätzung mit dem GTR. 
 

ἥ Ⱦ
ϽЍ

Ἥ  

ἒ Ⱦ
ϽЍ
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Normalverteilung  
 
(1) Eine stetige Zufallsgröße X heißt normalverteilt  mit den Parametern Ȓ und ȋ, wenn sie die  

Gauß´sche Glockenfunktion   ʒȟ  mit ʒȟ Ø ϽЍ
Ἥ
 

 als Dichtefunktion besitzt.  

(2) Der Parameter ȋ beschreibt den Erwartungswert  und der Parameter Ȓ die Standardabwei-

chung  der der normalverte ilten Zufallsgröße X.  

(3) Die dazugehörige Integralfunktion ɮ ȟ  mit ɮ ȟ Ø ᷿ ʒȟ ÔÄÔ heißt Verteilungsfunk-

tion  von ʒȟ . Im Falle ʈ π ÕÎÄ ʎ ρ wird sie mit ɮ bezeichnet: ɮØ ᷿ ʒȠ ÔÄÔ. Of-

fenbar gilt: ᷿ʒȟ ÔÄÔɮ ȟ Â ɮ ȟ Á bzw. ᷿ʒÔÄÔɮÂ ɮÁ. 

 

Der GTR  hat eine Taschenrechnerfunktion für die Berechnung von ʒȟ ὼ. Über OPTN, F5 

(STAT), F3 (DIST), F1 (NORM) findet man sie mit F1 als Npd . Man notiert nach Npd( zuerst das 

Argument x, dann die Standardabweichung ʎ sowie den Erwartungswert ʈȡ Npd(x, ȟ . (Abb. 
unten links)  
 
Beispiel :  ʒ Ƞ ρω πȟρχφ  
 

Will man das Intergral ᷿ʒȟ ÔÄÔ berechnen, benötigt man den Befehl Ncd , den man analog wie 

oben Npd erhält. Man notiert nach Ncd( zuerst die beiden Integrationsgrenzen a und b und dann 
die Standardabweichung ʎ  sowie den Erwartungswert ʈ: Ncd(a, b, ȟ . (Abb. unten links)  
 

Beispiel : ᷿ ʒ Ƞ ØÄØ πȟφψσ.  

 

Über den Befehl InvN  kann in einem Integral᷿ ʒȟ ÔÄÔ die obere Grenze b, in ᷿ ʒȟ ÔÄÔ 

die untere Grenze a bzw. in ᷿ ʒȟ ÔÄÔ das symmetrische Intervall um den Erwartungswert 

ausgerechnet werden, wenn der Flächeninhalt (= Integralwert) bekannt ist. Dafür gibt man nach 
InvN( -1 (linkes Intervall: ] ЊȠÂ ), +1 (rechtes Intervall: [a; Њ ) bzw. 0 (symmetrisches Intervall 
um ʈȡʈ ÃȠ ʈ Ã) ein und dann den Flächeninhalt F sowie die Standardabweichung ʎ und den 
Erwartungswert  ʈ: InvN( -1 oder +1 oder 0, F, ȟ). (Abb. unten rechts) 
 
Beispiele : 
 

᷿ ʒ Ƞ ÔÄÔπȟςυ Â ρψȟφυ; 

᷿ ʒ Ƞ ÔÄÔπȟςυ Á ςρȟσυ. 

᷿ ʒ Ƞ ÔÄÔπȟφψσ Ã ρψ  

 
Im Anwendungsbezug wird zu einer normalverteilten Zufallsgröße X  mit der Standardabwei-

chung Ȓ und dem Erwartungswert ȋ durch ἜἩ ἦ Ἢ ᷿ ȟ ἼἬἼ
Ἢ

Ἡ
 die Wahrscheinlichkeit 

berechnet, dass die Zufallsgröße X im Intervall [a; b] liegt. 
 
Beispiel : Das Gewicht G von neugeborenen Kindern sei nor-
malverteilt mit dem Erwartungswert ȋ = 3200 g und der Stan-
dardabweichung Ȓ = 800 g. Bestimme die Wahrscheinlichkeit, 
dass ein Kind zwischen 3000 und 3200 g schwer ist. Gesucht ist 
also 0 Ƞ σπππ' σςππ. Der GTR lie-

fert 0 Ƞ σπππ' σςππωȟψχϷ. Fast jedes 

zehnte Neugeborene ist also zwischen 3000 und 3200 g schwer. 
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Grundaufgaben zur Normalverteilung  
 
Sei X normalverteilte ZufallsgrºÇe mit der Standardabweichung Ȓ und dem Erwartungswert ȋ. 
Grundaufgaben zur Normalverteilung können durch folgende Tabelle festgelegt werden, wobei 

ăXò eine gegebene GrºÇe und ăWò die gesuchte GrºÇe reprªsentieren: 
 

Grundaufgabe  1 2 3 4 5 

Intervallgrenze a X X X W W 
Intervallgrenze b  X X X X W 
Standardabweichung Ȓ X X W X X 
Erwartungswert ȋ X W X X X 
Gesamtwahrscheinlichkeit P W X X X X 

 
Im Folgenden wird bei der Wahrscheinlichkeit 0 ȟ der Index teilweise weggelassen, wenn Stan-

dardabweichung ʎ und Erwartungswert ʈ beide eindeutig festgelegt wurden. Bevor Du einige 
Übungsaufgaben erledigst, sollen die fünf Grundaufgaben mit Beispiel und GTR -Anwendung dar-
gestellt werden.  
 
Vollziehe  sie unter Nutzung des GTR nach. Notiere  Unklarheiten.  
 

Grundaufgabe 1: Gesamtwahrsche inlichkeit P gesucht  
 

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit ȋ = 3200 g und Ȓ = 800 g.  
 

Ermittle  die Wahrscheinlichkeit, dass das Gewicht eines zufällig ausgewählten Kindes weniger 
als 3000 g [mehr als 4000 g; zwischen 3000 g und 3400 g] beträgt.  
 

Entscheide begründend, ob es ungewöhnlich ist, wenn ein Kind 2200 g wiegt.  

 
Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung Ȓ = 800 g und dem Erwar-
tungswert ȋ = 3200.  
 
Gesucht: 0 Њ ' σπππ; 0 Њ ' τπππȠ 0σπππ' στππȠ 0 Њ ' ςςςπ 
 
Hier kann in MENU 1 gearbeitet werden mit der dem Befehl NormCD (a, b, Ȓ, ȋ): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Es gilt für die gesuchten Wahrscheinlichkeiten:  
 
0' σπππτπȟρσϷȠ0' τπππρυȟψχϷȠ 0σπππ' στππρωȟχτϷ. 
 
0' ςςςπρπȟυφϷȡ Es nicht besonders ungewöhnlich, wenn ein Kind 2200 g wiegt, da ca. jedes 
10. Kind höchsten 2200 g wiegt. 
  

Für die unbeschränkten Grenzen gibt 

man Werte an, die Ăweitñ vom Erwar-

tungswert entfernt liegen 
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Grundaufgabe 2: Erwartungswert ȋ gesucht 
 

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit Ȓ = 500 g. Jedes dritte Kind hat ein 
Gewicht zwischen 2750 g und 3250 g. 
 

Ermittle  mögliche Erwartungswerte.  

 
Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung Ȓ = 500 g. Es gilt  

0 Ƞ ςχυπ' σςυπ .  
 
Gesucht: Mögliche  Erwartungswerte ȋ 
 

Man definiert in MENU 5 unter Y1 die Funktion f mit Æʈ 0 Ƞ ςχυπ' σςυπ  sowie 

unter Y2 die konstante Funktion g mit Çʈ . Die Schnittstelle beider Funktionen liefert mögliche 

Erwartungswerte.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Antwortsatz : Mögliche Erwartungswerte sind ca. 2725 g oder 3274 g. 

 

Grundaufgabe 3: Standardabweichung Ȓ gesucht  
 

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit ȋ = 3200 g. Mit einer Wahrschein-
lichkeit von 95 % haben die Kinder ein Gewicht zwischen 2800 und 3600 g. 
 

Ermittle  die Standardabweichung. 

 
Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit dem Erwartungswert ȋ = 3200. Es gilt dabei 
0Ƞ ςψππ' σφπππȟωυȢ  
 
Gesucht: Standardabweichung Ȓ. 
 

Auch hier können in MENU 5 über die Terme Y1: NormCD (2800, 3600, x, 3200) und Y2: 0,95 zwei 
Grafen erstellt werden, deren Schnittstelle die gesuchte Standardabweichung angibt.  
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Mathematisch exakt ausgedrückt:  Die Funktion f mit Æʎ 0Ƞ ςψππ' σφππ hat mit 

der Funktion g mit g( ʎ) = 0,95 die Schnittstelle ʎ ςπτȢ Für ʎ ςπτ g gilt aus diesem Grund  
0Ƞ ςψππ' σφπππȟωυ 

 
Antwortsatz:  Die gesuchte Standardabweichung beträgt ca. 204 g. 
 

Grundaufgabe 4: Eine Intervallgrenze gesucht  
 

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit ȋ = 3200 g und Ȓ = 800 g.  
 

Untersuche , wie schwer das Neugeborene mindestens sein, wenn es zu den 5% schwersten Kin-
dern gehört.  

 

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung Ȓ = 800 g und dem Erwar-
tungswert ȋ = 3200. Es gilt: 0' Á πȟπυȢ 
 

Gesucht: Intervallgrenze a. 
 
Hier können in MENU 5 über die Terme Y1: NormCD (x, 10000, 800, 3200) und Y2: 0,05 zwei Grafen 
erstellt werden, deren Schnittstelle die gesuchte Intervallgrenze a angibt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mathematisch exakt ausgedrückt:  Die Funktion f mit ÆÁ 0' Á hat mit der Funktion g mit 
g(Á) = 0,05 die Schnittstelle Á τυρφȢ Für Á τυρφ gilt daher 0' Á πȟπυ. 
 
Antwortsatz:  Ein Neugeborenes muss mindestens 4516 g schwer sein, um zu den 5 % schwersten 
Kindern zu gehören.  
 

Grundaufgabe 5: Beide Intervallgrenzen gesucht 
 

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit ȋ = 3200 g und Ȓ = 800 g.  
 

Untersuche , in welchem zum Mittelwert symmetrischen Bereich 95% der Neugeborenen liegen.  

 
Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung Ȓ = 800 g und dem Erwar-
tungswert ȋ = 3200. Es gilt: 0σςππÁ ' σςππÁ πȟωυȢ 
 

Gesucht: Intervallgrenzen 3200 ð a und 3200 + a. 
 
In MENU 5 können über die Terme Y1: NormCD (3200 - x, 3200 + x, 800, 3200) und Y2: 0,95 zwei 
Grafen erstellt werden, deren Schnittstellen die gesuchte Intervalllänge angibt. 
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Mathematisch exakt ausgedrückt:  Die Funktion f mit ÆØ 0σςππØ ' σςππØ hat mit 
der Funktion g mit g( Ø) = 0,95 die Schnittstelle Ø ρυφψȢ Es gilt daher für die Wahrscheinlichkeit: 
0ρφσς' τχφψπȟωυ. 
 
Antwortsatz:  95 % der Neugeborenen liegen im zum Erwartungswert ȋ = 3200 symmetrischen In-
tervall [1632; 4768]. 
 

Alternativlösungen zu Grundaufgaben 4 und 5 mithilfe von InvN:  
 

Über den Befehl InvN  kann in bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit 0 Њ ' Â zur normalver-
teilten Zufallsgröße G mit bekannter Standardabweichung ʎ ÕÎÄ vorgegebenen Erwartungswert ʈ 
die rechte Grenze b, bei 0Á ' Њ  die linke Grenze a bzw. bei 0ʈ Ã ' ʈ Ã das sym-
metrische Intervall  um den Erwartungswert ausgerechnet werden.  
 
Dafür gibt man nach InvN(  -1 (linkes Intervall: ] ЊȠÂ ), 1 (rechtes Intervall: [a; Њ ) bzw. 0 (sym-
metrisches Intervall um ʈȡʈ ÃȠ ʈ Ã) ein und dann den Wert für die Wahrscheinlichkeit P sowie 
die Standardabweichung ʎ und den Erwartungswert  ʈ: InvN( -1 oder +1 oder 0, P, ȟ). Die Anzeige 
beim GTR ist folgendermaßen dargestellt: 

 

Aufgabe 5  
  
Die Dicke von Stahlblech sei normalverteilt mit m = 1,75 mm und s = 0,03 mm.  
 
Bestimme  die Wahrscheinlichkeit, dass die Blechdicke im Intervall [1,70 mm; 1,80 mm] liegt.  
 

Aufgabe 6  
  
Die Dauer einer Schwangerschaft ist angenähert normalverteilt und beträgt im Mittel 278 Tage bei 
einer Standardabweichung von 9,69 Tagen.  
 
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig ausgewähltes Baby bei einer Spontangeburt be-
reits nach einer Schwangerschaft von weniger als 250 Tagen geboren wird. 
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Aufgabe 7  
  
Die Körpergröße von Kindern eines Jahrgangs sei normalverteilt mit m = 90 cm und s = 8 cm.  
 
Untersuche , wieviel Prozent dieser Kinder  
 
(1) höchstens 87 cm groß sind.  
(2) mindestens 86 cm und höchstens 95 cm groß sind. 
(3) 90 cm groß sind bei Rundung auf cm, mm bzw. ohne Rundung. 
 

Aufgabe 8  
 
Die mittlere Brutdauer für Eier in einem Inkubator bei 38° beträgt 21 Tage. Angenommen, die mitt-
lere Brutdauer ist angenähert normalverteilt bei einer Standardabweichung von einem Tag.  
 

a) Ermittle  die Wahrscheinlichkeit, dass die Brutdauer eines zufällig ausgewªhlten Eies é 
 

(1) weniger als 20 Tage beträgt.  
(2) mehr als 22 Tage beträgt.  
(3) zwischen 19 und 21 Tagen beträgt. 

 

b) Beurteile , ob es ungewöhnlich ist, wenn ein Küken nach 18 Tagen geschlüpft ist, wenn die Brut-
dauer auf Tage gerundet wird.  

 

Aufgabe 9 
  
Die Lebensdauer eines Laptops sei normalverteilt mit einem Erwartungswert von  
42 Monaten und einer Standardabweichung von 12 Monaten.  
 
a) Die Garantiezeit beträgt 18 Monate, d. h. der Hersteller führt in dieser Zeit anfallende Reparatu-
ren kostenlos durch. F¿r jede Reparatur kalkuliert der Hersteller Kosten in Hºhe von 250 û.  
 
Untersuche , mit welchen Kosten pro verkauftem Computer der Herste ller rechnen muss. 

 
b) Der Hersteller möchte die Garantiezeit so ausdehnen, dass 5% mehr Kunden in den Genuss der 

Garantie kommen.  
 
Ermittle  die Dauer der neuen Garantiezeit. 

 

Aufgabe 1033 
 

Nach dem Handbuch des Institutes zur Förderung hochbegabter Vorschulkinder ist der Intelli-

genzquotient in der Bevölkerung normalverteilt mit m = 100. 68,3% der Bevölkerung hat einen Intel-
ligenzquotienten zwischen 85 und 115. 
 

a) Bestimme  aus den Angaben die Standardabweichung der Normalverteilung.  
 

b) Ermittle  das a mit 0ʈ Á ' ʈ Á πȟωυ und formuliere  das Ergebnis in Worten. 
 

                                                 
33 In Anlehnung an Aufgabe aus Fokus Mathematik LK in NRW (S. 91) und www.mued.de (st-18-10) 

http://www.mued.de/
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c) Nach Angaben des statistischen Bundesamtes gingen 34 % eines Jahrganges von der Grund-
schule ins Gymnasium über. Angenommen (was bekanntermaßen nicht der Fall ist!) bei diesen 
34 % handelt es sich um die Kinder mit dem höchsten Intelligenzquotienten.  

 

Untersuche , welches der kleinsten IQ wäre, der an einem Gymnasium anzutreffen wäre. 
 

Die folgende Abbildung 34 stellt die obige Normalverteilung grafisch dar.   
 

 
 

d) Prüfe  bei allen angegebenen Wahrscheinlichkeitsdaten, ob sie zur Normalverteilung aus den 
Aufgabenteilen a) bis c) passen. 

  

e) Untersuche, wie hªufig ădurchschnittliche Intelligenzò ist.  
 

f) Prüfe, ob die Angaben zu ăbis 130ò und ă¿ber 130ò passen.  
 

g) In einer Klasse finden sich IQ-Werte zwischen 105 und 125.  
 

Untersuche , wie viel Prozent der Bevölkerung sie in diesem Bereich liegen. 
 

h) Stelle  die obige Normalverteilung mit dem GTR dar.  
 

ABITUR  2017 Auszug aus LK HT B5 35 

 

d) Die Indikatormenge auf den Teststreifen ist normalverteilt mit einem Erwartungswert von 20 
mg und einer Standardabweichung von 4,0 mg. Ein Teststreifen ist unbrauchbar, wenn die 
Indikatormenge auf dem Teststreifen kleiner als 15 mg ist. 
 

(1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein Teststreifen unbrauchbar ist. 
 
[Kontrolllösung: 10,56 %]  
 

(2) Durch eine Verbesserung konnte die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein zufällig ausge-
wählter Teststreifen aufgrund der Indikatormenge unbrau chbar ist, halbiert werden. Der 
Erwartungswert für die Indikatormenge blieb dabei unverändert.  

 

Bestimmen Sie die geänderte Standardabweichung durch systematisches Probieren auf eine Nach-
kommastelle genau. 

                                                 
34 maßstäbe (PTB Physikalisch Technische Bundesanstalt), Heft 11: Mai 2011, Seite 54 
35 Auszug aus einer Abituraufgabe des Landes NRW 2017 LK HT B5 
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3.3 Kontrollaufgaben  
 

Kompetenzraster  
 
Ohne Hilfsmittel  
 

Ich kann é 

W
o
? 

si
ch

e
r 

z
ie

m
lic

h
 s

ic
h

e
r 

u
n
si

c
h
e

r 

se
h
r 

u
n

si
ch

e
r 

zeigen, dass eine Funktion eine Dichtefunktion ist.  1a, 2a     

den Erwartungswert für ein Glücksspiel berechnen.  1b     

eine Auszahlungsverteilung für ein faires Spiel angeben. 1b     

Wahrscheinlichkeiten mittels Dichtefunktion und Integralen berechnen.  2b     

zeigen, dass eine zusammengesetzte Funktion Stammfunktion ist. 2b     

den Erwartungswert einer Zufallsgröße mittels Integral zu berechnen.  2b     

die Standardabweichung einer Zufallsgröße mittels Integral berechnen. 2b     

 

Unter Zuhilfenahme von Hilfsmitteln  
 

Ich kann é 
W

o
? 

si
ch

e
r 

z
ie

m
lic

h
 s

ic
h

e
r 

u
n
si

c
h
e

r 

se
h
r 

u
n

si
ch

e
r 

zeigen, dass eine Funktion eine Dichtefunktion ist.  3a     

Wahrscheinlichkeiten mittels Dichtefunktion und Integralen berechnen.  3b     

den Erwartungswert einer Zufallsgröße mittels Integral zu berechnen.  3c     

die Standardabweichung einer Zufallsgröße mittels Integral berechnen.  3c     

einen Parameter k bestimmen, damit eine Funktion Dichtefunktion ist.  3d     

die Standardabweichung einer normalverteilten Zufallsgröße berechnen (G3).  4a     

Wahrscheinlichkeiten einer normalverteilten Zufallsgröße berechnen (G1).  4b     

ein symmetrisches Intervall um den Erwartungswert bestimmen (G5). 4c     

eine Intervallgrenze einer normalverteilten Zufallsgröße bestimmen (G4).  4d,e     

den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsgröße berechnen (G2)  4f     

eine Normalverteilung grafisch mit dem GTR darstellen.  4g     
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Hilfsmittelfreie Aufgaben  
 

Aufgabe 1  
 

Gegeben ist die Funktion f mit ÆØ
πȟυØ ÆÁÌÌÓ π Ø ρ
πȟφ ÆÁÌÌÓ ρ Ø ρȟυ
πȟσ ÆÁÌÌÓ ρȟυ Ø σ

. 

 

 
 

c) Zeige, dass f über [0; 3] eine Dichtefunktion ist. 
 

d) Ein Spielautomat, der eine Zahl zwischen 0 und 3 anzeigt, wird durch die obige Dichtefunktion 
simuliert.  Der Einsatz pro Spiel betrªgt 1 û. Im Falle einer Zahl π Ø ρ zahlt der Automat 2 û 
aus, d. h. der Spieler gewinnt 1 û. Im Falle ρ Ø ρȟυ geht der Einsatz verloren. Kommt eine 
Zahl ρȟυ Ø σ erhält der Spieler seinen Einsatz zurück. 
 

(1) Weise nach, dass das Spiel unfair ist. 
(2) Gib  eine Auszahlungsverteilung an, die ein faires Spiel ermöglicht. 

 

Aufgabe 2  
 

Gegeben ist f¿r 0 Ò x Ò +Ð und k > 0 die Funktion f mit ÆØ ËÅ . 
 

a) Zeige, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion) ist. 
 

b) 8 sei die Zufallsgröße mit der Dichtefunktion Æ.  
 

(1) Gib  Terme an für 08 ς und für 08 σ. 
 

(2) Zeige, dass ' Ø Ø ϽÅ  eine Stammfunktion zu Ç Ø ØϽËÅ  ist. 
 

(3) Weise mit (2) und der Formel für den Erwartungswert 36 nach, dass ʈ ʈ8 . 
 

(4) Zeige, dass 3 Ø Øς ϽÅ  eine Stammfunktion zu Ó Ø Ø ϽËÅ  ist. 
 

(5) Weise mit (3), (4) und der Formel für die Standardabweichung 37 nach, dass ʎ ʎ8 . 

 

                                                 
36 ʈ ᷿ ØϽÆØ ÄØ 

37 ʎ  ᷿ Ø ʈ ϽÆØ ÄØ 



 

 

124 3.3 Kontrollaufgaben 

124 

Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR  
 

Aufgabe 3  
 

Niki wirft Münzen so, dass sie möglichst nahe an der Wand zu liegen kommen. Die Münzen prallen 
aber oft ab und rollen zurück. Der Abstand X (in Metern) von der Wand ist eine Zufallsgröße, die 

man mithilfe der der Wahrscheinlichkeitsdichte  Ἦὀ ὀ ὀ  über [0; 1] beschreiben kann. 
 

a) Begründe38 rechnerisch, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte über [0; 1] ist. 
 

b) Bestimme39 (gerne unter Zuhilfenahme des GTR) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Münze we-
niger als 0,1 m von der Wand liegen bleibt. 

 

c) Für den Erwartungswert   und Standardabweichung   der stetig verteilten Zufallsgröße X mit 
Werten zwischen a und b  und der Dichtefunktion f gilt allgemein:  

 

ὀϽἮὀ Ἤὀ
Ἢ

Ἡ

 ÕÎÄ  ὀ ϽἮὀ Ἤὀ
Ἢ

Ἡ

 

 

Bestimme  unter Zuhilfenahme des GTR den Erwartungswert   und Standardabweichung ʎ des 
Abstandes X des obigen Münzwurfs.  

 

d) Gegeben sei die Funktion Ç mit ÇØ ËϽØ Ø  mit dem konstanten Faktor k.  
 
Untersuche , wie der Parameter k gewählt werden muss, damit g eine Dichtefunktion über 
dem Intervall [0; 1] wird.  

 

Aufgabe 4  
  
Eine Bekleidungsfirma geht davon aus, dass die Körpergröße junger Frauen normalverteilt ist mit 

einem Erwartungswert m = 166 cm. Die Körpergröße von 95 % der Frauen liegt zwischen 179 cm 
und 153 cm.  
 
a) Ermittle die Standardabweichung  s dieser Normalverteilung. [Kontrollergebnis: s å 6,63 cm] 

 

b) Berechne den für eine Körpergröße von 153 cm bis 156 cm ausgelegte Warenanteil. 
 

c) Untersuche, in welchem symmetrischen Intervall um den Erwartungswert die Körpergröße von 
50 % der Frauen liegt. 

 

d) Bestimme  die Mindestkörpergröße einer Frau, die zu den 5 % größten Frauen gehört.  
 

e) Untersuche, mit welcher Höchstkörpergröße eine Frau zu 10 % kleinsten Frauen zu zählen ist. 
 

f) Untersuche , welcher Erwartungswert einer normalverteilten Verteilung der Körper größen vor-
gelegen haben könnte, wenn bei gleicher Standardabweichung 95 % der Frauen zwischen 180 
cm und 154 cm groß wären. 

 

g) Stelle  die obigen Normalverteilungen grafisch  dar. 
  

                                                 
38 Hier muss neben dem Ansatz eine Rechnung angegeben werden. 
39 Hier darf nach Angabe des Ansatzes der GTR benutzt werden. 
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3.4 Lösungen 
 

3.1 Stetige Zufallsgrößen ð Integrale besuchen die Stochastik  
 

Erkundungen: a)  Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Winkel zwischen 0 und 2ʌ zu drehen, 
beträgt Null, da es überabzählbar viele Zahlen zwischen 0 und 2ʌ gibt. 
 
b) (1) Für die Werte auf der y -Achse dividiert man die relativen Häufigkeiten für die zehn Winkel-

bereiche jeweils durch ʌ. Auf der x -Achse werden alle Vielfachen von ʌ markiert, bis man zu ςʌ 

gelangt. (2) Die Flächen unter dem Grafen gibt die relativen Häufig keiten für den entsprechenden 
Winkelbereich an. (3) Der Flächeninhalt zwischen Graf der Dichtefunktion und der x -Achse über 
dem Intervall [0;  ςʌ] beträgt 100 % = 1.  
 
c) (1) Gemäß dem Gesetz der großen Zahlen nähern sich die relativen Häufigkeiten für große n der 
tatsächlichen Wahrscheinlichkeiten an. (2) Die Dichtefunktion hat folgenden Gleichung:  

 ÆØ
Á ÆÁÌÌÓ π Ø ʌ

πȟτυϽÁ ÆÁÌÌÓ ʌ Ø ςʌ
.  

Ferner beträgt der Flächeninhalt zwischen Graf und x -Achse über dem Intervall 0 bis 2ʌ gleich 1. 

Also gilt: ÁϽ ʌ πȟτυϽÁϽ ʌ ρᵾ ϽÁϽʌ ρᵾ Á
Ͻ
πȟσ ÕÎÄ πȟτυϽÁ πȟρσυ. 

(3) Zahlen aus dem Winkelbereich 0 bis ʌ werden deutlich häufiger gedreht wie Zahlen aus dem  

übrigen  Winkelbereich. Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 28 % stammt eine Zahl aus dem deut-

lich kleineren Winkelbereich 0 bis ʌ. 

 

1a) Die Fläche unter der Treppenfunktion muss genau 1 betragen. Mit 
den dargestellten Bezeichnungen ergibt sich:  

 ʌϽςÁ ʌϽÁ ρ ᵾ ʌ Á ρ ᵾ Á   und damit die Funktion f 

mit  

ÆØ
πȟςσ f¿r π Ø ʌ ςȟσφ

πȟρρυ f¿r ʌ Ø ςʌ
  

 

1b) (i) 0π 8 ρ Ͻρ πȟςσρ 

(ii)0ρȟυ 8 ςȟυ Ͻ ʌ ρȟυ Ͻςȟυ ʌ πȟςρυ 

(iii) 0σ 8 τ Ͻρ πȟρρφ 

 

2a) Treppenfunktion skizzieren  
 

            
2b) Bedingungen für Dichtefunktion prüfen:  

(I) Ὢὼ π für alle ὼɴ πȠφ (klar) und (II) ᷿ÆØÄØ ρÇÉÌÔ? Nachrechnen: 

᷿ÆØÄØ πȟρϽρ πȟςϽς πȟσϽρ πȟρϽς ρ. 
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2c) 0ς 8 υ πȟςϽρ πȟσϽρ πȟρϽρ πȟφ 
 
2d) Erwartungswert für den Gewinn gesucht. Gewinntabelle:  
 
Ergebnis π Ø ρ ρ Ø σ σ Ø τ τ Ø φ 

Gewinn in  û -1 2 -1 -1 
 
Damit ergibt sich für den Erwartungswert  
ʈ ρϽπȟρϽρ ςϽπȟςϽς ρϽπȟσϽρ ρϽπȟρϽς πȟς. Da ʈ π ist auf lange Sicht, ist der 
Spieler im Vorteil.  
 
2e) Das Spiel ist fair, wenn ʈ π ist. Man setzt den Gewinn auf den Wert g und erhält die folgende 
Gewinntabelle: 
 
Ergebnis π Ø ρ ρ Ø σ σ Ø τ τ Ø φ 

Gewinn in  û -1 g -1 -1 
 
Es ergibt sich die Gleichung: 

π ρϽπȟρϽρ ÇϽπȟςϽς ρϽπȟσϽρ ρϽπȟρϽς ᵾ πȟτϽÇ πȟφ ᵾ Ç  . Bei einem Ge-

winn von 1,50 û, also bei einer Auszahlung von 2,50 û, wªre das Spiel fair. 
 

3) Die Dichtefunktion ist eine Konstante ÆØ Ë π ÍÉÔ mit ᷿ Ë ÄØ ρᵾ ςʌË ρᵼË  

 

4a) Für jedes Øɴ ᴙ gilt ÆØ π, wenn Á π ist. Mit 

᷿ ÆØÄØ ρ erhält man den Wert für a:  

ρ ᷿ ÆØÄØᵾ Á᷿ Ø ω Ø ρρÄØ Á   

Daraus folgt a = -0,75 
 
4b) Dichte und Verteilungsfunktion (Bild rechts)  
 
4c) Erwartungswert und Standardabweichung dürfen 
mit der Integralfunktion des GTR berechnet werden. 
Für den Erwartungswert  erhält man mit der Definition 

im Kasten:ʈ ᷿ ØϽÆØ dØ ρπ 

Den Erwartungswert setzt man in die Formel für die 

Standardabweichung ein: ίὢ ᷿ Ø ʈ ϽÆØdØ  Ѝπȟς πȟττχ. 
 

4d) 0Ausschuss0Ø ωȟτ 0Ø ρπȟφ  ᷿ ÆØdØ
ȟ

 ᷿ ÆØdØ
ȟ

πȟρπτπȟρπτπȟςπψ 
 
4e) Wird die maximale zulässige Abweichung mit m bezeichnet, muss z. B. mit dem GTR (über 

MENU 5) die Gleichung   ᷿ ÆØdØ πȟω gelöst werden40. Es ergibt sich Í πȟχςω. 
 

 
 

5) ᷿ ÆØÄØ
Ë

τ
ϽØτ

ς

σ
ϽØσ

ρ

ς
Øς πȟςØ ρᵾ τË ς πȟτ ρᵾ Ë  

                                                 
40 Der GTR versteht nur den Ausdruck  ᷿ ÆØdØ mit der doppelten Variablenbelegung von x. 
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6a) Ansatz einer ganzrationalen Funktion dritten Grades: ÆØ ÁØ ÂØ ÃØÄ. Die Bedingun-

gen lauten: ρ Æπ σËȠς Æπ πȠσ Æυ ËȠτ Æυ πȠυ᷿ÆØdØ ρ. Man erhält das 

folgende 5x5-LGS: (1) d ð 3k = 0; (2) c = 0; (3) 125a + 25 b + 5c + d ð k = 0; (4) 75a + 10b + c = 0; 

υ Á Â ρςȟυÃυÄ ρ. Mithilfe des GTR folgt: a = ȠÂ ȠÃ πȠ  Ä ȠË πȟρ. 

Damit folgt ÆØ  Ø  Ø . 
 
6b) Mit dem GTR folgt:  0ς Ø σ ᷿ÆØ dØ  

 

7a) Å π ÕÎÄ᷿Å dØ Å Å Å ρ Å
ᴼ
ựựự ρ 

 

7b) 0ρ 8 ς ᷿ÆØdØ Å Å πȟςσςυ Mit ca. 23%iger Wahrscheinlichkeit dauert ein 

Gespräch zwischen einer und zwei Minuten.  
 

7c) Mit dem GTR (jeweils große Zahl für obere Grenze einsetzen) folgt ʈ ᷿ ØϽÆØdØ ρ und 

ʎ ᷿ Ø  ʈ ϽÆØdØ ρ 

7d) Es ergeben sich mit dem GTR folgende Wahrscheinlichkeiten: 

᷿ Å ÄØ πȟσψστ
ȟ

ȟ
Ƞ᷿ Å ÄØ πȟπρςς  und ᷿Å ÄØ π . 

 

8a) Zur Ermittlung der Extremstellen  berechnet man zunächst die Nullstellen der ersten Ableitung. 
Nach der Ketten- und Faktorregel gilt:  

 ÆȟǰØ
ρ

ÂϽЍςʌ
Å
 

Ͻ
ρ

ς
ϽςϽ

Ø Á

Â
Ͻ
ρ

Â

Ø Á

ÂϽЍςʌ
Å
 

πᵾ Ø ÁȢ 

Wegen f´(x) < 0 für x > a und f´(x) > 0 für x < a, liegt bei x = a ein VZW von f von + nach ð vor. 

Insgesamt erhält man wegen ÆÁ
ϽЍ

 und ÌÉÍ
ὼO Њ ϽЍ

Å
 

π den globalen (0Á
ϽЍ

. 

Zur Bestimmung der Wendestellen  berechnet man zunächst die Nullstellen der zweiten Ableitung. 
Mit der Produkt -, Faktor- und Kettenregel gilt:  

ÆȟǰǰØ
ρ

ÂϽЍςʌ
Å
 Ø Á

ÂϽЍςʌ
Å
 

Ͻ
Ø Á

Â

Âς Ø Áς

ÂϽЍςʌ
 Å
 

π 

ᵾ Âς Ø Áς πᵾ Ø Áς Âςᵾ Ø Á Â ÏÄÅÒ Ø Á Âᵾ Ø Á Â. Man prüft einen 
VZW der zweiten Ableitung bei Á Â nach, indem man z. B.  x = a ð 2b, x = a und x = a + 2b in die 
zweite Ableitung einsetzt: ÆȟǰǰÁ ςÂ πȠ ÆȟǰǰÁ πȠ ÆȟǰǰÁ ςÂ π. Es liegen also der Li-Re-

WP 70 Á Â
ϽЍ
Å  und der  Re-Li -WP 70Á Âȿ

ϽЍ
Å  vor. 

 
8b) Die Asymptote ist die x -Achse. 
 
8c)  

                         
8d) Der Parameter a verschiebt den Grafen nach rechts. Der Parameter b streckt die Parabel in x- 
und in y -Richtung (je kleiner b, desto größer ist die Streckung in x und y -Richtung). 
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3.2 Gauß´sche Glockenfunktion und Normalverteilung  
 

5 P (1,70¢X¢1,80) å 0,9044  
 

 0 8¢ςυπ πȟππς . Spontane Geburten innerhalb der ersten 250 Tage sind also sehr selten. 
 

7 a) P (X¢87) å 0,3538 

b) P (86¢X¢95) å 0,4255 

c) P (89,5¢X¢90,5) å 0,05; P (89,95¢X¢90,05) å 0,005;  P (X= 90) = 0 
 

8a) (1) P (X < 20) å 0,1587  

(2) P (X > 22) = 1 ð P (X ¢ 22) å 0,1587 

(3) P (19¢X¢21) = P (X¢21) ð P (X< 19) å 0,47725 
b) P (17,5 Ò X Ò 18,5) å 0,006. Die Wahrscheinlichkeit f¿r dieses Ereignis betrªgt ca. 0,6 %, daher ist 
es ungewöhnlich. 
 

9 a) P(X¢18) º0,0225. Erwartete Kosten: %8  πȟπςςυϽ ςυπ Ό ºυȟφσ Ό. 

b) 0 8¢Ø  πȟπςςυ πȟπυ  πȟπχςυ    Øºςτȟυ. Daher müsste die Garantiezeit auf 25 Mo-
nate ausgedehnt werden. 
 

10a) m = 100; s = 15 
b) 0χπȟφπ ' ρςωȟτ πȟωυ (über InvNormCD (0,0.95,15,100)). 95 % der Menschen haben einen 
Intelligenzquotienten zwischen 70 und 130 
c) Gesucht ist das kleinste a mit 0' Á πȟστ. (über InvNormCD (1,0.34,15,100) lösen) Man erhält 
f¿r a Ó 106 0' Á πȟστ. Der ăAufnahme-IQò m¿sste mindestens 106 betragen, damit die ăintel-
ligentestenò 34 % zum Gymnasium gingen. 

d) X: Zahl des IQ (Verwende NormCD (untere Grenze, obere Grenze, Standardabweichung, Er-
wartungswert))  

P(X ¢ 55) º 0,13 %; P(X ¢ 70) º 0,0228 º 2,28 % und P(55 ¢ X ¢70) º 2,15 % 

P(X ¢ 85) º 15,87 % und P(70 ¢ X ¢ 85) º 13,59 %; P(X ¢ 100) º 50 % und P(85 ¢ X ¢ 100) º 34,13 % 

P(X ¢ 115) º 84,13 % und P(100 ¢ X ¢ 115) º 34,13 %; P(X ¢ 130) º 97,72 % und P(115 ¢ X ¢ 130) º 

13,59 %; P(X ¢ 145) º 99,87 % und P(130 ¢ X ¢ 145) º 2,15 %; P(X > 145) = 1 - P(X ¢ 145) º 1 - 99,87 % 

º 0,13 %. Die angegebenen Prozentsätze passen. 

e) P(85 ¢ X ¢ 115) = 2 Ł 34,1 % = 68,2 %. ăNormal intelligentò sind rund 68 % der Bevºlkerung, hªu-
fig gerundet zu  oder 70 %. 

f) P(115 ¢ X ¢ 130) = 13,6 %. Das sind ăknapp 14 %ò. P(X > 130) º 2,1 % + 0,1 % º 2,2 % 
Das liegt ănur etwas ¿ber 2 %ò. 

g) P(105 ¢ X ¢ 125) å 32,32 % Knapp   der Bevölkerung hat einen IQ-Wert zwischen 105 und 125. 

h)  
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Abituraufgabe  

 
d) (1): Die Zufallsgröße Z beschreibt die Indikatormenge auf einem Teststreifen in mg. Für einen 
Erwartungswert von 20 mg und eine Standardabweichung von 4,0 mg gilt für die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit: 0: ρυ ρπȟυφϷ. 
 
(2): Man definiert die Funktion f mit Æʎ 0Ƞ : ρυ sowie die konstante Funktion g mit 

Çʎ πȟπυςψ. Die Schnittstelle beider Funktionen liefert die gesuchte Standardabweichung von ʎ
σȟρ mg. Alternativ (im Sinne der Aufgabenstellung) kann auch mit einer Wertetabelle (MENU 7) 
gearbeitet werden, in der bei der Funktion f der Wert für  ʎ variiert wird.  
 
Die dazugehörigen GTR-Eingaben werden durch folgende Abbildung dokumentiert:  

  
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Nicht sinnvoll im 

Sinne der Aufgaben-

stellung 
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3.3 Kontrollaufgaben  
 

Ohne GTR  
 
Aufgabe 1  
 
a) Die Fläche unter dem Grafen der Dichtefunktion über dem Intervall [0; 3] lässt sich in ein Dreieck 
und zwei Rechtecke zerlegen. Für die Gesamtwahrscheinlichkeit gilt: 0πȠσ 0πȠρ 0ρȠρȟυ
0ρȟυȠς  0,25 + 0,3 + 0,45 = 1. 
 
b) (1) Für den zu erwartenden Gewinn gilt ʈ πȟςυϽρ πȟσϽ ρ πȟτυϽπ πȟπυ. Daher ist das 
Spiel unfair.  
 
(2) πȟςυϽÁ πȟσϽ ρ πȟτυϽπ πᵾ Á ρȟς 
 

Aufgabe 2  
 

a) ᷿ ËÅ ÄØ ÌÉÍ
2O Њ

Å ÌÉÍ
2O Њ

Å ρ ρ 

Gegeben ist f¿r 0 Ò x Ò +Ð und k > 0 die Funktion f mit ÆØ ËÅ . 
 

b) (1) ᷿ ςÅ ÄØ Å ρ ωψȟρχϷ  

᷿ ςÅ ÄØ ÌÉÍ
2O Њ

Å ÌÉÍ
2O Њ

Å Å Å πȟςυϷ  

 

(2) ' Ø Ø ϽÅ ᵼ'ǰØ Å Ø Ͻ ËϽÅ ρ ËØρϽÅ  

ËØÅ Ç Ø  

 

(3) ʈ ᷿ ØϽÆØ ÄØ ᷿ Ç Ø ÄØ ÌÉÍ
ᴼ

Ø ϽÅ ÌÉÍ
ᴼ

2 ϽÅ   

 

(4) 3 Ø Øς ϽÅ ᵼ3ǰØ ςØÅ Øς Ͻ ËϽÅ ËØς ςØ ϽÅ  

Øς Ø ϽὯϽÅ ὼ ϽὯϽÅ Ó Ø  

 

(5) ʎ  ᷿ Ø ʈ ϽÆËØ ÄØ ᷿ ÓËØ ÄØ ÌÉÍ
2O Њ

Ø
ρ

Ëς
ϽÅ

ËØ

π

2

 

ÌÉÍ
ᴼ

2ς ϽÅ   
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Mit GTR  
 
Aufgabe 3  
 

╪ ᷿ σὼ φὼ σὨὼ ὼ σὼ σὼ ρ  

ÆØ σØ φØσ πᵾ Ø ςØρ π ᵾ Ø ρ π, d. h. f(x) Ó 0 f¿r alle x, also auch f¿r alle 
x zwischen 0 und 1. (Graf von f ist nach oben geöffnete Parabel, die die x-Achse bei x = 1 berührt.)  
 

b)  ὖπȠπȟρ ᷿ σὼ φὼ σ
ȟ

Ὠὼ ςχȟρ Ϸ  

 

c) ʈ ᷿ σØ φØ σØÄØ πȟςυ ÍÉÔÔÌÅÒÅÒ !ÂÓÔÁÎÄ ÖÏÎ ÄÅÒ 7ÁÎÄ  

ʎ  ᷿ Ø πȟςυϽÆØ ÄØ πȟρω  

 

d) ᷿ËϽØ Ø ÄØ ρᵾ ËϽ Ø Ø ρᵾ Ë ρᵾ Ë τ 

 

Aufgabe 4  
  

a) Die Größe G von Frauen sei normalverteilt mit m = 166 cm. Gesucht ist die Standardabweichung 
Ȓ mit 0   Ƞ ρυσ' ρχω. Sie ergibt sich die sich als Schnittstelle der Funktionen f und g 

mit Æʎ 0   Ƞ ρυσ' ρχω und g(Ȓ) = 0,95. Man erhªlt ʎ φȟφσ. 

 

 
 
b) 0   Ƞ ȟ  ρυσ' ρυφ τȟρϷ der Waren sind auf Körpergrößen von 153 cm bis 156 

cm ausgerichtet. 
 
c) Es gilt 0   Ƞ ȟ  ρφρȟυ ' ρχπȟυ πȟυπ. 

 
d) Es gilt 0   Ƞ ȟ  ' ρχφȟω πȟπυ. 

 
e) Es gilt 0   Ƞ ȟ  ' ρυχȟυ πȟρπ. 
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f) Gesucht ist der Erwartungswert ʈ mit 0 Ƞ Ȣ  ρυτ' ρψπ πȟωυ. Er ergibt sich die sich als 

Schnittstelle der Funktionen f und g mit Æʈ 0 Ƞ Ȣ  ρυτ' ρψπ und g(ʈ) = 0,95. Man erhält 

ʈ ρφφȟψ. Alternativlösung über Tabellenfunktion und systematisches Probieren.  
 

          
 
g)  
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Lektion 4: Rechnen mit Matrizen  

 

  Lektion 4: Rechnen mit Matrizen  
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Lektion 4: Rechnen mit Matrizen  
 

4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?  
 

Was ist eine Matrix?  
 

Matrizen sind Dir bereits bei den linearen Gleichungssystemen (LGS) begegnet. Dort konnten die 
Koeffizienten des LGS als Matrix (Koeffizienten -Matrix) geschrieben werden. Mithilfe des Gauß -
Verfahrens wurde anschließend der Lösungsvektor bestimmt.  
 

In diesem Kapitel lernst Du zunächst, wie man mit Matrizen rechnen kann. Anschließend werden 
wir mit Hi lfe von Matrizen Prozesse aus der Produktion (Materialverflechtung), der Stochastik 
(Austauschprozesse bzw. stochastische Prozesse) und der Biologie (zyklische Prozesse) beschreiben.  
 

Eine Matrix  ist die tabellarische Anordnung von Zahlenwerten, z. B.: 
ψςφψστψτψ
τςτυτςυφς
ςσςσττςψφ

. 

 

Aber erst, wenn die Überschriften der einzelnen Spalten (senkrecht) und Zeilen (waagerecht) er-
gänzt werden, ergibt sich der Sinn einer Matrix. So kann Onkel Klaus z. B. den Umsatz von drei 
Glücksspielen am Wochenende in der folgenden Matrix notieren:  
 

 Freitag Samstag Sonntag 

Spiel 1 826 û 834 û 848 û 

Spiel 2 424 û 542 û 562 û 

Spiel 3 232 û 344 û 286 û 

 
Ist die Bedeutung der Komponenten  einer Matrix fest vereinbart, erspart das Schema einer Matrix 
aufwendige Schreibarbeit. Matrizen bieten aber auch eine Rechenerleichterung. Will Klaus z. B. die 
obigen Umsätze mit denen des letzten Wochenendes vergleichen, benutzt er eine Vergleichsmatrix, 
deren Einträge aus den Differenzwerten der Gewinne beider Wochenenden bestehen. Man erhält: 

ψςφψστψτψ
τςτυτςυφς
ςσςσττςψφ

φψσυφχφτς
στςτπςυφρ
ρρψςυτρφτ

ρτσςφχςπφ
ψς ρτπρ
ρρτωπ ρςς

.  

Auf diese Weise stellt er schnell fest, dass er dieses Wochenende erfolgreicher war, da nur positive 
Zahlen als Differenzen auftreten. Allgemein ist die Anzahl der Spalten und Zeilen einer Matrix nicht 
vorgeschrieben und man verallgemeinert:   
 

Ein rechteckige Anordnung von Zahlen mit m Zeilen  und n Spalten  heißt Matrix vom Typ m³n 
(lies: ăm-Kreuz-nò). Die Anordnung wird in zwei runde Klammern gefasst.  

 

                         

Á Ễ Áἶ
ể Áἱἲ ể
Áἵ Ễ Áἵἶ

    

 

Beispiele:  !
ρ ς σ
τ υ φ

 hat z. B. die Komponente Á ς. Gilt für eine 2³2-Matrix B für eine 

beliebige Komponente  Â É ςÊ, erhält man "
ρ ςϽρ ρ ςϽς
ς ςϽρ ς ςϽς

σ υ
τ φ

. 

 

Spalte 

1 j  n 

Zeile 

1 

i 

m 

Die Zahl Áἱἲ gibt den Eintrag  (oder die Komponente) der 

Matrix in der i-ten Zeile und j -ten Spalte an. 
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Aufgabe 1 (Matrizentypen unterscheiden)  
 

Gegeben sind die Matrizen  
 

!
σ υ τ
ς ς π
ρ τ ρ

    
ρ
ρ
π
Ƞ  "

ở

Ở
ờ

σ
ρ
σ
υ
ρ

  

ς
τ
ς
π
ρỢ

ỡ
Ỡ
Ƞ  #

ρ π π
π ρ π
π π ς

. 

 
a) Bestimme  den Typ jeder Matrix.  

 

b) Gib  folgende Komponenten an: a23, a34, b52, b22, c22, c33. 

 

Aufgabe 2 (Matrizen konstruieren)  
 

Ermittle die m³n-Matrix A mit den angegebenen Bedingungen: 
 
a) m = n = 3; Á ρ für i = j und Á π für i  ̧j. 

 

b) m = n = 4; Á É Ê. 
 

c) m = 3; 5n= ; Á ÉẗÊ 

 

Wie rechnet man mit Matrizen?  
 

Das Addieren und Subtrahieren  von zwei m³n-Matrizen geschieht komponentenweise: 

Á Ễ Á
ể Á ể
Á Ễ Á

Â Ễ Â
ể Â ể
Â Ễ Â

ḧ

Á Â Ễ Á Â
ể Á Â ể

Á Â Ễ Á Â
. 

Das Multiplizieren einer Matrix mit einer Zahl c  (Skalar-Multiplikation ) geschieht durch Multi-
plikation der Zahl c mit jeder Komponente.  

ÃϽ

Á Ễ Á
ể Á ể
Á Ễ Á

ḧ

ÃϽÁ Ễ ÃϽÁ
ể ÃϽÁ ể

ÃϽÁ Ễ ÃϽÁ
. 

 
 

Aufgabe 3 (Addieren von Matrizen und Skalar -Multiplikation)  
 

Gegeben sind die Matrizen !
σ ς ρ
π ρ ς
ς π ρ

Ƞ   "
ς ρ ρ
π σ ρ
ρ ς ρ

 

 

Berechne: 
 

a) BA+   b) BA-   c) B3    d) A1,0-   e) B3A2 -  
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Beim Multiplizieren zweier Matrizen  entsteht eine neue Komponente in der Ergebnismatrix 
dadurch, dass man spalten- und zeilenweise multipliziert und die Faktoren addiert. Multipliziert 

man beispielsweise eine 3³2-Matrix mit einer 2³4-Matrix  
 

τ φ

ς χ
¶
σ υ
ς τ

     
ψ
ρ

 

entsteht als Produkt eine 3³4-Matrix. Ihre Komponente z. B. in der 2. Zeile und der 3. Spalte entsteht 
aus der 2. Zeile der ersten Matrix  und der 3. Spalte der zweiten Matrix  durch eine Multiplikation 
und Addition:  Ͻ Ͻ  

Insgesamt entsteht in diesem Beispiel die neue Matrix: 
ςτττφτ
ρωσυ
ςπσψυφ

    
σψ
ςω
ςσ

 

Ein Matrizenprodukt ist aber nur möglich, wenn die Spaltenzahl der ersten Matrix  mit der Zeilen-

zahl der zweiten Matrix  übereinstimmen (Verknüpfungsbedingung ). 
 
Das folgende Schema (Falk-Schema) hilft bei der Matrizenmultiplikation zweier Matrizen:  
                                           

 Å 
 3    5   7   8 
 2    4   6   1 

4 6 
3 5 
2 7 

24 44 64 38 
19 35 51 29 
20 38 56 23 

 

Eine quadratische n³n-Matrix E n, deren Elemente in der Hauptdiagonale alle 1 und deren sonstige 
Elemente alle Null sind, heißt Einheitsmatrix . 

% ḧ

ở

Ở
ờ

π Ễ  π π
π
ể
π
ể
π
Ệ  
π
ể
π
ể
π

π π Ễ  π Ợ

ỡ
Ỡ

 

Zwei quadratische n³n-Matrizen A  und B heißen invers zueinander , falls A Å B = B Å A = En. 

Man bezeichnet die zu A inverse Matrix mit  Ἃ . 

 

Aufgabe 4 (Matrizenmultiplikation)  
 

Berechne die folgenden Matrizenprodukte und gib an , wie man vorab überprüfen kann, welche 
Dimension die entstehende Matrix hat.  

 a) 
ρ ρ
ς σ

Ɇ
ς
ρ

  b) 
ρ ρ ς
ς ρ π
τ π ρ

Ɇ
σ
ρ
ς

  c) 
ρ σ ς
π ς υ

Ɇ
σ
π
ρ

   

d) 
ς π π
π σ π
π π τ

Ɇ
σ
χ
τ

  e) 
ρ τ ς
ρ ς ρ

Ɇ
ς σ
ς π
υ ρ

    f) 
ς σ
ς π
υ ρ

Ɇ
ρ τ ς
ρ ς ρ

  

g) 
ρ π τ
ρ ρ ς
σ π ρ

Ɇ
ρ π τ
ρ ρ ς
σ π ρ

  h) τ χ ςɆ
σ
ρρ
υ
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Aufgabe 5 (Getränkehändler)  
 

Ein Getränkehändler beliefert die Kunden A, B und C mit vier Sorten Wein. Es wurden folgende 
Mengen ausgeliefert: 

 

¶ Kunde A : 10 Kartons der Sorte I; 5 Kartons der Sorte II; 3 Kartons der Sorte IV. 

¶ Kunde B : 6 Kartons der Sorte I; 15 Kartons der Sorte II; 10 Kartons der Sorte III; 1 Karton der 
Sorte IV. 

¶ Kunde C : 20 Kartons der Sorte III; 10 Kartons der Sorte IV. 

Die Preise (in û pro Karton) sind durch den Preisvektor:Ðᴆ

Ð
Ð
Ð
Ð

σπ
τυ
φπ
ωπ

 dargestellt.  

Schreibe die Auslieferungen an die drei Kunden als Matrix und berechne die jeweils zu zahlenden 
Beträge. 
 

Wie nutzt man den GTR für die Matrizenrechnung?  
 
An folgendem Beispiel so dargestellt werden, wie man den GTR einsetzen kann, um Operationen 
mit Matrizen durchzuführen:  
 

τ φ
σ υ
ς χ

¶
σ υ χ
ς τ φ

     
ψ
ρ

 

 
In MENU 1 (Run -Matrix) hat man zwei Möglichkeiten Matrizenoperationen durchzuführen. Zum 
einen kann im Rechenmodus die Operation direkt  eingegeben werden. Zum anderen besteht die 
Möglichkeit die entsprechenden Matrizen zu speichern und anschließend mit ihnen zu rechnen.  
 

Variante 1: Rechenmodus  
 

1. Hier gelangt man über F4 (MATH), F1 (MAT/VCT) und F3 (mxn) zu einer Maske, mit der man 

die Dim ension der ersten Matrix definieren kann. In unserem Fall geben wir für m = 3 (Zeilen-
zahl der ersten Matrix) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix) ein.  

 

2. Nun erscheint nach Drücken der EXE-Taste die Vorlage einer 3x2-Matrix, in die die Komponen-

ten eingetragen werden (über die Pfeiltasten gelangt man zur nächsten Komponente).  
 
3. Anschließend gibt man hinter der Matrix (dorthin gelangt man mit der Pfeiltaste) das Operati-

onszeichen x ein und wiederholt den Vorgang 1 und 2 für die zweite 2x4 -Matrix. Mit EXE e r-

scheint das Ergebnis einer 3x4-Matrix.  
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Variante 2: Matrizenmodus  
 

1. Hier gelangt man über F3 (MAT/VCT) zu einer Liste von möglichen Matrizen. Mit F3 (DIM) 

kann man wie bei Variante 1 die Dimension der Matrix A festlegen. In unserem Fall geben wir 
für m = 3 (Zeilenzahl der ersten Matrix A) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix A) ein.  

 

2. Nun erscheint nach Drücken der EXE-Taste die Vorlage einer 3x2-Matrix, in die die Komponen-

ten eingetragen werden. Dabei gelangt man über die EXE-Taste zur nächsten Komponente.  

 
3. Um die zweite Matrix einzugeben gelangt man über EXIT zunächst zum Matrizenmenu und 

führt dort den Vorgang 1 und 2 für die zweite Matrix B aus .  
 

4. Über EXIT gelangt man wieder zurück in den Rechenmodus. Dort gelangt man SHIFT und 2 

zum Symbol MAT. Nun gibt man über ALPHA den Buchstaben A ein, dann das Operationszei-
chen x sowie analog MAT B. Mit EXE erscheint das Ergebnis einer 3x4-Matrix.  
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4.2 Materialverflechtung 41 
 

Aufgabe 1 (Einführungsaufgabe)  
 

In einem Unternehmen werden zwei Typen von Endprodukten E 1 und E2 aus drei verschiedenen 
Typen von Zwischenprodukten Z 1, Z2 und Z 3 gefertigt, die jeweils wiederum aus vier verschiedenen 
Rohstoffen R1, R2, R3 und R4 hergestellt werden. Zur Herstellung eines Endprodukts E 1 werden z. B. 
4 Teile Z1, 3 Teile Z2 und 2 Teile Z3 gebraucht. Je Stück Z1 werden 2 Teile R2, je Stück Z2 werden 5 
Teile R2 und je Stück Z3 4 Teile R2 gebraucht. Daher werden für die Produktion von Endprodukt E 1 
insgesamt ςϽτ υϽσ τϽς σρ  Teile R2 gebraucht. Folgende Abbildung verdeutlich die Ver-
flechtung der Rohstoffe, Zwischenprodukte und Endprodukte.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Berechne die übrigen Bedarfswerte R1, R2, R3 und R4 für E1 bzw. E2. 

 

b) Gib  die Prozessmatrix A der Herstellung der Zwischenprodukte aus den Rohstoffen an. 
 

c) Bestimme  die Übergangsmatrix B beim Prozess der Zwischen- zu den Endprodukten.  
 

d) Ermittle  mit Hilfe der Ergebnisse von Aufgabenteil a) die Prozessmatrix C beim Übergang von 
den Rohstoffen zu den Endprodukten.  

 

e) Untersuche  den rechnerischen Zusammenhang der Matrizen A, B und C. 
 

f) Die Produktionsplanung (der Output) lautet 100 E 1 und 50 E2. 
 

Bestimme  den Gesamtbedarf an R1, R2, R3 und R4 (also den Input). 
 

g) Ein Teil R1 kostet 10 û, ein Teil R2 20 û, ein Teil R3 30 û und ein Teil R4 40 û. 
 

Bestimme  die Gesamtkosten der obigen Produktion. 
 

h) Betrachte die folgende Übersicht und übertrage  die Übersicht zur Materialverflechtung mit-
hilfe der Vorlage in Dein Heft.  

 

­ Vorlage Materialverflechtung   

                                                 
41 Fakultativ im LK Mathematik  
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Materialverflechtung:  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Bedarf der Ri für Endprodukt E 1: 

 
Bedarf der Ri für Endprodukt E 2: 

 
Matrizendarstellung:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ã σϽτ ςϽσ υϽς 

        
 

Ã ςϽτ υϽσ τϽς 

        
 

Ã ρϽτ ψϽσ τϽς 

        
 

Ã τϽτ φϽσ πϽς 

        

 

 

Ã σϽφ ςϽυ υϽχ 

        
 

Ã ςϽφ υϽυ τϽχ 

        
 

Ã ρϽφ ψϽυ τϽχ 

        
 

Ã τϽφ φϽυ πϽχ 

        

 

 

      

σ ς υ
ς υ τ
ρ
τ
ψ
φ
τ
π

Ͻ
τ φ
σ υ
ς χ

 

 
 

     

Ã Ã
Ã Ã
Ã
Ã

Ã
Ã

 

Øᴆ #ϽÙᴆ 

ςψφσ
σρφυ
σφ
στ

χτ
υτ

Ͻ
ρππ
υπ

υωυπ
φσυπ
χσππ
φρππ

 

 

Ëᴆ ÐᴆϽ# 

Ëᴆ ρπςπσπτπϽ# 

      σστπφσρπ 

+ ËᴆϽÙᴆ 

+ σστπφσρπϽ
ρππ
υπ

 

+ φτωυππ 

 

Z1   Z2   Z3         E1   E2 

R1 

R2 

R3 

R4 

Z1 

Z2 

Z3 

R1 

R2 

R3 

R4 

E1     E2 

Die Bedarfsmatrix C des Gesamtprozesses erhält man durch Multiplikation der Bedarfsmatrizen A 

(Stufe 1) und B (Stufe 2) der Einzelprozesse: Ἅ  Ἃ Ö ἌȢ   
 
 
Ist ὁᴆ der Vektor der Ausgangswerte (Output-Vektor ), dann ist ὀᴆ ἍϽὁᴆ mit der Matrix Ἅ Ἃ Ö Ἄ 

der Vektor der Eingangswerte (Input -Vektor). 
 
 
Ist Ἰᴆἢder transponierte Preisvektor der Rohstoffe, dann gilt für den transponierten Kostenvektor 

der Endprodukte ἳᴆἢ ἸᴆἢϽἍ und für die Gesamtkosten gilt ἕ ἸᴆἢϽὀᴆ ἳᴆἢϽὁᴆ. 
 

Materialverflechtung 
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Aufgabe 2  
 
Zur Produktion der beiden Güter werden drei Einzelteile R, S und T benötigt. Der Verbrauch an 
Einzelteilen je Mengeneinheit der beiden Güter ergibt sich aus der folgenden Tabelle: 
 

 X Y 

R 4 0 

S 2 5 

T 1 3 
 

Für die ersten drei Monate existiert folgender Absatzplan:  
 

 Jan Feb März  

X 5 9 4 

Y 3 7 11 

                                                                      
a) Zeichne  den Verflechtungsgrafen und bestimme  für jeden Monat den Bedarf an Einzelteilen R, 

S und T. 
 

Die drei Einzelteile werden nicht selbst produziert, sondern eingekauft. Der Preis für ein Teil beträgt 
bei R 5 û, bei S 2 û und bei T 4 û. 
 

b) Untersuche , in welchem Monat für den Zukauf dieser Teile am meisten Geld ausgegeben wer-
den muss.  

 

Aufgabe 3  
 

Die folgenden Tabellen beschreiben die Zusammenhänge in einem 2-stufigen Produktionsprozess:  
 
 
 
 
 
Zur Herstellung der Zwischenprodukte Z 1, Z2 bzw. Z 3 werden a, b bzw. c Mengeneinheiten von R1 

benötigt.  
 

Zeichne  den Verflechtungsgrafen und bestimme  a, b und c. Überprüfe  am Ende mit dem GTR. 
 

Aufgabe 4  
 

In einer Düngermittelfabrik werden aus drei Grundstoffen G 1, G2 und G3 zunächst zwei Zwischen-
produkte Z 1 und Z 2 hergestellt. Daraus werden zwei Düngersorten D 1 und D 2 gemischt, die anschlie-
ßend in den Verkauf kommen. In den folgenden Tabellen wird der Tonnenbedarf angegeben, der 
zur Herstellung einer Tonne eines Zwischenprodukts bzw. eines Düngemittels gebraucht wird.  
 

 Z1 Z2   D1 D2 

G1 0,3 0,3  Z1 0,3 a 

G2 0,3 0,5  Z2 0,7 b 

G3 0,4 0,2     

 

 Z1 Z2 Z3 

R1 a b c 

R2 8 1 3 

R3 2 5 2 

 

 E1 E2 E3 

Z1 2 2 1 

Z2 5 0 2 

Z3 3 7 3 

 

 E1 E2 E3 

R1 25 10 11 

R2 30 37 19 

R3 35 18 18 
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a) Gib  die Bedarfsmatrizen A GZ und A ZD der beiden Produktionsstufen an und zeichne den Ver-
flechtungsgrafen. 

 
b) Für die Produktion von 3 t D 1 und 4 t D2 werden 3,3 t Z1 und 3,7 t Z2 benötigt.  

 

Ermittle  die Parameter a und b in der Zwischenprodukt -Endprodukt -Matrix.  [Kontrollergeb-
nis: a = 0,6 und b = 0,4] 

 
c) Berechne die Bedarfsmatrix A GD des Gesamtprozesses und bestimme , wie viel Tonnen der 

Grundstoffe für 3 t D 1 und 4 t D2 gebraucht werden. 
 
d) Eine Tonne G1 kostet 100 û, eine Tonne G2 kostet 150 û und eine Tonne G3 200 û. Berechne die 

Kosten für 1 t D1 und 1 t D2. Ermittle  die Gesamtkosten für 3 t D1 und 4 t D2. 
 
e) Die Kosten für die Grundstoffe G 1 und G2 ändern sich. 1 t G3 kostet weiterhin 200 û. Die Kosten 

für 1 t D 1 und 1 t D2 betragen jeweils 152 û.  
 

Bestimme  die Preise für 1 t Tonne G1 und 1 t G2. 
 

f) m Lager sind noch 45 t G1 und 55 t G2. Begründe, dass es möglich ist, die Grundstoffe G1 und 
G2 durch Herstellung von Zwis chenprodukten restlos aufzubrauchen.  
 

Ermittle , wie viele Tonnen der einzelnen Zwischenprodukte mit diesen Lagerbeständen pro-
duziert werden können. Bestimme  zusätzlich, wie viele Tonnen des Grundstoffes G3 für diese 
Produktion benötigt werden.  
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4.3 Stochastische Prozesse 
 

Aufgabe 1 (Diffusion)  
 

Unter einer  Diffusion  versteht man in der Physik einen Vorgang, bei dem ein Stoff aufgrund mole-
kularer Bewegung in einen anderen eindringt oder ihn ganz durchdringt. Wir betrachten als Beispiel 
für einen solchen Vorgang das folgende vereinfachte Modell einer Diffusion (vgl. Ab bildung unten). 
Ein mit 12000 Teilchen gefüllter Kasten ist durch eine durchlässige Wand in zwei Hälften A und B 
geteilt. Die Verteilung der Teilchen auf die beiden Hälften ändert sich jeweils nach Ablauf einer 
festen Zeiteinheit: 10 % der sich in A befindlichen Teilchen gelangen nach B (die restlichen 90 % 
bleiben in A) und 20 % der sich in B befindlichen Teilchen gelangen nach A (die restlichen 80 % 
bleiben in B). Am Anfang sind 3000 Teilchen in A und 9000 Teilchen in B. Es soll untersucht werden, 
wie sich die Verteilung der 12000 Teilchen auf die beiden Hälften entwickelt.  
 
 
 
 

 
 
 
a) Berechne die Verteilung der Teilchen auf die beiden Hälften nach einer Zeiteinheit sowie nach 

zwei und nach drei Zeiteinheiten.  
 

b) Gib  eine Matrix U an, die den Austauschprozess der beiden Teilchen A und B beschreibt. 
 

Definition : Wir drücken die Verteilung der beiden Teilchen auf die beiden Hälften durch einen 

sogenannten Zustandsvektor  Öᴆ
Ø
Ù aus, wobei x die Anzahl der Teilchen in A und y die Anzahl 

der Teilchen in B bedeuten. Es ergibt sich daher für den Anfangszustand  die sogenannte Start-

verteilung (Anfangszustandsvektor)  Öᴆ
σπππ
ωπππ

.  Vektoren werden hier formal als 2x1ðMatri-

zen aufgefasst. 
 

c) Untersuche , wie sich die Zustandsvektoren Öᴆ, Öᴆ und Öᴆ mithilfe der Matrix U berechnen lassen.  
 

d) Gib  einen Term für den Zustandsvektor Öᴆ nach vier Zeiteinheiten an, der nur von der Startver-
teilung Öᴆ und der Übergangsmatrix U abhängt. Untersuche , wie sich der Zustandsvektor Öᴆ 
nur aus der Startverteilung Öᴆ und der Übergangsmatrix U berechnen lässt. Gib  einen Term für 
den Zustandsvektor Öᴆ nach n Zeiteinheiten an, der nur von der Startverteilung Öᴆ und der Über-
gangsmatrix U abhängt.  

 

Definition : Die Folge der Zustandsverteilungen, die zu dem obigen Prozessdiagramm gehören, 
wird auch als stochastischer Prozess bezeichnet. Die dazugehörige Matrix U heißt stochastische 

Matrix . Sie ist quadratisch, enthält keine negativen Einträge und hat in jeder Spalte die Koeffi-
zientensumme 1. 

 

e) Berechne mithilfe des GTR die Zustandsvektoren für die ersten zehn Zeiteinheiten und stelle 
die dazugehörigen Punkte in einem x-y-Koordinatensystem dar. Zur Erinnerung: Du kannst Du 
den GTR auf zwei Weisen nutzen: 

 

(1) Direkt mit Matrizen rechnen : Gib im MENU 1 über MATH  und MATH/VCT  und die Di-

mension der Matrizen die entsprechenden Matrizen ein und verwende die Operationen wie 
beim Rechnen mit reellen Zahlen. 
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(2) Vorab Matrizen definieren:  Definiere in MENU 1 über MATH/VCT  die beiden Matrizen U 

und den Anfangszustandsvektor. Über SHIFT und 2 kann das Matrizensymbol erzeugt wer-

den, durch ALPHA  der entsprechende Buchstabe der Matrix. 
 

Definition : Ein Zustand heißt stabil , wenn es einen Zustandsvektor Öᴆ gibt, der sich im stochasti-
schen Prozess mit der Matrix U nicht mehr ändert. Es gilt also: ἣϽἾᴆ Ἶᴆ. Der dazugehörige Vektor 

Öᴆ
Ø
Ù heißt stabile Verteilung  (Gleichgewichtsverteilung, stationäre Verteilung, Fixvektor).  

 

f) Zeige, dass Öᴆ
ψπππ
τπππ

 eine stabile Verteilung des obigen Diffusionsprozesses ist. 

 

Wir wollen nun überlegen, wie man diese stabile Verteilung hätte berechnen können, ohne vorher 
den Verlauf der Zustandsvektoren betrachten zu müssen. Verwende dafür den Ansatz:  
 

5ϽÖᴆ Öᴆᵾ
πȟω πȟς
πȟρ πȟψ

Ͻ
Ø
Ù

Ø
ÙȢ 

 

g) Stelle  die obige Gleichung als lineares 2³2-Gleichungssystem mit den Unbekannten x und y dar.  
 

h) Löse das LGS und bestimme  dann die stabile Verteilung. [Tipp: Das LGS hat unendliche viele 
Lösungen (warum?). Betrachte nun die Lösung, für die x + y = 12000 gilt (warum?).] 

 

i) Untersuche , ob sich die stabile Verteilung verändert, wenn zu Beginn alle Teilchen in der Hälfte 
B sind. [Hinweis: Hier muss nicht erneut gerechnet werden.]  

 

Merksatz : Für einen stochastischen Prozess mit der Prozessmatrix U und der Startverteilung Ö ᴆ 
berechnet sich über das Produkt: Ἶἶᴆ ἣἶϽἾ ᴆ die Verteilung (Zustandsverteilung ) nach n Zu-

ständen.  

 

Aufgabe 2 (Bevölkerungsentwicklung) 42 
 

Gegeben ist folgendes Prozessdiagramm eines stochastischen Prozesses: 
 
 
 
 
 
a) Vervollständige  das Prozessdiagramm und gib  die Übergangsmatrix an. 
 
b) Anfangs befindet sich das System mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einem der drei Zustände.  

 
Berechne die Zustandsverteilung nach einem bzw. nach zwei Schritten. 

 
c) Das Prozessdiagramm soll die Einwohnerzahlen von drei Städten beschreiben, die sich durch 

Umzüge ständig ändern. 
 

Gib  zwei Aspekte der Realität an, die durch dieses Modell nicht abgebildet werden.  
 

                                                 
42 Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 374 
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Aufgabe 3 (Vererbung von Merkmalen)  
 

Eine Population von Insekten enthält Tiere mit zwei verschiedenen Merkmalen A und B (z. B. Farbe). 
Beobachtungen über einen längeren Zeitraum zeigen, dass Insekten mit Merkmal A zu 70% Nach-
kommen mit Merkmal A und zu 30% solche mit Merkmal B haben. Insekten mit Merkmal B haben 
zu 80% wieder Nachkommen mit diesem Merkmal, zu 20% solche mit Merkmal A. Die Vermeh-
rungsrate wird durch die Merkmale nicht beeinflusst.  
 

a) Zeichne  den Übergangsgrafen, gib die stochastische Matrix U an und begründe , dass es sich um 
einen stochastischen Prozess handelt. 
 

b) Zu Beginn der Beobachtungen haben 50 % der Tiere Merkmal A und 50 % Merkmal B. 
 

Gib  den Anlaufvektor des Prozesses Öᴆ an, und berechne die Zustandsvektoren nach einer Ge-
neration, nach zwei und nach drei Generationen. 

 

c) Gib  jeweils einen Term für den Zustandsvektor Ö ᴆ nach 100 Generationen an, der einerseits 
von der Prozessmatrix U und dem Anlaufvektor Öᴆ  sowie andererseits von der Prozessmatrix 
U und dem Zustandsvektor Öᴆ nach 99 Generationen abhängt. 

 

d) Zeige, dass der Austauschprozess bei einer Verteilung von ă40 % der Insekten haben Merkmal 
Aò und ă60 % der Insekten haben Merkmal Bò stabil bleibt. 

 

e) Untersuche , wie viele Insekten langfristig Merkmal A bzw. Merkmal B besitzen, wenn auch die 
Gesamtzahl der Insekten mit 10 Millionen Insekten langfristig konstant bleibt.  

f) Durch Umwelteinflüsse ändert sich die Prozessmatrix in 6
πȟφ πȟσ
πȟτ πȟχ

Ȣ 

Berechne die stabile Verteilung des neuen Prozesses. 
 
g) Berechne mithilfe des GTR die Entwicklung der Matrizen 6  für ein immer größer werdendes 

n und beschreibe Deine Beobachtungen. Gib  die Bedeutung von 6  im Sachzusammenhang an.  
 

Definition : Man definiert bei einem stochastischen Prozess die Matrix 'Ḋ ÌÉÍ
ᴼ
6  als die Grenz-

matrix der Matrizenfolge ἤἶ für ein immer größer werdendes n.  

 

Satz: Wenn sich die Potenzen der Überganzmatrix 6  bei einem stochastischen Prozess für ÎO Њ 
der Grenzmatrix G nähert, dann kann man zu jeder Startverteilung Öᴆ  durch Çᴆ 'ϽÖ ᴆ die stabile 
Verteilung Çᴆ  berechnen. 

 

Aufgabe 4 (Autovermietung)  
 

Ein Autovermieter hat eine Niederlassung in drei Städten A, B und C. Die gemieteten PKW können 
ohne Aufpreis am Ende des Tages an einer der drei Niederlassungen zurückgegeben werden ð 
gleichgültig an welcher Stelle das Mietfahrzeug übernommen wurde. Durch Beobachtung stellt der 
Geschäftsführer folgende Übergangswahrscheinlichkeiten  für Fahrzeuge zwischen den drei Nieder-
lassungen fest: 
 

¶ 80 % der Fahrzeuge, die am Morgen in Niederlassung A stehen, stehen am nächsten Mor-
gen wieder in A, je 10 % sind von A nach B bzw. C gewechselt. 
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¶ Nach Niederlassung B kehren 60 % der ausgeliehenen Fahrzeuge zurück; je 20 % wechseln 
nach A bzw. C. 

¶ Von Niederlassung C aus wechseln erfahrungsmäßig 20 % nach Niederlassung A und 10 % 
nach B, 70 % kehren wieder zurück. 

 

a) Zeichne  ein Übergangsdiagramm (Prozessdiagramm)! 
 

b) Bestimme  die Übergangsmatrix A des Systems und zeige, dass A ein Austauschprozess ist. 
 

An einem Tag stehen morgens 30 % der Fahrzeuge in A, 50 % in B und 20 % in C, d.h., der sogenannte 

Anlaufvektor  ist: Øᴆ
πȟσ
πȟυ
πȟς

 

 

c) Berechne die Anteile an der Gesamtzahl aller Fahrzeuge an den drei Standorten am Abend des 
ersten und zweiten Tages. 

 

d) Ermittle  die Verteilung der Fahrzeuge auf die drei Standorte am Morgen des Vortages. 
 

e) Gib  einen Term für die Verteilung der Mietfahrzeuge am Abend des 10. Tages an. 
 

f) Berechne die stationäre Verteilung des Prozesses zum einen mit Hilfe des Ansatzes !ϽØᴆ Øᴆ, 
und zum anderen unter Ausnutzung der Grenzmatrix G.  
 

g) Bestimme  die stationäre Verteilung, falls der Autovermieter genau 120 Autos im Umlauf hat.  
 

Aufgrund eines steuerlichen Vorteils an Standort A soll das Grundstück dort erweitert werden. Da-
her kehren am Abend 5 % mehr Autos zu Standort A zurück. Das Wechselverhalten an den beiden 
anderen Standorten und die Gesamtzahl an Autos bleiben unverändert.  
 

h) Erkläre , dass sich das Wechselverhalten durch die folgende Matrix   
 

"
πȟψυ πȟς πȟς
πȟρυÑ πȟφ πȟρ
Ñ πȟς πȟχ

 mit 0 ¢ q ¢ 0,15 beschreiben lässt. 

 

i) Ermittle  einen Wert für q für den Fall, dass an einem bestimmten Morgen jeweils 40 Autos an 
jedem Standort stehen und am gleichen Abend an Standort C wieder 40 Autos stehen. Berechne 
ebenso die Autos, die am gleichen Abend an den Standorten A und B stehen. 
 

j) Untersuche, welche maximale Anzahl von Autos bei einer morgendlichen Gleichverteilung von 
40 Autos abends am Standort C stehen können. Bestimme  ebenso die abendliche Autoanzahl an 
den beiden anderen Standorten. 

 

Aufgabe 5 (Level bei einem Computerspiel) 43 
 

Bei einem Computerspiel gibt es drei Zustände, die Level 1, Level 2 und Level 3. Ein Spieler beginnt 
auf Level 1 und bewältigt die Übergänge von Level 1 nach Level 2 mit einer Wahrscheinlichkeit von 
80 % und von 2 nach 3 mit einer Wahrscheinlichkeit von 60 %. Er spielt so lange, bis er Level 3 
erreicht hat. Die Situation kann durch ein ăunendlichesò Baumdiagramm oder ein Prozessdiagramm 
mit drei Zuständen beschrieben werden: 
 

                                                 
43 Modifiziert nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 352 
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Baumdiagramm       Prozessdiagramm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Begründe , warum der Spieler theoretisch unendlich lange spielen könnte. 
 
b) Gib  die Prozessmatrix U an und begründe , dass es sich beim dargestellten Prozess um einen 

stochastischen Prozess (Austauschprozess) handelt. Beschreibe, wie sich ein stochastischer Pro-
zess am Prozessdiagramm ablesen lässt. 

 
c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler nach zwei, drei bzw. zehn Spielen Level 3 

[Level 2; Level 1] erreicht.  
 
d) Gib  den Zustandsvektor nach n Spielen an (n > 1). 
 
e) Bestimme die Zustandsverteilungen nach einem, zwei, drei, fünf und zehn Spielen.  
 
f) Ermittle  die stabile Verteilung des Prozesses. 
 

Definitionen : 
 

¶ Ein Zustand eines stochastischen Prozesses heißt absorbierend , wenn es sich um einen End-
zustand handelt, an dem ein Ringpfeil mit der Wahrscheinlichkeit 1 befindet. Alle anderen 
Zustände heißen innere Zustände .  

 

¶ Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen ein Spieler sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem 
der möglichen drei Zustände befindet heißt Zustandsverteilung . 

 

Aufgabe 6 (010 oder 101 gesucht)44 
 

Ein Chip mit den Seiten 0 und 1 wird so lange geworfen, bis entweder 
das Muster 010 oder 101 aufgetreten ist. 
 
a) Vervollständige  das rechts dargestellte Prozessdiagramm mit 7 Zu-

ständen. 
 

b) Gib  eine Übergangsmatrix an. 
 

c) Notiere  die Startverteilung und berechne die ersten zwei Zustands-
verteilungen.  

 

                                                 
44 Modifiziert nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 374 
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Aufgabe 7 (Freiwurfserie und Freiwurftrefferzahl)  
 

Ein Basketballtrainer verlangt von seinen Jugendspielern am Ende des Trainings, dass sie drei Frei-
würfe hintereinander treffen. Die Spieler haben eine durchschnittliche Trefferquote von 70 %. Die 
Zustände zi beschreiben die Zahl der Treffer, die ein Spieler hintereinander  erzielt hat (i = 0, 1, 2, 3). 
 

a) Stelle  die Situation mit einem Übergangsgrafen und einem Baumdiagramm dar. 
 

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler mit  dem dritten, vierten bzw. fünften Versuch 
drei Treffer in Folge getroffen hat [ nach 3, 4 bzw. 5 Treffern drei Treffer in Folge getroffen hat.]. 

 

c) Gib  die Prozessmatrix U an, die den stochastischen Prozess von null Treffern (Zustand z0) bis 
hin zu drei Treffern (Zustand z 3) beschreibt.  

 
d) Berechne 5ȟ5 ÕÎÄ 5 Ȣ Interpretiere  diese Matrizen jeweils im Sachkontext. 

 

e) Bestimme  Öᴆ 5 ϽÖᴆ ÍÉÔ Öᴆ

ρ
π
π
π

 für n = 1, 2, 3, 4, 5, 10. Gib  die Bedeutung im Sachkontext an. 

Vergleiche  mit den Ergebnissen aus b). 
 

Der Trainer verlangt beim nächsten Training 5 Treffer, die allerdings nicht in Folge erzielt wer den 
müssen. Die Zustände zi beschreiben nun die Zahl der Treffer, die ein Spieler insgesamt erzielt hat 
(i = 0, 1, 2, 3, 4, 5). Die Trefferquote ist weiterhin 70 %. 
 
f) Stelle  die Situation mit einem Übergangsgrafen und einer Prozessmatrix dar, und berechne die 

Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler nach 5 [6, 7, 10] Versuchen 5 Treffer erzielt hat. Bestimme  
die Wahrscheinlichkeit mit  dem 5., 6. bzw. 7. Treffer fertig zu sein. 

 

Aufgabe 8 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit) 45 
 

Auf einem Tisch liegen vier M¿nzen, von denen anfangs eine ăWappenò und drei ăZahlò zeigen. 
Bei jedem Spielzug wird eine Münze zufällig gewählt und gewendet. Das Spiel endet, wenn vier 
Mal ăWappenò oben liegt (gewonnen!) oder vier Mal ăZahlò erscheint (verloren!).  
 
a) Begründe , dass der Prozess durch das folgende Diagramm und die dazugehörige Übergangs-

matrix beschrieben werden kann. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
45 Aufgabenidee nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 371-372, fakultativ im LK 
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b) Schätze Gewinn - und Verlustwahrscheinlichkeiten sowie die mittlere Anzahl von Zügen bis 
zum Spielende. 
 

c) Bestätige, dass Çᴆ

ở

Ở
ờ

π
π
π
πȟσχυ
πȟφςυỢ

ỡ
Ỡ

 eine stationäre Verteilung ist, wenn man von einem Anfangszu-

stand Z1 ausgeht.  
 

d) Interpretiere  die Wahrscheinlichkeiten in Çᴆ. 
 

e) Bestimme  die stationären Verteilungen Çᴆ bzw. Çᴆ, wenn man von Anfangszuständen Z 2 bzw. 
Z3 ausgeht. [Tipp: Verwende die Grenzmatrix.]  

 
Bei dem beschriebenen Beispiel kann man exakt berechnen, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist zu 
gewinnen. In der folgenden Figur sind die Wahrscheinlichkeiten, von den Zuständen Z 1, Z2 bzw. Z 3 
ăirgendwannò zu gewinnen, mit a 1, a2 bzw. a3 bezeichnet. Allgemein werden diese Wahrscheinlich-
keiten mit Absorptionswahrscheinlichkeiten  bezeichnet. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Man kann diese Wahrscheinlichkeiten als Lösung des folgenden LGS berechnen: 
 

ἓ     Ἡ              Ἡ 

ἓἓ   Ἡ  Ἡ       Ἡ 

ἓἓἓ  Ἡ           Ἡ         

 

f) Begründe  die Gültigkeit der drei Gleichungen.  
 

g) Bestimme die Lösungsmenge des LGS. 
 

h) Gib an,  wo du die Absorptionswahrscheinlichkeiten a 1, a2 bzw. a3 in den stationären Verteilun-
gen Çᴆ,  Çᴆ bzw. Çᴆ wiederfindest.  

 
i) Stelle  ein LGS auf , mit dem man die Wahrscheinlichkeiten zu verlieren berechnen kann.  

 
Es interessiert neben den Absorptionswahrscheinlichkeiten auch die mittlere Zahl von Spielzügen 
bis zum Spielende. Allgemein: bis man einen absorbierenden Zustand erreicht. Für einen inneren 
Zustand Z k nennt man diese Zahl die mittlere Wartezeit . Sie wird mit m k bezeichnet. Zur Berech-
nung der mittleren Wartezeiten m 1, m2 und m 3 beim obigen Münzenspiel kann m an folgendes LGS 
aufstellen: 
 

ἓ     ἵ Ͻ Ͻ ἵ  

ἓἓ   ἵ  Ͻ ἵ Ͻ ἵ  

ἓἓἓ  ἵ Ͻ ἵ Ͻ 
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Umgeformt ergibt sich:  
 

ἓ     ἵ                   Ͻἵ  

ἓἓ   ἵ  Ͻἵ                   Ͻἵ  

ἓἓἓ  ἵ                   Ͻἵ  

 
j) Begründe  die Gültigkeit der drei Gleichungen im nicht umgeformten LGS. [Tipp: die Einsen 

stehen immer für einen Spielzug.] 
 
k) Begründe , das zweite umgeformte LGS, ohne auf das erste zurückzugreifen. 

 
l) Bestimme  die Lösungsmenge des LGS. 
 

ABITUR  2017 Auszug aus GK bzw. LK HT B4 46 

 
Beim Onlinebanking gibt es verschiedene Sicherheitsvorkehrungen. Bei einer Sicherheitsabfrage 
muss der Benutzer (nennen wir ihn Ben) zusätzlich zu seinem Onlinebanking -PIN einen Zahlen-
code, der aus sechs Ziffern besteht, kennen und teilweise eingeben, um sich anzumelden. Damit 
eine potenzielle Angreiferin (nennen wir sie Anna) nicht auf Anhieb alle sechs Ziffern erfährt, 
werden von der Bank bei jedem Anmeldevorgang nur zwei zufäll ig ausgewählte Ziffern abge-
fragt. Welche der sechs Ziffern abgefragt werden, bestimmt die Bank nach dem Zufallsprinzip. Ist 
z. B. der Code von Ben 235793 und beim Anmelden öffnet sich folgendes Fenster, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
so muss Ben die Ziffern 2 und 7 eingeben. Will Anna nun den gesamten 6-stelligen Code stehlen, 
muss sie mehrere Male beim Einloggen ăzuschauenò. Zu diesem Zweck installiert sie eine Schad-
software auf Bens Computer, die ihr bei jedem Zuschauen die Beobachtung der beiden eingege-
benen Ziffern und ihrer Position ermöglicht.  

 

                                                 
46 Auszug aus einer Abituraufgabe des Landes NRW 2017 GK bzw. LK HT B4 
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a) Die Matrix U beschreibt den Prozess aus Annas Sicht von anfangs null bekannten Ziffern (Zu-
stand z0) bis hin zu sechs bekannten Ziffern (Zustand z6). Dabei beschreibt zi den Zustand mit 
i bekannten Ziffern (i = 0, 2, 3, 4, 5, 6). Der Zustand z1 kann nicht eintreten, da nach dem ersten 
ăZuschauenò sofort zwei Ziffern bekannt sind. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(1) Zeichnen Sie das Übergangsdiagramm. 

 

(2) Betrachten Sie nun die zweite Spalte. 
 

Erklären Sie im Sachzusammenhang die Einträge mit dem Wert Null in dieser Spalte. Leiten Sie 
die von Null verschiedenen Werte in dieser Spalte her. 

 

b) Ben meldet sich jeden Monat fünfmal beim Onlinebanking an.  
 

(1) Bestimmen Sie Ὗ Ͻίᴆ mit ίᴆ

ở

ỞỞ
ờ

ρ
π
π
π
π
πỢ

ỡỡ
Ỡ
 und interpretieren Sie das Ergebnis im Sachkontext. 

 

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Anna nach einem Monat den Code vollständig kennt, 
wenn sie vorher keine Ziffer des Codes kannte. 

 

(3) Angenommen, Anna kennt bereits zwei Ziffern des Codes. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, 
dass Anna nach dreimaligem Zuschauen der Code vollständig bekannt ist. (LK)  
 

(4) Ermitteln Sie die Anzahl der Anmeldevorgänge, die Anna mindestens beobachten muss, um den 
Code mit mindestens 99%iger Wahrscheinlichkeit vollständig zu kennen. 

 

c) Betrachtet wird ein anderer stochastischer Prozess, der durch die Matrix !
ρ πȟς π
π πȟσ π
π πȟυ ρ

 

 

(1) Erklären Sie die Bedeutung für den stochastischen Prozess, wenn ein Diagonalelement den Wert 1 
besitzt. 
 

(2) Ermitteln Sie jeweils, welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung sich der durch A beschriebene Prozess 

bei Verwendung der Startverteilungen Öᴆ
πȟρ
πȟσ
πȟφ

  όὲὨ Öᴆ
πȟτ
πȟυ
πȟρ
 auf lange Sicht nähert. 

 

(3) Bestimmen Sie für den durch A beschriebenen Prozess die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf lange 

Sicht für die allgemeine Startverteilung Öᴆ
Á
Â
Ã
 mit a, b, cɴ ᴙ. (LK)  

 

(4) Beurteilen Sie nun ohne weitere Rechnung folgende Aussage: 
 

Auf lange Sicht gibt es für jeden stochastischen Prozess genau eine sich stabilisierende 
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die unabhängig von der  Startverteilung ist.  
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4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen 47 
 

Aufgabe 1 (Kälber und Kühe)  
 

Aus Kälbern entwickeln sich im Laufe von zwei Jahren Kühe, die dann wieder Kälber bekommen 
und anschließend geschlachtet werden. Aus 25% der Kälber werden Kühe (die restlichen werden 
schon vorher geschlachtet) und jede Kuh bekommt durchschnittlich vier Kälber, bevor sie geschlach-
tet wird. Der Bauer hat einen Bestand von 20 Jungtieren und 20 Kühen. 
 

a) Stelle  die beschriebene Situation in einem Grafen dar und ermittle  die Populationsmatrix U.  
 

b) Untersuche , für wie viele Tiere der Stall mindestens ausgerichtet sein muss, wenn der Bestand 
der beschriebenen Entwicklung überlassen wird, ohne dass Tiere zugekauft, zusätzlich ge-
schlachtet oder verkauft werden.  

 

Die Überlebensrate der Kälber mit nun a bezeichnet und Vermehrungsrate der Kühe mit b (im obi-
gen Fall war a = 0,25 und b = 4). 
  
c) Gib  eine Bedingung an, unter welcher der Bestand langfristig ausstirbt, konstant bleibt bzw. sich 

vermehrt.  
 

Der Bauer plant, den Stall zu vergrößern und lässt jedes Jahr 10 % der zu schlachtenden Kühe am 
Leben. Für die Überlebens- und Vermehrungsrate gilt weiterhin a = 0,25 und b = 4.  
 

d) Stelle  die neue Situation in einem Grafen und als Prozessmatrix V dar. 
 

e) Untersuche , wie viel Prozent der Kälber unter dem neuen Prozess V mindestens vier Jahre über-
leben. 

 

f) Berechne die Populationsentwicklung unter V mit dem Bestand von 20 Kühen und 20 Kälbern 
für die nächsten zwei Jahre sowie für ein Jahr vorher. 

 

g) Beschreibe die langfristige Entwic klung in der neuen Situation und begründe  Deine Aussage. 
 

Aufgabe 2 (Mehr zu Kälbern und Kühen)  
 

Wir betrachten die Populationsprozesse U und V aus Aufgabe 1. 
 

a) Untersuche , unter welcher Bedingung ein Bestandsvektor Ðᴆ
Ø
Ù von Jahr zu Jahr gleich bleibt. 

Berechne den Bestandsvektor für insgesamt 200 Tiere.  
 

b) Begründe , dass es unter V keinen Bestandsvektor Ðᴆ gibt, der jährlich unverändert bleibt.  
 

Im Populationsprozess V sollen jedes Jahr nach den Schlachtungen und nach den Geburten der 

neuen Kälber zwei Kühe und zwei Kälber verkauft werden. Der Ausgangsbestand ist Ðᴆ
ςπ
ςπ

. 
 

c) Bestimme  den Bestandsvektor Ðᴆ für das Folgejahr. 
 

d) Ermittle  den Bestandsvektor Ðᴆ, der unter dem Populationsprozess V mit zusätzlicher  Entnahme 
von zwei Kälbern und zwei Kühen unverändert bleibt.  
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Aufgabe 3 (Käferpopulation)  
 

Ein Käfer (K) legt so viele Eier, dass sich daraus im nächsten Jahr 20 Larven entwickeln. Bald danach 
stirbt er. Ein Viertel dieser Larven überlebt das erste Jahr; im zweiten Jahr verpuppen sich 20 % der 
Larven und werden im dritten Jahr wieder zu einem Käfer. Die anfängliche Population besteht aus 
80 einjährigen Larven (L1), 30 zweijährigen Larven (L2) und 18 Käfern. 
 

a) Zeichne  den Übergansgrafen und bestimme die Populationsmatrix U.  
 

b) Berechne die Population für die ersten drei Jahre.  
 

c) Ermittle  U2 und U 3 und überprüfe  mithilfe dieser Matrizen die Ergebnisse zur Population der 
ersten drei Jahre.  

 

Aufgabe 4 (Populationsentwicklung bei einer Säugetierart)  
 

Bei einer Säugetierart können die jährlichen Änderungen in einer aus drei Altersstufen A 1, A2 und 
A 3 bestehenden Population durch folgenden Grafen beschreiben werden. Dabei gelten folgenden 

Bedingungen:  v > 0; 0 < a ¢ 1; 0 < a ¢ 1; Vermehrungsrate: v; Überlebensraten: a und b. 
 
 

 

 
 

 
a) Bestimme  die Übergangsmatrix U.  
 

b) Berechne U2 und U 3 und ermittle  eine Bedingung für a, b und v, so dass sich eine beliebige 
Population alle drei Jahre reproduziert.  

 

Die Entwicklung einer zweiten Tierart lässt sich durch folgenden Grafen beschreiben:  
          
 

 
                                                              
                                               

 
c) Gib  die Populationsmatrix T an und beschreibe den Grafen aus biologischer Sicht. 

 

d) Bestimme  die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier (A1) mindestens fünf Jahre überlebt. 
  

A 3 A1 A2 
a b 

v 

A 3 A1 A2 
0,5 

5 
0,25 

4 

1 

5 0,2 
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4.5 Kontrollaufgaben  
 

Kompetenzraster  
 
Ohne Hilfsmittel  
 

Ich kann é 

W
o
? 

si
ch

e
r 

z
ie

m
lic

h
 s

ic
h

e
r 

u
n
si

c
h
e

r 

se
h
r 

u
n

si
ch

e
r 

Matrizenprodukte auf Definierbarkeit überprüfen und dann berechnen.  1     

Matrizenprodukte mit Parametereinträgen berechnen. 2a,b     

einen Übergangsgrafen zu einem Glücksspiel erstellen. 3a, 4a     

erklären, warum ein bestimmtes Glücksspiel unendlich lange dauern kann.  3a     

eine Zustandsverteilung bestimmen.  3b, 4b     

eine Prozessmatrix zu einer Situation erstellen. 3a, 4c     

ein Diagramm und eine Matrix zu einem Populationsprozess angeben.  5a     

Modellannahmen zu einem Populationsprozess angeben. 5b     

einen Bestandsvektor bestimmen. 5c     

eine Überlebensrate berechnen. 5d     

eine Tötungsrate angeben, damit der Populationsprozess stabil bleibt. 5e     

 

Unter Zuhilfenahme von Hilfsmitteln  
 

Ich kann é 

W
o
? 

si
ch

e
r 

z
ie

m
lic

h
 s

ic
h

e
r 

u
n
si

c
h
e

r 

se
h
r 

u
n

si
ch

e
r 

Prozessmatrizen zu einem Prozess angeben. 6a     
zeigen, dass es sich um einen stochastischen Prozess handelt. 6a     

einen Übergangsgrafen erstellen. 6b     

Matrizenprodukte bestimmen, interpretieren und ggf. im Sachkontext prüfen.  6c,6e     

Zustandsvektoren berechnen und im Sachkontext prüfen.  6d,g     

stationäre Verteilung berechnen und deren Bedeutung im Kontext erklären.  6f     

mit einer Grenzmatrix eine mögliche Entwicklung beschreiben.  6h     

Zustandsvektoren unter Berücksichtigung einer Korrekturmatrix berechnen.  6i     

prüfen, ob eine frühere Korrektur eine Veränderung des Prozesses bedeutet. 6j     

bei einem Absorptionsprozess Absorptionswahrscheinlichkeiten bestimmen.  7a     

bei einem Absorptionsprozess mittlere Wartezeiten bestimmen.  7b     

Bedarfsmatrizen eines Prozesses zur Materialverflechtung bestimmen. 8a     

die Bedarfsmatrix des Gesamtprozesses berechnen. 8b     

Einträge einer Bedarfsmatrix interpretieren.  8b     

Rohstoffbedarf und Rohstoffkosten berechnen. 8c     

eine maximal mögliche Produktionsmenge berechnen. 8d     
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Hilfsmittelfreie Aufgaben  
 

Aufgabe 1  
 

Gegeben seien die folgenden Matrizen A, B und C: 
 

!
ρ ς πȟυ
ρ σ πȟς
ρ ρ υ

, " ρ ρπρππ  und #
ρ
ρπ
ρππ

. 

 
Erläutere , welche der Produkte AÖB, AÖC, BÖC, BÖA, CÖA und CÖB definiert sind, und berechne sie. 
 

Aufgabe 2  
 

a) Gegeben sei die stochastische Matrix 3
Á Â
ρ Á ρ Â

 mit 0 Ò a, b Ò 1 und einem Zustands-

vektor Øᴆ
Ø
Ø . 

 

Begründe , dass bei den Vektoren Øᴆ und 3ϽØᴆ die Summe der Komponenten gleich ist. 
 

b) Gegeben ist die stochastische Matrix -
Á πȟυ
ρ Á πȟυ

 mit 0 Ò a Ò 1 . 
 

Untersuche , ob es eine reelle Zahl a gibt mit -
ρ π
π ρ

. 

 

Aufgabe 3  
 

Bei einem Spiel wird das abgebildete Glücksrad mehrfach gedreht und die 
Punktzahl jeweils addiert. Das Spiel ist beendet, wenn der Spieler 2 Punkte er-
reicht. 
 

a) Zeichne  einen Übergangsgrafen und Prozessmatrix zu diesem Spiel. Er-

kläre , warum dieses Spiel theoretisch unendlich lange dauern kann. 
 

b) Bestimme  die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel nach höchstens drei Durchgängen endet. 

 

Aufgabe 4 48 
 

Ein System ist nach jeder Minute in einem der Zustände Z 1, Z2, Z3, Z4 
und Z 5. Rechts befindet sich die zugehörige Übergangsmatrix. 
 
a) Zeichne  ein Prozessdiagramm. 
 
b) Am Anfang ist das System in Zustand Z 1.  

 
Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Systemzustände nach 1 Minute, 2 Minuten und 
3 Minuten.  

 
c) Bestimme  eine Übergangsmatrix für Beobachtungen in 2 Minuten -Abständen. 

                                                 
48 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW, 2017; S. 367 
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Aufgabe 5 (Entwicklung einer Population) 49 
 
Die jährliche Entwicklung der Population einer Vogelart bestehend 
aus Jung- (1) und Altvögeln (2) ist durch den folgenden Übergangs-
graphen gegeben: 
 
a) Gib  zu dem Übergangsgraphen eine Übergangsmatrix U an. 

 
b) Beschreibe anhand des Übergangsgraphen, nach welchen Modellannahmen die Entwicklung 

der Population dieser Vogelart abläuft.  
 
Die Population besteht zu Beobachtungsbeginn aus 80 Jungvögeln und 110 Altvögeln.  
 
c) Berechne den Bestandsvektor nach einem Jahr sowie den Bestandsvektor des Vorjahres. 
 
d) Bestimme , wie viel Prozent der Jungvögel drei Jahre alt werden. 
 
 
Um die Population konstant zu halten, soll der Ausgangsbestand an Altvögeln durch Tötung so 
verändert werden, dass er sich innerhalb eines Jahres nicht mehr ändert. Die Anzahl an Jungvögeln 
bleibt unverändert.  
 
e) Untersuche , wie viele Altvögel getötet werden müssen, damit der Bestandsvektor von Jahr zu 

Jahr unverändert bleibt. 
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Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR   

 

Aufgabe 6 (Entwicklung der Wirtschaftssektoren)  
 

Der französische Nationalökonom Jean Fourastié stellte 1949 eine Theorie zur wirtschaftlichen Ent-
wicklung von Entwicklungsländern auf. Danach sind in der vorindustriellen Gesellschaft die meis-
ten Erwerbstätigen im primären Wirtschaftssektor I (Forst - und Landwirtschaft), in Folge der in-
dustriellen Revolution immer mehr Erwerbstätige im sekundären Sektor II (Industrie und produ-
zierendes Gewerbe) und schließlich in der postindustriellen Gesellschaft die meisten Erwerbstätigen 
im tertiären Sektor III (Dienstleistungen) beschäftigt. Nach Fourastié bewirkt das wirtschaftliche 
Wachstum eine Verlagerung des Schwerpunktes der Wirtschaft vom primären über den sekundären 
zum tertiären Sektor. 
 
Zwei Modelle F 1 und F2 sollen nun den Entwicklungsprozess der Beschäftigungsanteile zwischen 
den drei Wirtschaftssektoren  über einen Zeitraum von 10 Jahre  beschreiben. Die folgenden Tabel-

len 1 und 2 beschreiben diesen Prozess: 
 

F1 von  F2 von 

n
a

ch
 

 I II  III   
n

a
ch

 
 I II  III  

I 0,75 0 0  I 0,50 0,01 0,01 

II  0,10 0,90 0  II  0,20 0,60 0,12 

III  0,15 0,10 1  III  0,30 0,39 0,87 
 
Tabelle 1: Modell F 1                         Tabelle 2: Modell F 2 
 

Die folgende Tabelle 3 gibt die prozentualen Verteilungen der Beschäftigten auf die drei Wirt-
schaftssektoren in den USA für die Jahre 1980, 1990 und 2000 an: 
 
                             1980 1990 2000 

I Landwirtschaft  0,04 0,03 0,02 

II Industrie  0,30 0,27 0,24 

III Dienstleistung  0,66 0,70 0,74 
 
Tabelle 3 : Prozentuale Verteilung der Beschäftigten auf die drei Sektoren 
 

a) Gib  die Übergangsmatrizen F1 und F2 für die beiden Modelle an, und zeige, dass es sich in bei-
den Fällen um einen Austauschprozess handelt. 
 

b) Stelle  den Übergangsgrafen dar. 
 

c) Berechne &  und & , und gib  ihre Bedeutungen im Sachzusammenhang an. 
 
Es sei Ö ᴆ die prozentuale Verteilung der Erwerbstätigen auf die drei Wirtschaftssektoren im Jahr 
1980 (vgl. Tabelle 3). 
 

d) Ermittle  für beide Modelle jeweils Ö ᴆ und Ö ᴆ  und entscheide, ob F1 und/oder F 2 gute Mo-
delle für die wirtschaftliche Entwicklung in den US A im Zeitraum von 1980 bis 2000 sind. 

 

Es gilt &
π π π
π π π
ρ ρ ρ

 und &
πȟπςπȟπςπȟπς
πȟςσπȟςσπȟςσ
πȟχυπȟχυπȟχυ

. 

 

e) Interpretiere  die Matrizen &  und &  im obigen Sachzusammenhang und entscheide mit 
Hilfe dieser beiden Matrizen, welches der beiden Modelle langfristig realistischer ist.  

 

Sektor Jahr 
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f) Ermittle  für das Modell F 2 mithilfe des Ansatzes F2 Ö Öᴆ = Öᴆ eine stationäre Verteilung Öᴆ und erkläre  
die Bedeutung der stationären Verteilung im Sachzusammenhang. 

 
Die Rohstoffreserven werden immer knapper. Ökologische Probleme zwingen die Politik zum Han-
deln. Der ökologische Landbau soll gestärkt werden. Der prozentuale Anteil der Beschäftigten im 
Industriesektor II sinkt immer weiter. Wegen politischer Vorgaben l autet die Übergangsmatrix F3 
zwischen den drei Wirtschaftssektoren ab dem Jahr 2000 (F3 beschreibt wie F1 und F2 den Austausch-
prozess über einen Zeitraum von zehn Jahren): 
 

&
ρ πȟρππ
π πȟυππ
π πȟτπρ

. 

 
g) Bestimme die Verteilung der Beschäftigten auf die einzelnen Sektoren unter diesen Vorausset-

zungen im Jahr 2020. 
 
[Hinweis: Verwende für die Startverteilung die Werte des Jahres 2000 aus Tabelle 3.]  

 

Es gilt: ÌÉÍ
ᴼ
&

ρ πȟςππ
π π π
π πȟψπρ

     

 
h) Beschreibe, wie sich unter diesen Voraussetzungen die relative Verteilung d er einzelnen Wirt-

schaftssektoren langfristig entwickelt.  
 
Zahlreiche Lobbyisten des Industriesektors üben Druck auf die Politik aus. Sie wollen ein Ausster-
ben des Industriesektors verhindern. Es wird vertraglich vereinbart, dass ab dem Jahr 2040 durch 
gezielte Fördermaßnahmen des Industriesektors für zehn Jahre  eine Verteilung hin zum Industrie-
sektor stattfindet. Anschließend verlaufen die Vorgaben wieder nach dem Modell F 3. Folgende Kor-
rekturmatrix K wird vereinbart:  
 

+
πȟφππ π
πȟτπρ πȟτπ
π π πȟφπ

 

 
i) Ermittle  unter Berücksichtigung der Matrizen F 3 und K sowie der prozentualen Verteilung Ö ᴆ 

einen Term für den Vektor Ö ᴆ, der die prozentuale Verteilung der Beschäftigten im Jahr 2050 
beschreibt. 
 
[Hinweis: Hier muss nicht gerechnet werden.]  

 
j) Beurteile , ob das Ergebnis für  Ö ᴆ beeinflusst würde, wenn die gleiche Korrektur 20 Jahre 

früher erfolgte.  
 

Aufgabe 7 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit) 50 
 
a) Bestimme  mithilfe der Grenzmatrix und mithilfe eines LGS 

für den in der rechts befindlichen Abbildung dargestellten 
Prozess die Wahrscheinlichkeiten, von den inneren Zustän-
den aus die absorbierende Zuständen zu erreichen. 

 
b) Ermittle  die mittleren Wartezeite für den  obigen Prozess. 
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Aufgabe 8 (Materialverflechtung) 51 
 
In einem Unternehmen werden aus den Rohstoffen A, B, C, D in der ersten Produktionsstufe die 
Zwischenprodukte X, Y, Z hergestellt, die wiederum in einer zweiten Produktionsstufe zu den End-
produkten P und  Q weiterverarbeitet werden, so wie es die nachfolgende Abbildung wiedergibt. 
Die Zahlen neben den Pfeilen geben an, wie viele Mengeneinheiten (ME) eines Stoffes für die Pro-
duktion benötigt werden.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Gib  die Bedarfsmatrizen BRZ und BZE der beiden Produktionsstufen an. 
 
b) Bestimme  die Bedarfsmatrix C = BRE der Gesamtproduktion und gib  die Bedeutung des Eintrages 

c32 der Matrix C an. 
 
Eine Firma liefert die Rohstoffe für einen Auftrag von 30 ME des Endproduktes P und 50 ME des 
Endproduktes Q. Die Rohstoffpreise pro ME betragen 0,25 Geldeinheiten (GE) für A, 2 GE für B, 16 
GE für C und 3 GE für D. 
 

c) Bestimme  den Rohstoffbedarf und  die Rohstoffkosten des Auftrages. (6P) 

 
Im Lager befinden sich 70 ME des Zwischenproduktes X, 60 ME von Y und 160 ME von Z. 
 
d) Untersuche , wie viele ME der Endprodukte P und Q hergestellt werden können.  
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4.6 Lösungen 
 

4.1 Was ist eine Matrix und wie rechnet man damit?  
 

Aufgabe 1  
 
a) A: 3³4-Matrix; b: 5³2-Matrix; C: 3³3-Matrix  
 
b) a23 = 0; a34 = 0; b52 = 1; b22 = 4; c22 = 1; c33 =-2. 
 

 
Aufgabe 2  

a) 
ρ π π
π ρ π
π π ρ

    b) 

π ρ ς
ρ π ρ
ς
σ
ρ
ς

π
ρ

    

σ
ς
ρ
π

 c) 
ρ ς σ
ς τ φ
σ φ ω

    
τ
ψ
ρς
    
υ
ρπ
ρυ

 

 

Aufgabe 3  

a) ! "  
υ ρ π
π τ σ
σ ς π

 b) ! "  
ρ σ ς
π ς ρ
ρ ς ς

 c) σϽ"  
φ σ σ
π ω σ
σ φ σ

 ´ 

d) πȟρϽ"  
πȟσ πȟς πȟρ
π πȟρ πȟς
πȟς π πȟρ

  e) ςϽ! σϽ"  
π χ υ
π χ ρ
ρ φ υ

 

 

Aufgabe 4  

a) 
σ
ρ

  b) 
ς
χ
ς

 c) 
ρ
υ

 d) 
φ
ςρ
ρφ

 

 

Aufgabe 5  

a) 
ςπ ρ
ρ τ

   b) 
υ ρτ ρ
ς ψ τ
τ ρψρρ

  c) 
ρρπ π
φ ρ ψ
π π ρρ

   d) ωω 

 

Aufgabe 6  
 

a) Sorte I Sorte II Sorte III Sorte IV 

A 10 5 0 3 

B 6 15 10 1 

C 0 0 20 10 

b) 
ρπ υ π
φ ρυρπ
π π ςπ

    
σ
ρ
ρπ
Ͻ

σπ
τυ
φπ
ωπ

χωυ
ρυτυ
ςρππ

Ȣ  

Kunde A zahlt 795 û, Kunde B 1545 û und Kunde C 2100 û. 
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4.2 Materialverflechtung  
 

Aufgabe 2  
 
a) 
 

    Jan Feb März  

   X 5 9 4 

  X Y 3 7 11 

R  4 0 20 36 16 

S  2 5 25 53 63 

T  1 3 14 30 37 

 

b) υ ς τϽ
ςπσφρφ
ςυυσφσ
ρτσπσχ

ςπφτπφσυτ 

 
Im Februar wird mit 406 û am meisten Geld ausgegeben. 
 

Aufgabe 3  
 E1 E2 E3 

   Z3 2 2 1 

   Z2 5 0 2 

 Z1 Z2 Z3 3 7 3 

R1 a b c 2a+5b+3c 2a+7c a+2b+3c 

R2 8 1 3 30 37 19 

R3 2 5 2 11 18 18 

 
Ein Vergleich mit der dritten Bedarfsmatrix ergibt das folgende LGS:  
2a + 5 b + 3c = 25 
2a + 7c           = 10 
a + 2b + 3c    = 11                     
Mit dem Gaußverfahren oder dem GTR folgt:  a = 5, b = 3, c = 0. 
 

Aufgabe 4  
 

a) !
πȟσ πȟσ
πȟσ πȟυ
πȟτ πȟς

 und !
πȟσ Á
πȟχ Â

  

 
 
 

b) Der Inputvektor lautet Øᴆ
σȟσ
σȟχ

, der Outputvektor Ùᴆ
σ
τ
Ȣ Gesucht sind die Parameter a und b 

der Bedarfsmatrix !
πȟσ Á
πȟχ Â

Ȣ Es gilt: Øᴆ ! ϽÙᴆᵾ
σȟσ
σȟχ

πȟσ Á
πȟχ Â

Ͻ
σ
τ

πȟω τÁ
ςȟρ τÂ

Ȣ Also 

erhält man: 3,3 = 0,9 + 4a und 3,7 = 2,1 + 4b, also a = 0,6 und b = 0,4. Zur Herstellung von einer Tonne 
Dünger 2 benötigt man 0,6 Tonnen Zwischenprodukt 1 und 0,4 Tonnen Zwischenprodukt 2.  
 

c) ! ! Ͻ!
πȟσ πȟσ
πȟσ πȟυ
πȟτ πȟς

Ͻ
πȟσ πȟφ
πȟχ πȟτ

πȟσ πȟσ
πȟττπȟσψ
πȟςφπȟσς

 

G1 

G3 

Z1 

Z2 

G2 

D1 

D2 

0,3 

0,3 

0,3 

0,5 

0,4 

0,2 

0,3 

a 

0,7 

b 
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 Øᴆ ! ϽÙᴆ
πȟσ πȟσ
πȟττπȟσψ
πȟςφπȟσς

Ͻ
σ
τ

ςȟρ
ςȟψτ
ςȟπφ

  

 

Für 3 Tonnen des Düngers 1 und 4 Tonnen des Düngers 2 werden 2,1 Tonnen von Grundstoff 1, 
2,84 Tonnen von Grundstoff 2 und 2,06 Tonnen von Grundstoff 3 benötigt. 
 

 

d) Für den transponierten Kostenvektor gilt: ρππρυπςππϽ
πȟσ πȟσ
πȟττπȟσψ
πȟςφπȟσς

ρτψρυρȢ Die 

Kosten für 1 t D1 sind 148 û und f¿r 1 t D2 151 û. Die Gesamtkosten f¿r 3 t D1 und 4 t D2 erhält man 

durch folgende Matrizenmultiplikation  ρτψρυρϽ
σ
τ

ρπτψ. Sie betragen 1048 û. 

 
e) Ansatz:  

Ø Ù ςππϽ
πȟσ πȟσ
πȟττπȟσψ
πȟςφπȟσς

ρυςρυςᵾ πȟσØπȟττÙυςπȟσØπȟσψÙφτ ρυςρυς   

 

Man erhält das LGS für x und y:  
 

πȟσØπȟττÙυς ρυς
πȟσØπȟσψÙφτ ρυς

ᵾ
πȟσ πȟττ
πȟσ πȟσψ

    
ρππ
ψψ
ᵾ
πȟσ πȟττ
π πȟπφ

    
ρππ
ρς
 ᵾ
ρ

π ρ
    
σσσ

ςππ
 ᵼ
Ø
Ù

τπ
ςππ

 

   
Eine Tonne des ersten Grundstoffes kostet 40 û, eine Tonne des zweiten Grundstoffes 200 û. 
 

f)  
τυ
υυ
Ç

πȟσ πȟσ
πȟσ πȟυ
πȟτ πȟς

Ͻ
Ú
Ú

πȟσÚ πȟσÚ
πȟσÚ πȟυÚ
πȟτÚ πȟςÚ

 ergibt des LGS mit den Unbekannten z1, z2 und g3: 

 
πȟσÚ πȟσÚ τυ
πȟσÚ πȟυÚ υυ
πȟτÚ πȟςÚ Ç

.  

 
Die ersten beiden Gleichungen liefern mit dem GTR die Lösungen z2 = 50, z1 = 100 und damit durch 
Einsetzen in die dritte Gleichung g 3 = 50. Die 100 t Z1 und 50 t Z2 können restlos aufgebraucht werden 
durch 45 t G1, 55 t G2 und 50 t G3. 
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4.3 Stochastische Prozesse 
 

Aufgabe 1  
 
a) Für die Anzahl der Teilchen in Hälfte A und Hälfte B nach einer Zeiteinheit sowie nach zwei und 
drei Zeiteinheit gilt:  
ὼ πȟωϽσππππȟςϽωπππτυππ und ώ πȟρϽσππππȟψϽωπππχυππ  
ὼ πȟωϽτυπππȟςϽχυππυυυπ und ώ πȟρϽτυπππȟψϽχυππφτυπ  
ὼ πȟωϽυυυππȟςϽφτυπφςψυ und ώ πȟρϽυυυππȟψϽφτυπυχρυ  
 
b) Die Prozessmatrix U erhält man durch folgende Tabelle: 
 

von 
A B 

 nach 

A 0,9 0,2 

B 0,1 0,8 

 

c) Öᴆ 5ϽÖᴆ
πȟω πȟς
πȟρ πȟψ

Ͻ
σπππ
ωπππ

τυππ
χυππ

; Öᴆ 5ϽÖᴆ
υυυπ
φτυπ

; Öᴆ 5ϽÖᴆ
φςψυ
υχρυ

 

 
d) Öᴆ 5ϽÖᴆ 5Ͻ5ϽÖᴆ 5Ͻ5Ͻ5ϽÖᴆ 5Ͻ5Ͻ5Ͻ5ϽÖᴆ 5 ϽÖᴆ;   Öᴆ 5 ϽÖᴆ;   Öᴆ 5 ϽÖᴆ 
 
 

e) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

xi 3000 4500 5550 6285 6799,5 å 7160 å 7412 å 7588 å 7712 å 7798 å 7859 

y i 9000 7500 6450 5715 5200,5 å 4840 å 4588 å 4412 å 4288 å 4202 å 4141 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

f) Ein Zustand Öᴆ
Ø
Ù ändert sich genau dann nicht mehr, wenn gilt:  5ϽÖᴆ Öᴆ. Offenbar gilt: 

πȟω πȟς
πȟρ πȟψ

Ͻ
ψπππ
τπππ

ψπππ
τπππ

. 

 

g) 5ϽÖᴆ Öᴆᵾ
πȟω πȟς
πȟρ πȟψ

Ͻ
Ø
Ù

Ø
Ù beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem: 

Also: 5
πȟω πȟς
πȟρ πȟψ
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ρ πȟωὼ πȟςώ ὼ

ς πȟρὼ πȟψώ ώ
 Ú 
ρ πȟρὼ πȟςώ π

ς πȟρὼ πȟςώ π
.  

 

h) Man erhält als Lösung: Ø ςÙ, also den Lösungsvektor Öᴆ ÙϽ
ς
ρ
Ȣ Nun interessiert uns die Lö-

sung mit x + y = 12000, da sich insgesamt 12000 Teilchen im Kasten befinden. Setzt man Ø ςÙ in 
die Zusatzbedingung ein erhält man 3y = 12000, also: y = 4000.  
 
i)  Die stabile Verteilung ändert sich nicht, da die obigen Rechnungen unabhängig von der Startver-
teilung sind.  
Gegeben ist folgendes Prozessdiagramm eines stochastischen Prozesses: 
 

Aufgabe 2  
 
a) Übergangsgraf:  
 

5
πȟφ πȟυ π
πȟτ π πȟφ
π πȟυ πȟτ

 

 
b) 

Öᴆ 5ϽÖᴆ

π

π

π

Ͻ   und Öᴆ 5ϽÖᴆ

π

π

π

Ͻ  

 

c) Es sterben Menschen und scheiden aus dem System heraus. Menschen ziehen in andre Städte und 
fallen aus dem System heraus. 
 

Aufgabe 3  
 
a) Übergangsgraf:  
 
                                                                        
 
 
 

5
πȟχ πȟς
πȟσ πȟψ

. Es handelt sich um einen Austauschprozess, da die Prozessmatrix U quadratisch 

mit nicht negativen Einträgen ist, und die beiden Spaltensummen 1 sind. Bezogen auf die Anwen-
dungssituation bedeutet dies, dass insgesamt keine Insekten verloren gehen und alle Insekten ent-
weder Merkmal A oder Merkmal B haben.  
 

b) Öᴆ 5ϽÖᴆ
πȟχ πȟς
πȟσ πȟψ

Ͻ
πȟυ
πȟυ

πȟτυ
πȟυυ

; Öᴆ 5ϽÖᴆ
πȟτςυ
πȟυχυ

; Öᴆ 5ϽÖᴆ
πȟτρςυ
πȟυψχυ

 

 
c) Ö ᴆ 5 ϽÖᴆ oder Ö ᴆ 5ϽÖᴆ. 
 

d) 
πȟχ πȟς
πȟσ πȟψ

Ͻ
πȟτ
πȟφ

πȟτ
πȟφ

 

 

Merkmal  

A 

Merkmal  

B 
0,7 0,8 

0,2 

0,3 

0,4 0,5 

0,4 
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e) 0,4 Ö 10 Millionen = 4 Millionen Insekten haben langfristig Merkmal A, 0,6 Ö 10 Millionen = 6 Mil-
lionen Insekten besitzen auf Dauer Merkmal B. 
 

f) 5ϽÖᴆ Öᴆᵾ
πȟφ πȟσ
πȟτ πȟχ

Ͻ
Ø
Ù

Ø
Ù beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem: 

ρ πȟφὼ πȟσώ ὼ

ς πȟτὼ πȟχώ ώ
 Ú 

ρ πȟτὼ πȟσώ π

ς πȟτὼ πȟσώ π
. Man erhält als Lösung: Ø πȟχυÙ, also den Lösungs-

vektor Öᴆ ώϽ
πȟχυ
ρ
Ȣ Nun interessiert uns die Lösung mit x + y = 1, da beide Anteile x und y sich zu 

100 % = 1 ergänzen. Setzt man Ø πȟχυÙ in die Zusatzbedingung ein erhält man 1,75y = 1, also: y 
= υχ Ϸ. Damit beträgt x = τσ Ϸ. 

 

g) 6
πȟτψπȟσω
πȟυςπȟφρ

; 6
πȟτσσςπȟτςυρ
πȟυφφψπȟυχτω

; 6
πȟτσπȟτσ
πȟυχπȟυχ

; 6
πȟτσπȟτσ
πȟυχπȟυχ

 

6  beschreibt den Austauschprozess über einen Zeitraum von 8 Generationen und entspricht in 
etwa der Grenzmatrix, in der die beiden Spalten der stabilen Verteilung entsprechen.  

 

Aufgabe 4  
 
a)  
                                                                        
 
 

 
 
 
 

 

b) !
πȟψ πȟς πȟς
πȟρ πȟφ πȟρ
πȟρ πȟς πȟχ

  

 

A ist quadratisch mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Einträgen.  
 

c) Øᴆ !ϽØᴆ
πȟψ πȟς πȟς
πȟρ πȟφ πȟρ
πȟρ πȟς πȟχ

Ͻ
πȟσ
πȟυ
πȟς

πȟσψ
πȟσυ
πȟςχ

    Øᴆ !ϽØᴆ
πȟτςψ
πȟςχυ
πȟςωχ

     

 

d) Ansatz: Øᴆ !ϽØᴆᵾ Øᴆ ! ϽØᴆ πȟψ  

 

e) Øᴆ ! ϽØᴆ 
 

f)  !Ͻ
Á
Â
Ã

Á
Â
Ã

 liefert ein homogenes LGS. Mit der Zusatzbedingung a + b + c = 1 ergibt sich als 

stationäre Verteilung 
Á
Â
Ã

πȟυ
πȟς
πȟσ

. D. h., auf Dauer befinden sich 50 % der Fahrzeuge in Standort A, 

20 % in Standort B und 30 % in Standort C. Mithilfe des TGR multipliziert man die Matrix A wie-

derholt mit sich selber. Es ergibt sich schon für ! '
πȟυ πȟυ πȟυ
πȟς πȟς πȟς
πȟσ πȟσ πȟσ

. 

A 
B 0,8 0,6 

0,1 

C 

0,1 

0,7 

0,2 
0,2 

0,7 

0,2 
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g) 60 Autos befinden sich langfristig in Standort A, 24 Autos in Standort B, 36 Autos in Standort C.  
 

h) Der Eintrag b11 erhöht sich auf 0,85. Für die Summe der beiden anderen Einträge bleibt noch 0,15 
übrig, da es sich um einen Austauschprozess handelt und keine Autos dazukommen. Die 0,15 wer-

den mit q und 0,15 ð q für  0 ¢ q ¢ 0,15 auf b21 und b31 aufgeteilt: q + 0,15 ð q = 0,15. Die zweite und 
dritte Spalte von B entsprechen der zweiten und dritten Spalte von A.  
 
 

i) Der Ansatz 
πȟψυ πȟς πȟς
πȟρυÑ πȟφ πȟρ
Ñ πȟς πȟχ

Ͻ
τπ
τπ
τπ

Á
Â
τπ

 liefert q = 0,1 und a = 50 und b = 30. 

 

j) Ansatz: 
πȟψυ πȟς πȟς
πȟρυÑ πȟφ πȟρ
Ñ πȟς πȟχ

Ͻ
τπ
τπ
τπ

Á
Â
Ã
ᵾ Á υπȟÑ ȟÑ  

Wegen 0 ¢ q ¢ 0,15 gilt 0 ¢  ¢ 0,15 Ú 0 ¢ Ã σφ¢ 6 Ú 36 ¢ Ã ¢ 42. Die mögliche Zahl von Autos 

am Standort C beträgt maximal 42 und minimal 36 Autos. Daher gilt 34 ¢ Ã ¢ 28. Im ămaximalenò 
Fall erhält man a = 50, b = 28 und c = 42. q beträgt dabei 0,15.  

 

Aufgabe 5  
 

a) Ein Spieler kann theoretisch unendlich lange in Zustand 1 bzw. Zustand 2 verbleiben und nie in 
Zustand 3 gelangen.  
 

b) 5
πȟς π π
πȟψ πȟτ π
π πȟφ ρ

 ist quadratisch, mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Einträgen, also Mat-

rix eines stochastischen Prozesses. Die Summe der Pfeilwahrscheinlichkeiten, die von einem Zu-
stand abgehen beträgt 1. 
 

c) Man berechne mit dem GTR für Öᴆ
ρ
π
π

,    Öᴆ 5 ϽÖᴆ, Öᴆ 5 ϽÖᴆ und Öᴆ 5 ϽÖᴆ und lese 

die Wahrscheinlichkeiten im jeweiligen Zustandsverteilungsvektor ab.  
 

Öᴆ 5 ϽÖᴆ
πȟπτ
πȟτψ
πȟτψ

, Öᴆ 5 ϽÖᴆ
πȟππψ
πȟςςτ
πȟχφψ

, Öᴆ 5 ϽÖᴆ
π

πȟπππτ
πȟωωωφ

 

Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Level des Spiels können durch die drei 
Komponenten abgelesen werden. Zum Beispiel beträgt die Wahrscheinlichkeit nach drei Spielen 
immer noch in Level 1 zu sein 0,8 %. Nach 10 Spielen in Level 2 zu sein hat eine Wahrscheinlichkeit 
von 0,0004. Nach zwei Spielen beträgt die Wahrscheinlichkeit, Level 3 erreicht zu haben, 48 %. 
 
d) Die Komponenten des Vektors Öᴆ 5 ϽÖᴆ geben die Wahrscheinlichkeiten an, den Level 1, 2 
bzw. 3 erreicht zu haben. 
 

e) In Ergänzung zu c) Öᴆ 5ϽÖᴆ
πȟς
πȟψ
π

 und Öᴆ 5 ϽÖᴆ
πȟπππσς
πȟπσωφψ
πȟωφ

 

 

f) 5
π π π
π π π
ρ ρ ρ

'Ƞ Öᴆ 'ϽÖᴆ
π
π
ρ

 eine stabile Verteilung des absorbierenden Prozesses. 
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Aufgabe 6  
 

 
 

Aufgabe 7  
 

a)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 2 3 
0,7 0,7 

0,7 
0,3 1 

0,3 

0,3 

T 

4 

T 

4 

T 

4 

T 

4 

0,3 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,3 

0,3 

0,3 
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b) 0&ÅÒÔÉÇ ÎÁÃÈ σ 7İÒÆÅÎ0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ ÄÅÍ σȢ7ÕÒÆ04ȟ4ȟ4 πȟχ ȟϷ 
0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ τȢ7ÕÒÆ04ȟ4ȟ4ȟ4 πȟσϽπȟχ ρπȟςωϷ 
0&ÅÒÔÉÇ ÎÁÃÈ σ ÏÄÅÒ τ 7İÒÆÅÎ04ȟ4ȟ4ȟ 04ȟ4ȟ4ȟ4 πȟχϽρ πȟσϽπȟχ ȟ  
0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ υȢ7ÕÒÆ04ȟ4ȟ4ȟ4ȟ4 04ȟ4ȟ4ȟ4ȟ4 πȟσϽπȟχ πȟχϽπȟσϽπȟχ ρπȟςωϷ  
0&ÅÒÔÉÇ ÎÁÃÈ σȟτ ÏÄÅÒ υ 7İÒÆÅÎ0&ÅÒÔÉÇ ÎÁÃÈ σ ÏÄÅÒ τ 7İÒÆÅÎ0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ ÄÅÍ υȢ7ÕÒÆ  

 πȟττυωρπȟςωϷ ȟ Ϸ 
 

c) 5

πȟσ πȟσ
πȟχ π

πȟσ π
π π

π πȟχ
π π

π π
πȟχ ρ

 

 

d) 5

πȟσ πȟσ
πȟςρπȟςρ

πȟπωπ
πȟςρπ

πȟτω π
π πȟτω

π π
πȟχ ρ

ȟ5

πȟσ πȟρυσ
πȟςρ πȟςρ

πȟπω π
πȟπφσπ

πȟρτχπȟρτχ
πȟστσπȟτω

πȟρτχπ
πȟχ ρ

ȟ5

π π
π π

π π
π π

π π
ρ ρ

π π
ρ ρ

.  

 

Die Matrizen beschreiben den stochastischen Prozess bei einer Wurfdauer von 2, 3 und langfristig 
von 100 Würfen. 
 
e)  
 

n 1 2 3 4 5 10 

Öᴆ 5 ϽÖᴆ 
Zustandsverteilung 

nach n Würfen 

πȟσ
πȟχ
π
π

 

πȟσ
πȟςρ
πȟτω
π

 

πȟσ
πȟςρ
πȟρτχ
ȟ

 

πȟρωχρ
πȟςρ
πȟρτχ
ȟ

 

πȟρφφςσ
πȟρσχωχ
πȟρτχ
ȟ

 

πȟπυσ
πȟπτχ
πȟπτρ
πȟψυω

 

 
f)  
 
 
 
 
 

6

ở

ỞỞ
ờ

πȟσ
πȟχ

π
πȟσ

π  
π  
π
π
    π    π
     π   π

π
π
π
π

πȟχ
π
π
π

πȟσ
πȟχ
π
π

π   
πȟσ
πȟχ
π

  π  π  
π    π
πȟσ π
πȟχ ρỢ

ỡỡ
Ỡ

 

 

n 5 6 7 10 

Öᴆ 6 ϽÖᴆ 
Zustandsverteilung 

nach n Würfen 

ở

Ở
Ở
ờ

πȟππςτ
πȟπςψτ
πȟρσςσ
πȟσπψχ
πȟσφπρ
ȟ Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
Ở
ờ

πȟπππχ
πȟπρπς
πȟπυωφ
πȟρψυς
πȟσςτρ
ȟ Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
Ở
ờ

πȟπππς
πȟππσφ
πȟπςυπ
πȟπωχς
πȟςςφω
ȟ Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
Ở
ờ

πȟππππ
πȟπππρ
πȟππρτ
πȟππωπ
πȟπσφχ
ȟ Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

 

0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ υȢ7ÕÒÆ04ȟ4ȟ4ȟ4ȟ4 πȟχ ρφȟψρϷ 
0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ φȢ7ÕÒÆ0&ÅÒÔÉÇ ÎÁÃÈ φ 7İÒÆÅÎ0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ υȢ7ÕÒÆπȟτςπςπȟρφψρπȟςυςρ 
0&ÅÒÔÉÇ ÍÉÔ χȢ7ÕÒÆ0&ÅÒÔÉÇ ÎÁÃÈ χ 7İÒÆÅÎ0&ÅÒÔÉÇ ÎÁÃÈ φ 7İÒÆÅÎπȟςςφω 
 

0 1 2 3 
0,7 0,7 

0,7 

0,3 1 

0,3 0,3 

4 5 
0,7 0,7 

0,3 0,3 
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Aufgabe 8  
 

a) Es können fünf Zustände vorliegen. Dies entspricht der Anzahl der möglichen Wappen (0, 1, 2, 3, 
4). Von jedem Zustand gehen Pfeilwahrscheinlichkeiten ab, die addiert 1 ergeben. Je mehr Wappen 
oben liegen, desto geringer wird die Wahrscheinlichkeit, eine weitere Münze zum Wappen umzu-
drehen.  
 
b) individuelle Lösung  
 

c) Çᴆ 5 Ͻ 

ở

Ở
ờ

ρ
π
π
π
πỢ

ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
ờ

π
π
π
πȟσχυ
πȟφςυỢ

ỡ
Ỡ

 

 
d) Geht man von Zustand Z 1 aus, gewinnt man zu 37,5%, während man mit einer Wahrscheinlich-
keit von 62,5% verliert. 
 

e) Çᴆ 5 Ͻ 

ở

Ở
ờ

π
ρ
π
π
πỢ

ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
ờ

π
π
π
πȟυπ
πȟυπỢ

ỡ
Ỡ

 und Çᴆ 5 Ͻ 

ở

Ở
ờ

π
π
ρ
π
πỢ

ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
ờ

π
π
π
πȟφςυ
πȟσχυỢ

ỡ
Ỡ

 

 
f)  Um von Zustand Z 1 nach Z4 zu gelangen, gibt es nur eine Möglichkeit. Man gelangt zunächst mit 
einer Wahrscheinlichkeit von  zu Z2 und von dort mit der Wahrscheinlichkeit a 2 zu Z4. Daher gilt 

für die Wahrscheinlichkeit von Z 1 aus zu gewinnen  Ἡ Ἡ. Um von Zustand Z 2 aus zu gewinnen, 

gibt es zwei Möglichkeiten. Einerseits gelangt man mit einer Wahrscheinlichkeit von  zu Z1 und 

von dort mit einer Wahrscheinlichkeit von a 1 zu Z4. Andererseits gelangt man über Z3 zu Z4. Insge-
samt gilt also für die Wahrscheinlichkeit von Z 2 zu Z4 zu gelangen: Ἡ Ἡ Ἡ. Um von Z 3 nach 

Z4 zu gelangen, gibt es zwei Wege: direkt nach Z4 oder über Z2 nach Z4. Für die Wahrscheinlichkeit 
von Z 3 aus zu gewinnen, gilt: Ἡ Ἡ . 
 

g) Man kann das LGS umformen in: 

ρ π

ρ

π ρ

Ͻ

 Áρ
 Áς
 Áσ

π
π . Mit dem GTR folgt 

 Áρ
 Áς
 Áσ

πȟσχυ
πȟυπ
πȟφςυ

 

 

h) Die Absorptionswahrscheinlichkeiten sind die vierte Komponente in den stabilen Verteilungen 
von Aufgabenteilen c) und e).  
 
i)  
 

 
 
j)  
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k)  
 
 
 
 
 
 
 
 

l) Man kann das LGS umformen in: 

ρ π

ρ

π ρ

Ͻ

 Íρ
 Íς
 Íσ

ρ
ρ
ρ

. Mit dem GTR folgt 

 Íρ
 Íς
 Íσ

χ
ψ
χ

 

 

Abituraufgabe  
 
a) (1)  
 
 
 
 
 
 
 
 
(2) Ausgehend vom Zustand Z 2 (d. h., 2 Ziffern des Codes sind bereits bekannt) kann Anna beim 
nächsten Zuschauen keine neue Ziffer (sie verbleibt in Z2), eine neue Ziffer (Wechsel zu Z3) oder 
zwei neue Ziffern (Wechsel zu Z4) erfahren. Alle weiteren Übergänge sind unmöglich, d. h., sie tre-
ten mit einer Wahrscheinlichkeit von 0 ein. Daher stehen in der ersten, fünften und letzten Zeile 
der zweiten Spalte Nullen.  Berechnung der anderen Übergangswahrscheinlichkeiten in der zwei-
ten Spalte durch Betrachtung eines zweistufigen Baumdiagramms, ausgehend von bereits zwei be-
kannten Ziffern (B = bekannte Ziffer erscheint; " =  nicht bekannte Ziffer erscheint): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Es ergeben sich folgende Übergangswahrscheinlichkeiten: 
 
0:ᴼ: 0"ȟ"   

0:ᴼ: 0"ȟÎ" 0Î"ȟ"   

0:ᴼ:   0Î"ȟÎ"    

 

c) (1) Mit dem GTR erhält man Öᴆ 5 ϽÖᴆ  

ở

Ở
Ở
ờ

π

π
πỢ

ỡ
ỡ
Ỡ

.  

 

Ἄ 

 

B 

 

Ἄ B 

B Ἄ 
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Dieser Vektor beschreibt die Zustandsverteilung nach zweifachen Zuschauen. Er entspricht der 
zweiten Spalte von U. 
 

(2) Öᴆ 5 ϽÖᴆ  

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

π

Ợ

ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

. Daher beträgt die gesuchte Wahrscheinlichkeit συȟχρϷ. 

 

(3) Âᴆ 5 Ͻ

ở

ỞỞ
ờ

π
ρ
π
π
π
πỢ

ỡỡ
Ỡ

 

ở

Ở
Ở
Ở
ờ

π

Ợ

ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

. Daher beträgt die gesuchte Wahrscheinlichkeit ρφȟχρϷ. 

 
(4) 
 

n 5 10 15 16 

Öᴆ 5 ϽÖᴆ 

ở

Ở
Ở
Ở
Ở
ờ

π

Ợ

ỡ
ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
Ở
ờ

πȟπππ
πȟπππ
πȟπππ
πȟππςϷ
ρπȟπρϷ
ψωȟχυϷỢ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
Ở
ờ

πȟπππ
πȟπππ
πȟπππ
πȟπππ
ρȟσχϷ
ωψȟφσϷỢ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

ở

Ở
Ở
ờ

πȟπππ
πȟπππ
πȟπππ
πȟπππ
πȟπππ
ωωȟπωϷỢ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

 
Nach 16 Aufrufen kann sie zu 99% sicher sein, dass sie die Kombination kennt.  
 
c) (1) Wenn ein Diagonalelement in der k -ten Spalte und Zeile den Wert 1 besitzt, bedeutet dies, dass 
der Prozess mit Sicherheit (Wahrscheinlichkeit = 1) in diesem Zustand Zk verbleibt, wenn dieser 
einmal erreicht ist. 
 

(2) Çᴆ ! ϽÖᴆ
πȟρψφ
π
πȟψρτ

 und Çᴆ ! ϽÖᴆ
πȟυτσ
π
πȟτυχ

 zeigt, dass die stabile Verteilung von der 

Startverteilung abhängt.  
 

(3) Es gilt !
ρ πȟςψφπ
π π π
π πȟχρτρ

. Dann erhält man Çᴆ
ρ πȟςψφπ
π π π
π πȟχρτρ

Ͻ
Á
Â
Ã

Á πȟςψφÂ
π

πȟχρτÂÃ
 

 
(4) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf lange Sicht ist bei dem durch A beschriebenen Prozess 
abhängig von der Startverteilung, es ergibt sich keine eindeutige Grenzverteilung, sondern eine Ver-
teilung in Abhängigkeit von a, b und c. Damit kann es nicht für jeden stochastischen Prozess eine 
sich stabilisierende Wahrscheinlichkeitsverteilung geben, die unabhängig von der Startverteilung 
ist. 
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4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen  
 

Aufgabe 1  
 

a) 5
π τ
πȟςυπ

    

 
Graf:   
           
                                                           

b) Ðᴆ 5ϽÐᴆ
π τ
πȟςυπ

Ͻ
ςπ
ςπ

ψπ
υ

  und  Ðᴆ 5ϽÐᴆ
π τ
πȟςυπ

Ͻ
ψπ
υ

ςπ
ςπ

 

Alle zwei Jahr stellt sich die Ausgangspopulation ein. Daher muss der Stall für 85 Tiere ausgerichtet 
sein. 
 

c) Ðᴆ 5ϽÐᴆ
π Â
Á π

Ͻ
Ø
Ù

ÂÙ
ÁØ

  und  Ðᴆ 5ϽÐᴆ
π Â
Á π

Ͻ
ÂÙ
ÁØ

ÁÂØ
ÁÂÙ

ÁÂ
Ø
Ù 

Wenn ab = 1 ist, reproduziert sich der Bestand alle zwei Jahre. Gilt ab > 1 vermehrt sich der Be-
stand. Für ab < 1 stirbt der Bestand aus. 
 

d) 6
π τ
πȟςυπȟρ

.  

 
Neuer Graf ist:             
 

e) Nach einem Jahr überleben 25 % = 0,25, nach zwei Jahren 0,25Ö0,1, nach drei Jahren 0,25Ö0,12 und 

nach vier Jahren 0,25Ö0,13 = 0,00025 = 0,025 % der Kälber. 
 

f)  Ðᴆ 6ϽÐᴆ
π τ
πȟςυπȟρ

Ͻ
ςπ
ςπ

ψπ
χ

  und  Ðᴆ 5ϽÐᴆ
π τ
πȟςυπȟρ

Ͻ
ψπ
χ

ςψ
ςρ

 

Ðᴆ 6ϽÐᴆᵾ
π τ
πȟςυπȟρ

Ͻ
Ø
Ù

ςπ
ςπ
ᵾ
Ø
Ù

χψ
υ

 

 
g) Langfristig nimmt der Bestand zu, da die sich die Gesamtzahl alle zwei Jahre vergrößert. 
 

Aufgabe 2  
 

a) Ansatz 
π τ
πȟςυπ

Ͻ
Ø
Ù

Ø
Ù liefert die Bedingung x ð 4y = 0. Falls x + y = 200 gilt, folgt x = 160 

und y = 40. 
 

b) Ansatz: 
π τ
πȟςυπȟρ

Ͻ
Ø
Ù

Ø
Ù liefert das LGS mit (I) ð x + 4y = 0 und (II) 0,25x ð 0,9y = 0. Dieses 

LGS hat offenbar nur die im Sachzusammenhang unsinnige Lösung x = 0 und y = 0.  
 

c) Ðᴆ
π τ
πȟςυπȟρ

Ͻ
ςπ
ςπ

ς
ς

χψ
υ

 

 

d) Ansatz: 
π τ
πȟςυπȟρ

Ͻ
Ø
Ù

ς
ς

Ø
Ù ergibt das LGS mit (I) ð x + 4y = 2 und (II) 0,25x ð 0,9y = 2. 

Dieses LGS hat die eindeutige Lösung x = 98 und y = 25. Die stabile Verteilung des Prozesses be-

trägt Ðᴆ
ωψ
ςυ

. 

  

Kälber  Kühe 
4 

0,25 

0,1 
0,25 

Kühe 
Kälber  

4 
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Aufgabe 3  
 

 
                                                   
 
 

 
 
 
            
                                               
 

b) Ðᴆ 5ϽÐᴆ
σφπ
ςπ
φ
Ƞ Ðᴆ 5ϽÐᴆ

ρςπ
ωπ
τ
Ƞ Ðᴆ 5ϽÐᴆ

ψπ
σπ
ρψ

Ðᴆ   

 

Ἣ 5
π τ π
π π υ
πȟπυπ π

Ƞ5
ρ π π
π ρ π
π π ρ

Ȣ Es gilt: Ðᴆ 5 ϽÐᴆ und Ðᴆ 5 ϽÐᴆ Ðᴆ 

 

Aufgabe 4  
 

a) 5
π π Ö
Á π π
π Â π

  

 

Ἢ 5
π τ π
π π υ
πȟπυπ π

Ƞ5
ÁÂÖπ π
π ÁÂÖπ
π π ÁÂÖ

.  

 
Für a· b· v = 1 reproduziert sich die Ausgangspopulation, für a· b· v < 1 stirbt die Population lang-
fristig aus, für a· b· v > 1 wächst die Population unbegrenzt.  
 
 

c) 4
π ρ τ
πȟυ π π
π πȟςυπȟς

 

 
Jedes zweite Tier der ersten Altersstufe überlebt das erste Jahr, jedes vierte Tier der zweiten Alters-
stufe überlebt das zweite Jahr. In Altersstufe 3 überlebt jedes fünfte Tier ein weiteres Jahr. Jedes Tier 
der Altersstufe 2 bekommt  ein Junges, jedes Tier der Altersstufe 3 bekommt vier Junge. 
 

d) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier fünf Jahre überlebt, beträgt 0,5 Ö 0,25 Ö 0,23 = 0,1 %, d. h., 
nur jedes 1000. Jungtier überlebt mindestens fünf Jahre. 
 
 

  

K L 1 A2 
0,25 

5 
0,2 

20 

a) 5
π π ςπ
πȟςυ π π
π πȟς π
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4.5 Kontrollaufgaben  
 
Ohne GTR  
 

Aufgabe 1  
 

¶ A (3x3) B (1x3) C (3x1) 

! (3x3) 
σȟυ χȟυ ςȟφ
σȟψ ρρȟς ρȟρ
υ φ ςυȟχ

 nicht definiert  
χρ
ρρ
τωρ

 

" (1x3) ρρρ φψτωψȟυ nicht definiert  (10101) 

# (3x1) nicht definiert  
ρ ρπ ρππ
ρπ ρππρπππ
ρππρπππρππππ

 nicht definiert  

 
Die nicht definierten Produkte entstehen, da die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilenzahl 
der zweiten Matrix nicht übereinstimmt.  
 

Aufgabe 2  
 

a) 3ϽØᴆ
Á Â
ρ Á ρ Â

Ͻ
Ø
Ø

ÁϽØ ÂϽØ

ρ ÁϽØ ρ ÂϽØ
 

ÁϽØ ÂϽØ ρ ÁϽØ ρ ÂϽØ ÁϽØ ÂϽØ Ø ÁϽØ Ø ÂϽØ Ø Ø  
 

b) -
Á πȟυ
ρ Á πȟυ

Á πȟυ
ρ Á πȟυ

Ͻ
Á πȟυ
ρ Á πȟυ

Á πȟυÁπȟυ πȟυÁπȟςυ

Á πȟυÁπȟυ πȟυÁπȟχυ
ρ π
π ρ

 

ᵾ Á πȟυÁπȟυ ρ᷈ πȟυÁπȟςυ π᷈ Á πȟυÁπȟυ π᷈ πȟυÁπȟχυ ρ  
ᵾ Á πȟυÁπȟυ π᷈ Á πȟυ᷈ Á πȟυÁπȟυ π᷈ Á πȟυ  
Á πȟυ impliziert einen Widerspruch zur Annahme, dass 0 Ò a Ò 1. 
 

Aufgabe 3  
 

a) Theoretisch wªre es mºglich, dass der Spieler unendlich oft die ă0ò dreht und damit seinen Punk-
testand nicht verändert. Im Übergangsgraph ist dies an den Pfeilen zum selben Zustand erkennbar. 
 

 

 
 
 
 
 
b) Dreht der Spieler ă0 - 1 - 1ò oder ă1 - 0 - 1ò betrªgt die dazugehºrige Wahrscheinlichkeit jeweils 
ϽϽ . Endet das Spiel schon nach zwei Drehungen (der Spieler dreht ă1 - 1ò), liegt die Wahr-

scheinlichkeit hierfür bei Ͻ . Berücksichtigt man diese drei Ereignisse, beträgt die Wahrschein-

lichkeit für ein Spielende nach höchstens drei Drehungen . 

 

Alternative Lösung über Matrizenrechnung: 
πȟυ π π
πȟυ πȟυ π
π πȟυ ρ

Ͻ
ρ
π
π

πȟρςυ
πȟσχυ
ȟ

. 

 

1 
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Aufgabe 4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aufgabe 5  
 

a) 5
π πȟψ
πȟυ πȟφ

 

 
b) Die jährliche Überlebensrate der Jungvögel beträgt 50 %. 
Die jährliche Geburtenrate beträgt 80 %, d. h. Jeder Altvogel bekommt 0,8 Junge. 
Die jährliche Überlebensrate der Altvögel beträgt 60 %.  
 

c) 
π πȟψ
πȟυ πȟφ

Ͻ
ψπ
ρρπ

ψψ
ρπφ

; 
π πȟψ
πȟυ πȟφ

Ͻ
ὼ
ώ

ψπ
ρρπ

ᵼ
ὼ
ώ

ρππ
ρππ

 

 
d) Ð  πȟυϽπȟφϽπȟφ πȟρψ ρψ Ϸ  
 

e) 
π πȟψ
πȟυ πȟφ

Ͻ
ψπ
ώ

ψπ
ώ
ᵼπȟψώ ψπᵼώ ρππ; Es müssen zehn Altvögel getötet werden. 
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Mit GTR   

 

Aufgabe 6  
 

a) &
πȟχυ π π
πȟρππȟωππ
πȟρυπȟρπρ

 und &
πȟυππȟπρπȟπρ
πȟςππȟφππȟρς
πȟσππȟσωπȟψχ

. Es handelt sich in beiden Fällen um Aus-

tauschprozesse, da beide Matrizen quadratisch sind, nicht negative Einträge und Spaltensumme 1 
haben. 
 
b) klar  
 

c) &
πȟυφςυπ π
πȟρφυπȟψρπ
πȟςχςυπȟρωρ

 und &
πȟςυυπȟπρτωπȟπρτω
πȟςυφπȟτπψψπȟρχψτ
πȟτψωπȟυχφσπȟψπφχ

. Diese beiden Matrizen beschrei-

ben jeweils den Austauschprozess zwischen den Wirtschaftssektoren über einen Zeitraum von 20 
Jahren. 
 

d) Modell F 1: Ö ᴆ
πȟχυ π π
πȟρππȟωππ
πȟρυπȟρπρ

Ͻ
πȟπτ
πȟσπ
πȟφφ

πȟπσ
πȟςχτ
πȟφωφ

; Ö ᴆ &Ͻ
πȟπσ
πȟςχτ
πȟφωφ

πȟπςςυ
πȟςτωφ
πȟχςχω

 

Modell F 2: Ö ᴆ
πȟυππȟπρπȟπρ
πȟςππȟφππȟρς
πȟσππȟσωπȟψχ

Ͻ
πȟπτ
πȟσπ
πȟφφ

πȟπςωφ
πȟςφχς
πȟχπσς

; Ö ᴆ &Ͻ
πȟπςωφ
πȟςφχς
πȟχπσς

πȟπςτυπτ
πȟςυπφςτ
πȟχςτψχς

  

Für die ersten zehn Jahre scheinen beide Modelle die Realität gut abzubilden, für die zweite De-
kade weicht Modell 2 gerade für den Sektor I stärker vom tat sächlichen Wert ab als Modell 1.  
 

e) &  beschreibt den Austauschprozess der Sektoren unter Modell 1 über einen Zeitraum von 800 

Jahren. Langfristig sterben nach diesem Modell also die ersten beiden Sektoren aus. &  beschreibt 
die Entwicklung über eine n Zeitraum von 200 Jahren nach dem zweiten Modell. Hier werden lang-
fristig 75 % Beschäftigte im Sektor III, 23 % in Sektor II und 2 % in Sektor I arbeiten. Realistischer 
schein das zweite Modell zu sein, da alle Sektoren weiter bestehen bleiben. 
 

f)  
πȟυππȟπρπȟπρ
πȟςππȟφππȟρς
πȟσππȟσωπȟψχ

Ͻ
Ø
Ù
Ú

Ø
Ù
Ú
ᵾ

πȟυπ πȟπρ πȟπρ
πȟςπ πȟτπ πȟρς
πȟσπ πȟσω πȟρσ

Ͻ
Ø
Ù
Ú

π
π
π

. Mit der zusätzlichen 

Bedingung x + y + z = 1 erhält man mit dem TR (wähle zwei Gleichung des homogenen LGS sowie 

die Zusatzbedingung) die Lösungen x = πȟπς, y = πȟςσ und z = πȟχυ. Die stationäre 

Verteilung beschreibt eine Verteilung, die sich langfristig einstellt und sich unter dem Austausch-
prozess nicht mehr ändert. 
 

g) Ö ᴆ & ϽÖ ᴆ
ρ πȟρππ
π πȟυππ
π πȟτπρ

Ͻ
πȟπς
πȟςτ
πȟχτ

ρ πȟρυπ
π πȟςυπ
π πȟφπρ

Ͻ
πȟπς
πȟςτ
πȟχτ

πȟπυφ
πȟπφ
πȟψψτ

 

 

h) 
ρ πȟςππ
π π π
π πȟψπρ

Ͻ
Ø
Ù
Ú

Ø πȟςπÙ
π

πȟψπÙÚ
. Langfristig würde unter dem dritten Modell der Industriesek-

tor aussterben. 
 

i)  Ö ᴆ +ϽÖ ᴆ +Ͻ& ϽÖ ᴆ  
 

j)  Das Ergebnis würde beeinflusst werden, da K und &  nicht kommutativ (vertauschbar sind). 

Denn für Gleichheit müsste gelten: +Ͻ& ϽÖ ᴆ +Ͻ& Ͻ& ϽÖ ᴆ & Ͻ+Ͻ& ϽÖ ᴆ.  
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+Ͻ&
πȟφππ π
πȟτπρ πȟτπ
π π πȟφπ

Ͻ
ρ πȟρυπ
π πȟςυπ
π πȟφπρ

πȟφππȟπω π
πȟτππȟυυπȟτπ
π πȟσφπȟφπ

 

& Ͻ+
ρ πȟρυπ
π πȟςυπ
π πȟφπρ

Ͻ
πȟφππ π
πȟτπρ πȟτπ
π π πȟφπ

πȟφφπȟρυπȟπφ
πȟρππȟςυπȟρπ
πȟςτπȟφππȟψτ

  

 

Aufgabe 7  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

LGS für Absorption in Z 4: 
 
 
 
 
 

LGS für Absorption in Z 5: 
 

 
 
 
 
 
  

a b 
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Aufgabe 8  
 

a) "

χ π π
τ π π
ς ρ τ
π σ υ

 und "
σ ς
τ ρ
π ψ

 

 

b) Ansatz: # " Ͻ"

χ π π
τ π π
ς ρ τ
π σ υ

Ͻ
σ ς
τ ρ
π ψ

ςρρτ
ρς ψ
ρπ
ρςτσ

 

 
Bedeutung von 37: Für 1 ME Q benötigt man 37 ME C. 
 

c) Ansatz: Øᴆ #ϽÙᴆ ᵾ Øᴆ

ςρρτ
ρς ψ
ρπσχ
ρςτσ

Ͻ
σπ
υπ

ρσσπ
χφπ
ςρυπ
ςυρπ

 

 

Ansatz: + ËᴆϽ#ϽÙᴆ ËᴆϽØᴆᵾ πȟςυς ρφσϽ

ρσσπ
χφπ
ςρυπ
ςυρπ

τσχψςȟυπ '% 

 

d) Ansatz: 
σ ς
τ ρ
π ψ

Ͻ
Ð
Ñ φπ

ρφπ
ᵾ σÐ ςÑ ȟτÐ Ñ φπȟψÑ ρφπᵾ Ð ρπȟÑ ςπȢ 
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Lektion 5: Abstände und Winkel im Raum    

Lektion 5: Abstände und Winkel im Raum  

 

ἫἷἻ
Ἵᴆʐ Ἶᴆ

ἽϽἾ
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Lektion 5: Abstände und Winkel im Raum  
 

5.1 Noch fit? ð Länge eines Vektors, Einheitsvektor und Längenabtragen  
 

Die Länge eines Vektors Ἡᴆ

Ἡ
Ἡ
Ἡ

 ist: a = ȿἩᴆȿ Ἡ Ἡ Ἡ  

 

Beispiel:  Áᴆ
φ
ς
σ
ᵼÁ φ ς σ Ѝσφτ ω Ѝτω χ 

 

Will man nun den Vektor bestimmen, der die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor  Áᴆ 

hat und die Länge 1 besitzt, dividiert man Áᴆ durch seine Länge a und erhält den sogenannten 

Einheitsvektor in Richtung  Ἡᴆ:  Ἡᴆ
 Ἡᴆ

Ἡ Ἡ
Ͻ Ἡᴆ. 

 

Beispiel:  Áᴆ
φ
ς
σ
ᵼÁᴆ

 ᴆ
φ
ς
σ

  

 

Entfernung zweier Punkte A (a 1/a2/a3) und B (b 1/b2/b3) bzw. Länge einer Strecke !": 

!" ἋἌᴆ Ἢ Ἡ Ἢ Ἡ Ἢ Ἡ . 
 

Beispiel: A(-4/1/3) und B(0/ -2/3):   !"ᴆ "ᴆ !ᴆ
τ
σ
π
ᵼ!" Ѝρφω υ 

 

Streckenabtragen: Mit den Einheitsvektoren können wir Raum zum Beispiel Strecken bekannter 
Längen in vorgegebene Richtungen abtragen.  
 
Beispiel : Wir berechnen den Endpunkt Z einer Wanderung im Raum. Wir starten bei S (1/ -2/ -2), 
 

¶ gehen zuerst 27 Einheiten in Richtung Õᴆ
χ
τ
τ

 (Õ Ѝχ τ τ ω,  

¶ anschließend 15 Einheiten in Richtung Öᴆ
ρρ
ρπ
ς

 (Ö ρρ ρπ ς ςυ 

¶ und zuletzt 18 Einheiten in Richtung ×ᴆ
ρ
τ
ψ
 × ρ τ ψ ω. 

 

Es folgt für den Endpunkt Z:  
 

:ᴆ
ρ
ς
ς

ςχϽ
χ
τ
τ

ρυϽ
ρρ
ρππ
ς

ρψϽ
ρ
τ
ψ

ρσ
ψ
τ
ᵼ:ρσȾψȾτ 

 

Aufgabe 1: Länge eines Vektors  
 

Berechne die Länge von 
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Aufgabe 2: Umfang eines Dreiecks  
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

Aufgabe 3: Entfernung von Geradenpunkten  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Aufgabe 4: Achsenpunkte mit gleicher Entfernung von zwei Punkten  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Aufgabe 5: Rationale Länge  
 

Zeige, dass für rationales a der Vektor 

Á
Á ρ

ÁϽÁ ρ
 eine rationale Länge hat. 
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5.2 Normal - und Koordinatenform einer Ebene  
 

Aufgabe 1: Wann sind zwei Vektoren senkrecht zueinander?  
 
Nun interessiert uns eine Bedingung , an der man erkennen kann, ob zwei 

Vektoren orthogonal zueinanderstehen . Dafür betrachten wir ein rechtwink-
liges Dreieck (vgl. Abb. rechts). Schreibt man die dazugehörigen Vektoren in 
Koordinatenschreibweise, erhält man: 
 

 Áᴆ

Á
Á
Á
ȟ Âᴆ

Â
Â
Â
 ÕÎÄ Âᴆ Áᴆ

Â Á
Â Á
Â Á

. 

 
a) Begründe  die folgenden Umformungsschritte und notiere den Beweis mit Ansatz und Skizze 

in Deinem Heft.  
 

Der Satz des Pythagoras ist erfüllt  ᵾ ȿἩᴆȿ Ἢᴆ Ἢᴆ Ἡᴆ  
 

ᵾ Ἡ Ἡ Ἡ Ἢ Ἢ Ἢ Ἢ Ἡ Ἢ Ἡ Ἢ Ἡ  
 

Ferner gilt: Ἢᴆ Ἡᴆ Ἡ Ἡ Ἡ Ἢ Ἢ Ἢ ἩἪ ἩἪ ἩἪ  
 

Daher gilt: Der Satz des Pythagoras ist erfüllt  ᵾ ἩἪ ἩἪ ἩἪ . 

 

Satz und Definition:   
 

Zwei Vektoren Áᴆ und Âᴆ liegen orthogonal zueinander genau dann, wenn die folgende Bedingung 
erfüllt ist: ἩἪ ἩἪ ἩἪ . Das Produkt ÁÂ ÁÂ ÁÂ nennt man Skalarprodukt 

der Vektoren Ἡᴆ und Ἢᴆ und wird mit Ἡᴆʐ Ἢᴆ bezeichnet. 
 

Beispiel:  Áᴆ
ς
ρ
σ
ȟ Âᴆ

ς
π
ρ
ᵼÁᴆʐÂᴆ ςẗ ς ρẗπ σẗρ ρ πᵾ Áᴆ  ̂   Âᴆ 

 
b) Überprüfe , ob die folgenden Vektoren orthogonal sind:  

(1) Áᴆ
ς
υ
σ
Ƞ Âᴆ

ρ
ς
τ

  (2) Áᴆ
χ
φ
φ
Ƞ Âᴆ

φ
σ
ς

        (3) Áᴆ
ρχ
ρχ
ρχ

Ƞ Âᴆ
ςσ
ςσ
ςσ

 

(4) Áᴆ
ς
σ
Ƞ Âᴆ

σ
ς

  (5) Áᴆ
ςȟυ
ς
Ƞ Âᴆ

ρς
ω

        (6) Áᴆ ÁÂ
ÁÂ
Ƞ Âᴆ

Â
Á

 

 

c) Zeige, dass die folgenden Ortsvektoren !ᴆȟ"ᴆ ÕÎÄ #ᴆ einen Würfel aufspannen. [Hinweis: Ein Eck-
punkt des Würfels ist der Ursprung.]  

 

(1) !ᴆ
ρ
ς
ς
Ƞ "ᴆ

ς
ρ
ς
Ƞ #ᴆ

ς
ς
ρ

   (2) !ᴆ
ρπ
υ
ρπ
Ƞ "ᴆ

ρρ
ς
ρπ

Ƞ #ᴆ
ς
ρτ
υ

 

(3) !ᴆ
Á
Á ρ

ÁϽÁ ρ
Ƞ "ᴆ

Á ρ
ÁϽÁ ρ
Á

Ƞ #ᴆ
ÁϽÁ ρ
Á
Á ρ
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d) Untersuche , für welche Werte von u !ᴆ  ̂"ᴆ, !ᴆ  ̂#ᴆ  und "ᴆ  ̂#ᴆ ist. 
 

(1) !ᴆ
ρ
Õ
ςÕ
Ƞ "ᴆ

Õ
ρτ
Õ
Ƞ #ᴆ

ςÕ
τ
ρ

  (2) !ᴆ
Õ ρ
ς Õ
ρ
Ƞ "ᴆ

Õ
Õ ς
Õ τ

Ƞ #ᴆ
ς σÕ
Õ

ς ςÕ
 

 

Aufgabe 2: Normalvektor 52 
 
Lies den Informationstext und notiere  die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.  
 

Vor gut 200 Jahren ist das Wort ănormalò aus dem Lateinischen ¿bernommen worden. Es leitet sich 
ab von normalia = der Norm entsprechend, im rechten Winkel gemacht.  
 

Definition : Ein Vektor Îᴆ, der auf einem Vektor Áᴆ senkrecht steht, heißt Normalvektor  von Áᴆ. 

 

Wir wollen im Folgenden zwei Fragestellungen nachgehen:  
 

¶ Frage 1: Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?  

¶ Frage 2: Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?  
 

Frage 1: Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?  
 

Zum Beispiel hat der Vektor Áᴆ
ρ
ς
σ

 die Normalvektoren  Îᴆ
π
σ
ς

,  Îᴆ
σ
π
ρ

 oder Îᴆ
ς
ρ
π

, 

da ÁᴆʐÎᴆ ÁᴆʐÎᴆ ÁᴆʐÎᴆ π.  
 

Die Aufgabe ist nicht eindeutig zu lösen, da unendliche viele Vektoren  Îᴆ die Gleichung ÁᴆʐÎᴆ π 
lösen. Dies ist anschaulich klar, da es unendlich viele Vektoren gibt, die senkrecht auf einem vorge-
gebenen Vektor stehen (vgl. folgende Abbildung). Dabei können die unterschiedlichen Normalvek-
toren in Richtung und Länge variieren.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aber auch rechnerisch lässt sich dies einfach zeigen. Setzt man Îᴆ

Î
Î
Î

 und Áᴆ
ρ
ς
σ
ȟ so ergibt sich 

aus ÁᴆʐÎᴆ π die Gleichung  Î ςÎ σÎ π. Hier können nämlich zwei Parameter frei gewählt 
werden, was zu unendlichen vielen Lösungen führt. Diese beiden Freihei tsgrade entsprechen einer 
Variation der Normalvektoren in Richtung und Länge.  
 

  

                                                 
52 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)  
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Frage 2: Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?  
 

Sind die beiden vorgegebenen Vektoren Áᴆ und Âᴆ nicht kollinear, dann ist der Normalvektor bis auf 
einen Faktor eindeutig bestimmt (vgl. folgenden Abbildung).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Der Normalvektor  Îᴆ steht senkrecht auf den Vektoren Áᴆ und Âᴆ. Daher gilt: ἶᴆʐἩᴆ  und ἶᴆʐἪᴆ  
 

Setzt man ἶᴆ

ἶ
ἶ
ἶ
ȟἩᴆ , Ἢᴆ ȟ erhält man das 2x3-LGS mit ¤-vielen Lösungen: 

 
ἶ ἶ ἶ  und ἶ ἶ ἶ   
 

Dieses LGS entspricht der folgenden Koeffizientenmatrix:      . 
 

Mit dem Gaußverfahren lässt sich die Ausgangsform durch Addition der beiden Zeilen in die fol-
gende Stufenform überführen:  
 

      
 

Wählt man Ó Î beliebig aber fest, erhält man Î Ó und Î ςÎ σÎ Ó. Insgesamt lässt 

sich folgender Lösungsvektor ermitteln: ἶᴆ
Ἳ
Ἳ
Ἳ

Ἳ  

 

Aufgabe 3: Normalvektor zu einem Vektor bestimmen  

 
 
 
 
 
 

Aufgabe 4: Normalvektor zu zwei Vektoren bestimmen  
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Aufgabe 5: Normal - und Koordinatenform einer Ebene 53 
 
Lies den Informationstext und notiere  die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.  
 

Bisher haben wir eine Ebene unter anderem mithilfe eines Stützvektors und zweier nicht kollineare 
Richtungsvektoren dargestellt. Dies führte uns zur Parametergleichung einer Ebene.  
 

Problem 1: Ist es möglich, die Lage einer Ebene durch einen Punkt und genau einen Vektor fest-
zulegen? 
 

Die Beantwortung dieser Frage führt uns zum Normalvektor  ἶᴆ, der senkrecht zur Ebene E steht. In 
der folgenden Abbildung ist die Situation dargestellt.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Verbindet man einen beliebigen Ebenenpunkt X mit dem Aufpunkt A, steht der Normalvek-

tor Îᴆ senkrecht auf dem Vektor !8ᴆȢ Daher gilt:  
 

ἶᴆʐἋἦᴆ ἶᴆʐ ἦᴆ Ἃᴆ ἶᴆʐἦᴆ ἶᴆʐἋᴆ  

Setzt man ἶᴆ

ἶ
ἶ
ἶ

 und ἦᴆ
ὀ
ὀ
ὀ

 so ergibt sich: ἶὀ ἶὀ ἶὀ Ἤ  mit Ἤ ἶᴆʐἋᴆ 

 

Merkregel: Ist A der Aufpunkt und Îᴆ Normalvektor der Ebene. Dann wird festgelegt:  
 

Normalform von E:  Îᴆʐ8ᴆ Îᴆʐ !ᴆ π bzw. Îᴆʐ 8ᴆ !ᴆ π 

Koordinatenform von E:  ÎØ ÎØ ÎØ Ä π und Ä Îᴆʐ!ᴆ 
 

Beispiele:   

a) P(4/1/3) und Îᴆ
ς
ρ
υ

. Bestimme  die Normal - und Koordinatenform von E.  

 

Normalform: 
ς
ρ
υ

8ʐᴆ
ς
ρ
υ
ᶼ
τ
ρ
σ

π
ς
ρ
υ

8ʐᴆ ςς π 

Koordinatenform: 2x 1 ð x2 + 5x3 ð 22 = 0 
 

b) Untersuche , ob Q (1/0/4) und R (1/1/4) in E liegen und gib  weitere Punkte an, die in E liegen. 
 

Die Koordinaten von Q erfüllen die Koordinatenform, die von R nicht, 2 Ö1 ð 0 + 5Ö4 ð 22 = 0 

(für Q). Daher liegt Q in E, nicht aber R. Z. B. liegen (0/0/4,4), (0/ -22/0) und (11/0/0) in E.  

 

                                                 
53 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)  
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Problem 2: Wie kann man eine Normal - bzw. Koordinatenform einer Ebene bestimmen, wenn 
drei Punkte bzw. ein Punkt und zwei nichtkollineare Richtungen bzw. die Parameterform einer 
Ebene vorgegeben sind? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wir lernen nun ein allgemeines Standardverfahren kennen, den Normalvektor einer Ebene zu be-
rechnen, wenn z. B. drei Punkte vorgegeben sind. Anschließend lässt sich wie bei Problem 1 die 
Normal - und Koordinatenform bestimmen.  
 

Der Normalvektor  ἶᴆ steht senkrecht auf den Vektoren Ἡᴆ ἋἌᴆ und Ἢᴆ ἋἍᴆ. Daher gilt: 
 

ἶᴆʐἩᴆ  und ἶᴆʐἪᴆ  
 

Setzt man ἶᴆ

ἶ
ἶ
ἶ

 und Ἡᴆ ἋἌᴆ
Ἡ
Ἡ
Ἡ

, Ἢᴆ ἋἍᴆ
Ἢ
Ἢ
Ἢ

 erhält man: 

 
ἶ ϽἩ ἶ ϽἩ ἶ ϽἩ  und ἶ ϽἪ ἶ ϽἪ ἶ ϽἪ  
 

Die beiden Gleichungen lassen sich als 2x3-LGS mit den Unbekannten n1, n2 und n 3 auffassen. Man 
erhält die folgende Koeffizientenmatrix:  
 

Ἡ Ἡ Ἡ
Ἢ Ἢ Ἢ      

 

Mit dem Gaußverfahren lässt sich die Ausgangsform durch Multiplizieren der ersten Zeile  mit -b1 
und der zweiten Zeile mit a 1 und anschließenden Addieren in folgende Stufenform überführen:  
 
Ἡ Ἡ Ἡ

ἩϽἪ ἩϽἪ ἩϽἪ ἩϽἪ      

 

Da uns nur eine von Null verschiedene Lösung des LGS interessiert, nimmt man folgende Festle-
gung für n 3 vor: ἶ ἩϽἪ ἩϽἪ. Damit erhält man für die Unbekannten n 2 und n 1 offenbar 
(rechne es nach!): 
 

ἶ ἩϽἪ ἩϽἪ und ἶ ἩϽἪ ἩϽἪ. 
 

Definition:  Für die Vektoren Áᴆ

Á
Á
Á

 und Âᴆ
Â
Â
Â

 heißt  Ἡᴆ Ἢᴆ
ἩϽἪ ἩϽἪ
ἩϽἪ ἩϽἪ
ἩϽἪ ἩϽἪ

 (lies: ăa 

Kreuz bò) das Vektorprodukt  (oder Kreuzprodukt ) von Ἡᴆ und Ἢᴆ. 
 

Satz: Áᴆ Âᴆ ist orthogonal zu Áᴆ und Áᴆ Âᴆ ist orthogonal zu Âᴆ. Damit ist Áᴆ Âᴆ ein Normalvektor zur 

Ebene E mit den beiden nicht kollinearen Richtungsvektoren Áᴆ und Âᴆ. 

 

Die Koordinaten des Vektorprodukts Áᴆ Âᴆ sehen etwas kompliziert aus, lassen sich aber über eine 
einfache Eselsbrücke leicht berechnen. Man schreibt die ersten beiden Zeilen noch einmal unter das 
Produkt.  
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Mithilfe des GTR (vgl. Abbildung oben rechts) lässt sich das Vektorprodukts Áᴆ Âᴆ ebenfalls berech-

nen. Über OPTN, F2 (MAT/VCT), F6 (˅), F6 (˅), F3 (CrossP), F1 (VCT), EXIT, EXIT, F4 (MATH), 

F1 (MAT/VCT), F5 (3x1), Koordinaten eingeben und Komma ( ,) setzen, zweiten Vektor analog ein-

geben und (wer mag) Klammer zu setzen ()). 

 

Beispiele:  

a) A(1/0/ -8), Áᴆ
ρ
ς
σ

 und Âᴆ
τ
υ
φ

. Bestimme  Normal - und Koordinatenform von E.  

 

Áᴆ Âᴆ
σ
φ
σ

σϽ
ρ
ς
ρ
ᵼÎᴆ

ρ
ς
ρ

 ist ein Normalvektor von E.  

 

Normalform: 
ρ
ς
ρ

8ʐᴆ
ρ
ς
ρ
ᶼ
ρ
π
ψ

π
ρ
ς
ρ

8ʐᴆ χ π 

 
Koordinatenform: x ð 2y + z + 7 = 0 
 

 
b) A (1/0/1), B (1/1/0), C (0/1/1). Bestimme  Normal - und Koordinatenform von E.  
 

Áᴆ !"ᴆ "ᴆ !ᴆ
π
ρ
ρ

 und Âᴆ !#ᴆ #ᴆ !ᴆ
ρ
ρ
π

 und Áᴆ Âᴆ
ρ
ρ
ρ
ᵼÎᴆ

ρ
ρ
ρ

 

Normalform: 
ρ
ρ
ρ

8ʐᴆ
ρ
ρ
ρ
ᶼ
ρ
π
ρ

π
ρ
ρ
ρ

8ʐᴆ ς π 

 
Koordinatenform: x + y + z ð 2 = 0 

 

Übungsaufgaben  zur Koordinaten - und Normalform 54 
 

Aufgabe 6 (Normalform in Koordinatenform umwandeln)  
 

Gib  eine Koordinatenform an. 
 
 
 

                                                 
54 Aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumba cher, Barth (2000), S. 258-260. 






































































