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1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?

Was ist eine Matrix?

Matrizen sind Dir bereits bei den linearen Gleichungssystemen (LGS) begegnet. Dort konnten die
Koeffizienten des LGS als Matrix (Koeffizienten-Matrix) geschrieben werden. Mithilfe des Gauf3-
Verfahrens wurde anschliefiend der Losungsvektor bestimmt.

In diesem Kapitel lernst Du zunéchst, wie man mit Matrizen rechnen kann. AnschliefSfend werden
wir mit Hilfe von Matrizen Prozesse aus der Produktion (Materialverflechtung), der Stochastik
(Austauschprozesse bzw. stochastische Prozesse) und der Biologie (zyklische Prozesse) beschreiben.

826 834 848
Eine Matrix ist die tabellarische Anordnung von Zahlenwerten, z. B.: | 424 542 562 |.
232 344 286

Aber erst, wenn die Uberschriften der einzelnen Spalten (senkrecht) und Zeilen (waagerecht) er-
ganzt werden, ergibt sich der Sinn einer Matrix. So kann Onkel Klaus z. B. den Umsatz von drei
Gliicksspielen am Wochenende in der folgenden Matrix notieren:

Freitag | Samstag | Sonntag
Spiel 1 826 € 834 € 848 €
Spiel 2 424 € 542 € 562 €
Spiel 3 232€ 344 € 286 €

Ist die Bedeutung der Komponenten einer Matrix fest vereinbart, erspart das Schema einer Matrix
aufwendige Schreibarbeit. Matrizen bieten aber auch eine Rechenerleichterung. Will Klaus z. B. die
obigen Umsétze mit denen des letzten Wochenendes vergleichen, benutzt er eine Vergleichsmatrix,
deren Eintrdge aus den Differenzwerten der Gewinne beider Wochenenden bestehen. Man erhalt:

826 834 848 683 567 642 143 267 206
(424 542 562 |—|342 402 561) =182 140 1 |
232 344 1286 118 254 164 114 90 122

Auf diese Weise stellt er schnell fest, dass er dieses Wochenende erfolgreicher war, da nur positive
Zahlen als Differenzen auftreten. Allgemein ist die Anzahl der Spalten und Zeilen einer Matrix nicht
vorgeschrieben und man verallgemeinert:

Ein rechteckige Anordnung von Zahlen mit m Zeilen und n Spalten heifit Matrix vom Typ mxn
(lies: ,m-Kreuz-n”). Die Anordnung wird in zwei runde Klammern gefasst.

Spalte
1 i n
1 /311 @ . : . :
_ : ( Pooay ) Die Zahl a;; gibt den Eintrag (oder die Komponente)
Zeile i am1  * Amn der Matrix in der i-ten Zeile und j-ten Spalte an.
m
1 2 3

Beispiele: A = ( ) hat z. B. die Komponente a;, = 2. Gilt fiir eine 2x2-Matrix B fiir eine

1+2-1 1+2-2)_(3 5)'

2421 2+42-2/ 4 6

4 5 6
beliebige Komponente bj; = i + 2j, erhélt man B = (




Gegeben sind die Matrizen
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3 5 41 1
A=(—2 2 0 1>;B=| 3
1 4 10 5
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Aufgabe 1 (Matrizentypen unterscheiden)
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a) Bestimme den Typ jeder Matrix.
b) Gib folgende Komponenten an: az;, ass, bs, b2, c22, c3s.
Aufgabe 2 (Matrizen konstruieren)

Ermittle die mxn-Matrix A mit den angegebenen Bedingungen:

a) m=n=3a;=1ftri=junda; =0 firi=].
b) m=n=4a;=i—].

c) m=3;n=5a;=1-j

Wie rechnet man mit Matrizen?

Das Addieren und Subtrahieren von zwei mxn-Matrizen geschieht komponentenweise:

411 " An by; - by aj;p £ by ain £ bip
ik + bik = aijk + bix .
dm1 ** dmn bmi - bmn am1 * bm amn  bmn
Das Multiplizieren einer Matrix mit einer Zahl ¢ (Skalar-Multiplikation) geschieht durch Multi-
plikation der Zahl c mit jeder Komponente.

all oo aln Clall cen C-aln
C- : dik : = : C-ajk : .
Am1 " 4mn C*amg C*amn

Aufgabe 3 (Addieren von Matrizen und Skalar-Multiplikation)

3 -2 1 2 1 -1
Gegeben sind die Matrizen A = (0 1 2 ) ; B= (0 3 1 )
2 0 -1 1 -2 1

Berechne:

a) A+B b) A—B c) 3B d) —0JA e) 2A—3B
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Beim Multiplizieren zweier Matrizen entsteht eine neue Komponente in der Ergebnismatrix
dadurch, dass man spalten- und zeilenweise multipliziert und die Faktoren addiert. Multipliziert
man beispielsweise eine 3x2-Matrix mit einer 2x4-Matrix

463578
HHCER

entsteht als Produkt eine 3x4-Matrix. Ihre Komponente z. B. in der 2. Zeile und der 3. Spalte entsteht
aus der 2. Zeile der ersten Matrix und der 3. Spalte der zweiten Matrix durch eine Multiplikation
und Addition:3-7 +5-6 =51

24 44 64 38
Insgesamt entsteht in diesem Beispiel die neue Matrix: { 19 35 51 29
20 38 56 23

Ein Matrizenprodukt ist aber nur moglich, wenn die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilen-
zahl der zweiten Matrix tibereinstimmen (Verkniipfungsbedingung).

Das folgende Schema (Falk-Schema) hilft bei der Matrizenmultiplikation zweier Matrizen:

3 578
2 461
46244464 38
35|19355129
2720385623

Eine quadratische nxn-Matrix E,, deren Elemente in der Hauptdiagonale alle 1 und deren sonstige
Elemente alle Null sind, heifst Einheitsmatrix.

10 -« 00
0 1 0 0
Ep=|: & ~ i
0 0 1 0
0 0 0 1

Zwei quadratische nxn-Matrizen A und B heiflen invers zueinander, falls A * B=B * A = E,.
Man bezeichnet die zu A inverse Matrix mit A~1.

X

Aufgabe 4 (Matrizenmultiplikation)

Berechne die folgenden Matrizenprodukte und gib an, wie man vorab iiberpriifen kann, welche
Dimension die entstehende Matrix hat.
-3
1 -3 2
9o 2 5)° ( 0 )

1 -1 2 3
96 D) wexo)()
)(2 3) (_1) )zzL (1) (1) —12 1
-2 0 0 3 2 -3
d . al— .1 —4 2
(23 0)-(0) (2 o)

2 -3
1 —4 2
e) -(—2 0)
(_1 2 1) 5 1 5 1
1 0 -4\ /1 0 -4 3
8)(1 -1 2)-(1 -1 2) h)(4 7 —2)-(11)
3 0 -1/ \3 0 -1 —5



Aufgabe 5 (Getriankehindler)

Ein Getrdankehdndler beliefert die Kunden A, B und C mit vier Sorten Wein. Es wurden folgende
Mengen ausgeliefert:

¢ Kunde A: 10 Kartons der Sorte I; 5 Kartons der Sorte II; 3 Kartons der Sorte IV.

¢ Kunde B: 6 Kartons der Sorte I; 15 Kartons der Sorte II; 10 Kartons der Sorte I1I; 1 Karton der
Sorte IV.

¢ Kunde C: 20 Kartons der Sorte III; 10 Kartons der Sorte IV.

P1 30
Die Preise (in € pro Karton) sind durch den Preisvektor:p = II))IIIII = gg dargestellt.
Piv 90

Schreibe die Auslieferungen an die drei Kunden als Matrix und berechne die jeweils zu zahlenden
Betrage.

Wie nutzt man den GTR fiir die Matrizenrechnung?

An folgendem Beispiel so dargestellt werden, wie man den GTR einsetzen kann, um Operationen
mit Matrizen durchzufiihren:

(55)}G3579

2 7

In MENU 1 (Run-Matrix) hat man zwei Moglichkeiten Matrizenoperationen durchzufiihren. Zum
einen kann im Rechenmodus die Operation direkt eingegeben werden. Zum anderen besteht die
Moglichkeit die entsprechenden Matrizen zu speichern und anschliefSend mit ihnen zu rechnen.

Variante 1: Rechenmodus

1. Hier gelangt man tiber [F4 (MATH), [F1 (MAT/VCT) und [F3| (mxn) zu einer Maske, mit der man
die Dimension der ersten Matrix definieren kann. In unserem Fall geben wir fiir m = 3 (Zeilen-
zahl der ersten Matrix) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix) ein.

2. Nun erscheint nach Driicken der [EXH-Taste die Vorlage einer 3x2-Matrix, in die die Komponen-
ten eingetragen werden (iiber die Pfeiltasten gelangt man zur ndchsten Komponente).

3. Anschliefiend gibt man hinter der Matrix (dorthin gelangt man mit der Pfeiltaste) das Operati-
onszeichen [x ein und wiederholt den Vorgang 1 und 2 fiir die zweite 2x4-Matrix. Mit EXE er-
scheint das Ergebnis einer 3x4-Matrix.

B MatWRadorml [d7c)Real E MathRadNormd [dic]Resl
16 =Y 35 7 8
35 7 g {35‘x[
33"[2461 2 7/ 12 461

19 35 51 29
20 38 56 23

Ll
(2X213x3 | mxn ] 2x1]3x] [ (2%213x3 | nxn ] 2x]1]3x] [

[24 44 64 38]




Variante 2: Matrizenmodus

1. Hier gelangt man tiber [F3) (MAT/VCT) zu einer Liste von moglichen Matrizen. Mit [F3| (DIM)

kann man wie bei Variante 1 die Dimension der Matrix A festlegen. In unserem Fall geben wir
fiir m = 3 (Zeilenzahl der ersten Matrix A) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix A) ein.

2. Nun erscheint nach Driicken der [EXH-Taste die Vorlage einer 3x2-Matrix, in die die Komponen-
ten eingetragen werden. Dabei gelangt man tiber die [EXE-Taste zur nichsten Komponente.

3. Um die zweite Matrix einzugeben gelangt man tiber EXIT zundchst zum Matrizenmenu und
fuhrt dort den Vorgang 1 und 2 fiir die zweite Matrix B aus.

4. Uber EXIT gelangt man wieder zuriick in den Rechenmodus. Dort gelangt man SHIFT| und @
zum Symbol MAT. Nun gibt man tiber ALPHA den Buchstaben A ein, dann das Operationszei-
chen x sowie analog MAT B. Mit EXE erscheint das Ergebnis einer 3x4-Matrix.

B MHathRedNorn]) [dic)Redl

B RadFornd) (d7c)Real
Matrix

IR :None
Mat B :None
Mat C :None
Mat D :None
Mat E :None
Mat F :None
DELETEDEL-ALL] DIM ] CSV

MoV

Mat AxMat B

24 44 64 38
19 35 51 29
20 38 56 23

[]

JUMP JDELETE pMATVCT] MATH

|




2 Materialverflechtung!

In einem Unternehmen werden zwei Typen von Endprodukten E; und E: aus drei verschiedenen
Typen von Zwischenprodukten Z;, Z; und Z; gefertigt, die jeweils wiederum aus vier verschiedenen
Rohstoffen Ry, Ry, R3 und Ry hergestellt werden. Zur Herstellung eines Endprodukts E; werden z. B.
4 Teile Z,, 3 Teile Z; und 2 Teile Z3 gebraucht. Je Stiick Z; werden 2 Teile Ry, je Sttick Z, werden 5
Teile R, und je Stiick Z; 4 Teile R, gebraucht. Daher werden fiir die Produktion von Endprodukt E;
insgesamt2-4 +5-3 +4-2 =31 Teile Ry gebraucht. Folgende Abbildung verdeutlich die Ver-
flechtung der Rohstoffe, Zwischenprodukte und Endprodukte.

Aufgabe 1 (Einfithrungsaufgabe)

End-
verbrauch

Rohstoffe 1. Stufe: 2. Stufe:
Zwischenprodukte  Endprodukte

a) Berechne die tibrigen Bedarfswerte Ri, Ry, R3 und Ry fiir E; bzw. E».
b) Gib die Prozessmatrix A der Herstellung der Zwischenprodukte aus den Rohstoffen an.
c) Bestimme die Ubergangsmatrix B beim Prozess der Zwischen- zu den Endprodukten.

d) Ermittle mit Hilfe der Ergebnisse von Aufgabenteil a) die Prozessmatrix C beim Ubergang von
den Rohstoffen zu den Endprodukten.

e) Untersuche den rechnerischen Zusammenhang der Matrizen A, B und C.

f) Die Produktionsplanung (der Output) lautet 100 E; und 50 E.

Bestimme den Gesamtbedarf an Ry, Ry, Rs und Ry (also den Input).

g) Ein Teil R; kostet 10 €, ein Teil R» 20 €, ein Teil Rs 30 € und ein Teil R4 40 €.

Bestimme die Gesamtkosten der obigen Produktion.

h) Betrachte die folgende Ubersicht und iibertrage die Ubersicht zur Materialverflechtung mit-
hilfe der Vorlage in Dein Heft.

— Vorlage Materialverflechtung

1 Fakultativ im LK Mathematik



Materialverflechtung

8
Materialverflechtung: Bedarf der R; fiir Endprodukt Ei1: | Bedarf der R; fiir Endprodukt E»: | Matrizendarstellung:
71 7> Z E1 E
c;p=3"4+2-3+5-2 Ci=3-6+2:-5+5-7 &»5 ; ; J ;
Ri\1 8 4]\ 7 Z2
Cpy=2-4+5-3+4:2 | C2=26+5:5+4-7 Ri N4 6 0 =
- =31 =65 B E
verbrauch
Ri /28 63 C C
Ci;=1-4+8-3+4-2 | C3=1-6+8-5+4-7 ]g:j ox Ci éz
=36 =74 “Ri{36 74| |G ca
Ri\34 54 C41  Ca2
(&) Csq1 =4-44+6-34+0-2 Cip=4-6+6-5+0-7 R=C-§
= 34 = 54
Rohstoffe 1. S'tufe: 2. Stufe: 28 63 5950
Zwischenprodukte  Endprodukte _ 31 65 . (100) _ 6350
136 74 50/ |\ 7300
. : N T 34 54 6100
Die Bedarfsmatrix C des Gesamtprozesses erhilt man durch Multiplikation der Bedarfs-
matrizen A (Stufe 1) und B (Stufe 2) der Einzelprozesse: C = A - B. KT =3T-C

Ist ¥ der Vektor der Ausgangswerte (Output-Vektor), dann ist X = C - ¥ mit der Matrix
C = A - B der Vektor der Eingangswerte (Input-Vektor).

Ist pTder transponierte Preisvektor der Rohstoffe, dann gilt fiir den transponierten Kos-
tenvektor der Endprodukte kT = BT - C und fiir die Gesamtkosten gilt K = pT- X = kT - .

kKT =(10 20 30 40)-C
= (3340 6310)

K=KT-y

100)

K = (3340 6310)-(50

K = 649500




Aufgabe 2

Zur Produktion der beiden Giiter werden drei Einzelteile R, S und T benétigt. Der Verbrauch an
Einzelteilen je Mengeneinheit der beiden Giiter ergibt sich aus der folgenden Tabelle:

X|1Y
R|1 4]0
S| 2|5
T|] 1] 3

Fiir die ersten drei Monate existiert folgender Absatzplan:

Jan | Feb | Mirz
X 5 9 4
Y 3 7 11

a) Zeichne den Verflechtungsgrafen und bestimme fiir jeden Monat den Bedarf an Einzelteilen R,
SundT.

Die drei Einzelteile werden nicht selbst produziert, sondern eingekauft. Der Preis fiir ein Teil betragt
beiR5€,beiS2€und bei T 4 €.

b) Untersuche, in welchem Monat fiir den Zukauf dieser Teile am meisten Geld ausgegeben wer-
den muss.

Aufgabe 3

Die folgenden Tabellen beschreiben die Zusammenhinge in einem 2-stufigen Produktionsprozess:

Zi 2o Zs Ei E» BE; Ei E E;
R: a b C Z1 2 2 1 R: | 25 | 10 | 11
Ry 8 1 3 7> 5 0 2 R, | 30 | 37 | 19
Rs 2 5 2 Z3 3 7 3 R; | 35 | 18 | 18

Zur Herstellung der Zwischenprodukte Zi, Z» bzw. Zs werden a, b bzw. c Mengeneinheiten von R
benétigt.

Zeichne den Verflechtungsgrafen und bestimme a, b und c. Uberpriife am Ende mit dem GTR.

Aufgabe 4

In einer Diingermittelfabrik werden aus drei Grundstoffen Gi, G2 und Gs zunéchst zwei Zwischen-
produkte Z; und Z; hergestellt. Daraus werden zwei Diingersorten D; und D> gemischt, die anschlie-
flend in den Verkauf kommen. In den folgenden Tabellen wird der Tonnenbedarf angegeben, der
zur Herstellung einer Tonne eines Zwischenprodukts bzw. eines Diingemittels gebraucht wird.

Zl Zz Dl DZ
G1 0,3 0,3 Z1 0,3 a
G, (03 0,5 7> 0,7 b
Gs |04 0,2
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Gib die Bedarfsmatrizen Az und Azp der beiden Produktionsstufen an und zeichne den Ver-
flechtungsgrafen.

Fiir die Produktion von 3 t D1 und 4 t D> werden 3,3 t Z; und 3,7 t Z» benétigt.

Ermittle die Parameter a und b in der Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix. [Kontrollergeb-
nis: a=0,6 und b =0,4]

Berechne die Bedarfsmatrix Acp des Gesamtprozesses und bestimme, wie viel Tonnen der
Grundstoffe fiir 3 t D; und 4 t D, gebraucht werden.

Eine Tonne G; kostet 100 €, eine Tonne G; kostet 150 € und eine Tonne Gs 200 €. Berechne die
Kosten fiir 1 t D; und 1 t D,. Ermittle die Gesamtkosten fiir 3 t D; und 4 t D..

Die Kosten fiir die Grundstoffe G; und G; @ndern sich. 1 t Gs kostet weiterhin 200 €. Die Kosten
fur 1t D; und 1 t D, betragen jeweils 152 €.

Bestimme die Preise fiir 1 t Tonne G; und 1 t G..

m Lager sind noch 45 t G; und 55 t G.. Begriinde, dass es moglich ist, die Grundstoffe G; und
G2 durch Herstellung von Zwischenprodukten restlos aufzubrauchen.

Ermittle, wie viele Tonnen der einzelnen Zwischenprodukte mit diesen Lagerbestanden pro-
duziert werden konnen. Bestimme zusitzlich, wie viele Tonnen des Grundstoffes G; fiir diese
Produktion benotigt werden.
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3 Stochastische Prozesse

Aufgabe 1 (Diffusion)

Unter einer Diffusion versteht man in der Physik einen Vorgang, bei dem ein Stoff aufgrund mole-
kularer Bewegung in einen anderen eindringt oder ihn ganz durchdringt. Wir betrachten als Beispiel
fur einen solchen Vorgang das folgende vereinfachte Modell einer Diffusion (vgl. Abbildung unten).
Ein mit 12000 Teilchen gefillter Kasten ist durch eine durchldssige Wand in zwei Hilften A und B
geteilt. Die Verteilung der Teilchen auf die beiden Halften &ndert sich jeweils nach Ablauf einer
festen Zeiteinheit: 10 % der sich in A befindlichen Teilchen gelangen nach B (die restlichen 90 %
bleiben in A) und 20 % der sich in B befindlichen Teilchen gelangen nach A (die restlichen 80 %
bleiben in B). Am Anfang sind 3000 Teilchen in A und 9000 Teilchen in B. Es soll untersucht werden,
wie sich die Verteilung der 12000 Teilchen auf die beiden Halften entwickelt.

0,8

Yak

a) Berechne die Verteilung der Teilchen auf die beiden Hilften nach einer Zeiteinheit sowie nach
zwei und nach drei Zeiteinheiten.

b) Gib eine Matrix U an, die den Austauschprozess der beiden Teilchen A und B beschreibt.

Definition: Wir driicken die Verteilung der beiden Teilchen auf die beiden Hilften durch einen
sogenannten Zustandsvektor Vv = (;) aus, wobei x die Anzahl der Teilchen in A und y die Anzahl

der Teilchen in B bedeuten. Es ergibt sich daher fiir den Anfangszustand die sogenannte Start-
3000

900 O)' Vektoren werden hier formal als 2x1-Matri-

verteilung (Anfangszustandsvektor) v, = (

zen aufgefasst.

c) Untersuche, wie sich die Zustandsvektoren v;, v, und vz mithilfe der Matrix U berechnen lassen.

d) Gib einen Term fiir den Zustandsvektor v, nach vier Zeiteinheiten an, der nur von der Startver-
teilung vy und der Ubergangsmatrix U abhingt. Untersuche, wie sich der Zustandsvektor vy
nur aus der Startverteilung v, und der Ubergangsmatrix U berechnen lasst. Gib einen Term fiir
den Zustandsvektor v,; nach n Zeiteinheiten an, der nur von der Startverteilung v, und der Uber-
gangsmatrix U abhéangt.

Definition: Die Folge der Zustandsverteilungen, die zu dem obigen Prozessdiagramm gehoren,
wird auch als stochastischer Prozess bezeichnet. Die dazugehorige Matrix U heift stochastische
Matrix. Sie ist quadratisch, enthilt keine negativen Eintrdge und hat in jeder Spalte die Koeffi-
zientensumme 1.

e) Berechne mithilfe des GIR die Zustandsvektoren fiir die ersten zehn Zeiteinheiten und stelle
die dazugehorigen Punkte in einem x-y-Koordinatensystem dar. Zur Erinnerung: Du kannst Du
den GTR auf zwei Weisen nutzen:
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(1) Direkt mit Matrizen rechnen: Gib im MENU 1 iiber MATH| und MATH/VCT| und die Di-
mension der Matrizen die entsprechenden Matrizen ein und verwende die Operationen wie
beim Rechnen mit reellen Zahlen.

(2) Vorab Matrizen definieren: Definiere in MENU 1 tiber MATH/VCT] die beiden Matrizen U
und den Anfangszustandsvektor. Uber SHIFT| und [2 kann das Matrizensymbol erzeugt wer-
den, durch |ALPHA| der entsprechende Buchstabe der Matrix.

Definition: Ein Zustand heif3t stabil, wenn es einen Zustandsvektor V gibt, der sich im stochasti-
schen Prozess mit der Matrix U nicht mehr dndert. Es gilt also: U - V = V. Der dazugehorige Vektor

V= (?) heifit stabile Verteilung (Gleichgewichtsverteilung, stationdre Verteilung, Fixvektor).

f) Zeige, dassV = (8000

400 0) eine stabile Verteilung des obigen Diffusionsprozesses ist.

Wir wollen nun tiberlegen, wie man diese stabile Verteilung hitte berechnen kénnen, ohne vorher
den Verlauf der Zustandsvektoren betrachten zu miissen. Verwende dafiir den Ansatz:

=72 (01 08) ()= )

g) Stelle die obige Gleichung als lineares 2x2-Gleichungssystem mit den Unbekannten x und y dar.

<!

U-

h) Lose das LGS und bestimme dann die stabile Verteilung. [Tipp: Das LGS hat unendliche viele
Losungen (warum?). Betrachte nun die Losung, fiir die x + y = 12000 gilt (warum?).]

i) Untersuche, ob sich die stabile Verteilung verdndert, wenn zu Beginn alle Teilchen in der Halfte
B sind. [Hinweis: Hier muss nicht erneut gerechnet werden.]

Merksatz: Fiir einen stochastischen Prozess mit der Prozessmatrix U und der Startverteilung v,
berechnet sich iiber das Produkt: v;; = U™ - vy die Verteilung (Zustandsverteilung) nach n Zu-
stinden.

¥

Aufgabe 2 (Bevolkerungsentwicklung)?
Gegeben ist folgendes Prozessdiagramm eines stochastischen Prozesses:

@@T@T@D

a) Vervollstindige das Prozessdiagramm und gib die Ubergangsmatrix an.

b) Anfangs befindet sich das System mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einem der drei Zusténde.

Berechne die Zustandsverteilung nach einem bzw. nach zwei Schritten.

¢) Das Prozessdiagramm soll die Einwohnerzahlen von drei Stadten beschreiben, die sich durch
Umziige standig andern.

Gib zwei Aspekte der Realitdt an, die durch dieses Modell nicht abgebildet werden.

2 Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 374
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Eine Population von Insekten enthélt Tiere mit zwei verschiedenen Merkmalen A und B (z. B. Farbe).
Beobachtungen tiber einen lingeren Zeitraum zeigen, dass Insekten mit Merkmal A zu 70% Nach-
kommen mit Merkmal A und zu 30% solche mit Merkmal B haben. Insekten mit Merkmal B haben
zu 80% wieder Nachkommen mit diesem Merkmal, zu 20% solche mit Merkmal A. Die Vermeh-
rungsrate wird durch die Merkmale nicht beeinflusst.

Aufgabe 3 (Vererbung von Merkmalen)

a) Zeichne den Ubergangsgrafen, gib die stochastische Matrix U an und begriinde, dass es sich um
einen stochastischen Prozess handelt.

b) Zu Beginn der Beobachtungen haben 50 % der Tiere Merkmal A und 50 % Merkmal B.

Gib den Anlaufvektor des Prozesses v, an, und berechne die Zustandsvektoren nach einer Ge-
neration, nach zwei und nach drei Generationen.

c) Gib jeweils einen Term fiir den Zustandsvektor v;oy nach 100 Generationen an, der einerseits
von der Prozessmatrix U und dem Anlaufvektor v, sowie andererseits von der Prozessmatrix
U und dem Zustandsvektor Vgg nach 99 Generationen abhéngt.

d) Zeige, dass der Austauschprozess bei einer Verteilung von ,,40 % der Insekten haben Merkmal
A" und ,60 % der Insekten haben Merkmal B stabil bleibt.

e) Untersuche, wie viele Insekten langfristig Merkmal A bzw. Merkmal B besitzen, wenn auch die
Gesamtzahl der Insekten mit 10 Millionen Insekten langfristig konstant bleibt.

0,6 0,3).

f) Durch Umwelteinfliisse dndert sich die Prozessmatrix in V = ( 04 07

Berechne die stabile Verteilung des neuen Prozesses.

g) Berechne mithilfe des GTR die Entwicklung der Matrizen V" fiir ein immer grofler werdendes
n und beschreibe Deine Beobachtungen. Gib die Bedeutung von V" im Sachzusammenhang an.

Definition: Man definiert bei einem stochastischen Prozess die Matrix G := lim V" als die Grenz-

n—oo

matrix der Matrizenfolge V" fiir ein immer grofier werdendes n.

Satz: Wenn sich die Potenzen der Uberganzmatrix V™ bei einem stochastischen Prozess fiir n — oo
der Grenzmatrix G nihert, dann kann man zu jeder Startverteilung v, durchg = G- v, die stabile
Verteilung g berechnen.

Ein Autovermieter hat eine Niederlassung in drei Stadten A, B und C. Die gemieteten PKW kénnen
ohne Aufpreis am Ende des Tages an einer der drei Niederlassungen zuriickgegeben werden -
gleichgiiltig an welcher Stelle das Mietfahrzeug tibernommen wurde. Durch Beobachtung stellt der
Geschiftsfiihrer folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Fahrzeuge zwischen den drei Nieder-
lassungen fest:

Aufgabe 4 (Autovermietung)

e 80 % der Fahrzeuge, die am Morgen in Niederlassung A stehen, stehen am néchsten Mor-
gen wieder in A, je 10 % sind von A nach B bzw. C gewechselt.
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¢ Nach Niederlassung B kehren 60 % der ausgeliehenen Fahrzeuge zurtick; je 20 % wechseln
nach A bzw. C.

¢ Von Niederlassung C aus wechseln erfahrungsmaifig 20 % nach Niederlassung A und 10 %
nach B, 70 % kehren wieder zuriick.

a) Zeichne ein Ubergangsdiagramm (Prozessdiagramm)!
b) Bestimme die Ubergangsmatrix A des Systems und zeige, dass A ein Austauschprozess ist.

An einem Tag stehen morgens 30 % der Fahrzeuge in A, 50 % in Bund 20 % in C, d.h., der sogenannte

0,3
Anlaufvektor ist: X, = <0,5>
0,2

c) Berechne die Anteile an der Gesamtzahl aller Fahrzeuge an den drei Standorten am Abend des
ersten und zweiten Tages.

d) Ermittle die Verteilung der Fahrzeuge auf die drei Standorte am Morgen des Vortages.

e) Gib einen Term fiir die Verteilung der Mietfahrzeuge am Abend des 10. Tages an.

f) Berechne die stationdre Verteilung des Prozesses zum einen mit Hilfe des Ansatzes A-X =X,
und zum anderen unter Ausnutzung der Grenzmatrix G.

g) Bestimme die stationdre Verteilung, falls der Autovermieter genau 120 Autos im Umlauf hat.

Aufgrund eines steuerlichen Vorteils an Standort A soll das Grundsttiick dort erweitert werden. Da-
her kehren am Abend 5 % mehr Autos zu Standort A zuriick. Das Wechselverhalten an den beiden
anderen Standorten und die Gesamtzahl an Autos bleiben unverdndert.

h) Erklire, dass sich das Wechselverhalten durch die folgende Matrix

0,85 0,2 0,2
B = <0,15 -q 0,6 0,1) mit 0 < q < 0,15 beschreiben ldsst.
q 02 07

i) Ermittle einen Wert fiir q fiir den Fall, dass an einem bestimmten Morgen jeweils 40 Autos an
jedem Standort stehen und am gleichen Abend an Standort C wieder 40 Autos stehen. Berechne
ebenso die Autos, die am gleichen Abend an den Standorten A und B stehen.

j) Untersuche, welche maximale Anzahl von Autos bei einer morgendlichen Gleichverteilung von
40 Autos abends am Standort C stehen konnen. Bestimme ebenso die abendliche Autoanzahl an
den beiden anderen Standorten.

Bei einem Computerspiel gibt es drei Zustdnde, die Level 1, Level 2 und Level 3. Ein Spieler beginnt
auf Level 1 und bewiltigt die Uberginge von Level 1 nach Level 2 mit einer Wahrscheinlichkeit von
80 % und von 2 nach 3 mit einer Wahrscheinlichkeit von 60 %. Er spielt so lange, bis er Level 3
erreicht hat. Die Situation kann durch ein ,unendliches” Baumdiagramm oder ein Prozessdiagramm
mit drei Zustdnden beschrieben werden:

Aufgabe 5 (Level bei einem Computerspiel)3

3 Modifiziert nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 352
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Baumdiagramm Prozessdiagramm

; o O
T a0

0,2

a) Begriinde, warum der Spieler theoretisch unendlich lange spielen konnte.
b) Gib die Prozessmatrix U an und begriinde, dass es sich beim dargestellten Prozess um einen
stochastischen Prozess (Austauschprozess) handelt. Beschreibe, wie sich ein stochastischer Pro-

zess am Prozessdiagramm ablesen l&sst.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler nach zwei, drei bzw. zehn Spielen Level 3
[Level 2; Level 1] erreicht.

d) Gib den Zustandsvektor nach n Spielen an (n > 1).
e) Bestimme die Zustandsverteilungen nach einem, zwei, drei, fiinf und zehn Spielen.

f) Ermittle die stabile Verteilung des Prozesses.

Definitionen:

e Ein Zustand eines stochastischen Prozesses heifst absorbierend, wenn es sich um einen End-
zustand handelt, an dem ein Ringpfeil mit der Wahrscheinlichkeit 1 befindet. Alle anderen
Zustidnde heifSen innere Zustinde.

¢ Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen ein Spieler sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem
der moglichen drei Zustdnde befindet heifst Zustandsverteilung.

%

Aufgabe 6 (010 oder 101 gesucht)*

Ein Chip mit den Seiten 0 und 1 wird so lange geworfen, bis entweder
das Muster 010 oder 101 aufgetreten ist.

a) Vervollstindige das rechts dargestellte Prozessdiagramm mit 7 Zu-
standen.

b) Gib eine Ubergangsmatrix an. :0

c) Notiere die Startverteilung und berechne die ersten zwei Zustands-
verteilungen.

N

- Ji-| N

o |+—| - |[—™

5 E c:j‘\
N R N/
o | — | |—f™

(=] o =

—

4 Modifiziert nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 374
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Ein Basketballtrainer verlangt von seinen Jugendspielern am Ende des Trainings, dass sie drei Frei-
wiirfe hintereinander treffen. Die Spieler haben eine durchschnittliche Trefferquote von 70 %. Die
Zustande z; beschreiben die Zahl der Treffer, die ein Spieler hintereinander erzielt hat (i=0, 1, 2, 3).

Aufgabe 7 (Freiwurfserie und Freiwurftrefferzahl)

a) Stelle die Situation mit einem Ubergangsgrafen und einem Baumdiagramm dar.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler mit dem dritten, vierten bzw. fiinften Versuch
drei Treffer in Folge getroffen hat [nach 3, 4 bzw. 5 Treffern drei Treffer in Folge getroffen hat.].

c) Gib die Prozessmatrix U an, die den stochastischen Prozess von null Treffern (Zustand zo) bis
hin zu drei Treffern (Zustand zs) beschreibt.

d) Berechne U?,U3 und U Interpretiere diese Matrizen jeweils im Sachkontext.

1

0
0

0
Vergleiche mit den Ergebnissen aus b).

e) Bestimmev, = U"-Vmitv = fuirn=1,2,3,4,5,10. Gib die Bedeutung im Sachkontext an.

Der Trainer verlangt beim ndchsten Training 5 Treffer, die allerdings nicht in Folge erzielt werden
miissen. Die Zustdnde z; beschreiben nun die Zahl der Treffer, die ein Spieler insgesamt erzielt hat
(i=0,1,2, 3,4,5). Die Trefferquote ist weiterhin 70 %.

f) Stelle die Situation mit einem Ubergangsgrafen und einer Prozessmatrix dar, und berechne die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein Spieler nach 5 [6, 7, 10] Versuchen 5 Treffer erzielt hat. Bestimme
die Wahrscheinlichkeit mit dem 5., 6. bzw. 7. Treffer fertig zu sein.

Auf einem Tisch liegen vier Miinzen, von denen anfangs eine , Wappen” und drei ,Zahl” zeigen.
Bei jedem Spielzug wird eine Miinze zuféllig gewdhlt und gewendet. Das Spiel endet, wenn vier
Mal ,Wappen” oben liegt (gewonnen!) oder vier Mal ,,Zahl” erscheint (verloren!).

Aufgabe 8 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit)>

a) Begriinde, dass der Prozess durch das folgende Diagramm und die dazugehorige Ubergangs-
matrix beschrieben werden kann.

Prozessdiagramm Ubergangsmatrix
1 (B ——>@W~  von 2,2, 22,25 | nach
/; 4  Gewinn

T 1

: 03000 2
\i a Verlust(D % 0 % Z,
- 4
2 H(@wW)——(Z W) u=l0 1o Z,

1
oYW Yoo Y 004 Z

5 Aufgabenidee nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 371-372, fakultativ im LK
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b) Schitze Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten sowie die mittlere Anzahl von Ziigen bis
zum Spielende.
[0
0

c) Bestitige, dass g; = | 0 | eine stationire Verteilung ist, wenn man von einem Anfangszu-
0,375

0,625
stand Z; ausgeht.

d) Interpretiere die Wahrscheinlichkeiten in g;.

e) Bestimme die stationdren Verteilungen g, bzw. gz, wenn man von Anfangszustinden Z, bzw.
Z5 ausgeht. [Tipp: Verwende die Grenzmatrix.]

Bei dem beschriebenen Beispiel kann man exakt berechnen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist zu
gewinnen. In der folgenden Figur sind die Wahrscheinlichkeiten, von den Zustdnden Zi, Z, bzw. Z;
sirgendwann” zu gewinnen, mit ai, a; bzw. as bezeichnet. Allgemein werden diese Wahrscheinlich-
keiten mit Absorptionswahrscheinlichkeiten bezeichnet.

__1_
1 M—-— Z,: 4W
3 Gewmn

22:2W _ 2
l Verlust

m—- G

Man kann diese Wahrscheinlichkeiten als Losung des folgenden LGS berechnen:

3
I dq = Zaz
1 1
M a,=1 e
d» 231 \ +Za3 )
I11 = ~ —
ds3 432 +4

f) Begriinde die Giiltigkeit der drei Gleichungen.
g) Bestimme die Losungsmenge des LGS.

h) Gib an, wo du die Absorptionswahrscheinlichkeiten a1, a> bzw. a3 in den stationédren Verteilun-
gen g;, g, bzw. g5 wiederfindest.

i) Stelle ein LGS auf, mit dem man die Wahrscheinlichkeiten zu verlieren berechnen kann.

Es interessiert neben den Absorptionswahrscheinlichkeiten auch die mittlere Zahl von Spielziigen
bis zum Spielende. Allgemein: bis man einen absorbierenden Zustand erreicht. Fiir einen inneren
Zustand Zx nennt man diese Zahl die mittlere Wartezeit. Sie wird mit my bezeichnet. Zur Berech-
nung der mittleren Wartezeiten mi, m; und ms beim obigen Miinzenspiel kann man folgendes LGS
aufstellen:

I =1 14+2-(1+my)
Il m2=% (1+my) +5- (1+my)
Img=>-(1+m;)+;-1
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Umgeformt ergibt sich:
3
I mq = 1 + Y My
I m;=1+-m +2-my
Il m; =1 +2-m,

j) Begriinde die Giiltigkeit der drei Gleichungen im nicht umgeformten LGS. [Tipp: die Einsen
stehen immer fiir einen Spielzug,.]

k) Begriinde, das zweite umgeformte LGS, ohne auf das erste zurtickzugreifen.

1) Bestimme die Losungsmenge des LGS.

[ABITUR 2017| Auszug aus GK bzw. LK HT B4¢

Beim Onlinebanking gibt es verschiedene Sicherheitsvorkehrungen. Bei einer Sicherheitsabfrage
muss der Benutzer (nennen wir ihn Ben) zusitzlich zu seinem Onlinebanking-PIN einen Zahlen-
code, der aus sechs Ziffern besteht, kennen und teilweise eingeben, um sich anzumelden. Damit
eine potenzielle Angreiferin (nennen wir sie Anna) nicht auf Anhieb alle sechs Ziffern erfihrt,
werden von der Bank bei jedem Anmeldevorgang nur zwei zufillig ausgewéhlte Ziffern abge-
fragt. Welche der sechs Ziffern abgefragt werden, bestimmt die Bank nach dem Zufallsprinzip. Ist
z. B. der Code von Ben 235793 und beim Anmelden 6ffnet sich folgendes Fenster,

Zum sicheren Login benétigen wir
die 1. und 4. Ziffer lhres Zugangscodes.

1 2 3 4

5 6
N NN
1 2 3
4 5 6
7 8 9
0 Korrektur
Abbrechen > Anmelden

so muss Ben die Ziffern 2 und 7 eingeben. Will Anna nun den gesamten 6-stelligen Code stehlen,
muss sie mehrere Male beim Einloggen , zuschauen”. Zu diesem Zweck installiert sie eine Schad-
software auf Bens Computer, die ihr bei jedem Zuschauen die Beobachtung der beiden eingege-
benen Ziffern und ihrer Position erméglicht.

6 Auszug aus einer Abituraufgabe des Landes NRW 2017 GK bzw. LK HT B4
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a)

Die Matrix U beschreibt den Prozess aus Annas Sicht von anfangs null bekannten Ziffern (Zu-
stand zo) bis hin zu sechs bekannten Ziffern (Zustand zs). Dabei beschreibt z; den Zustand mit
i bekannten Ziffern (=0, 2, 3, 4, 5, 6). Der Zustand z; kann nicht eintreten, da nach dem ersten
»~Zuschauen” sofort zwei Ziffern bekannt sind.

von z, z, 7, Z, I I,
_ nach
00 0 0 0 0) z
1 L 00 0 0| gz

o|0 000 7
0 % % % 0 0 g2
00 2L 2o o
00 0 L+ =1 z

(1) Zeichnen Sie das Ubergangsdiagramm.

(2) Betrachten Sie nun die zweite Spalte.

Erkliren Sie im Sachzusammenhang die Eintrige mit dem Wert Null in dieser Spalte. Leiten Sie
die von Null verschiedenen Werte in dieser Spalte her.

Ben meldet sich jeden Monat fiinfmal beim Onlinebanking an.

(o)

1
0
(1) Bestimmen Sie U? - § mit § = kg} und interpretieren Sie das Ergebnis im Sachkontext.

0
0
(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Anna nach einem Monat den Code vollstindig kennt,

wenn sie vorher keine Ziffer des Codes kannte.

(3) Angenommen, Anna kennt bereits zwei Ziffern des Codes. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass Anna nach dreimaligem Zuschauen der Code vollstindig bekannt ist. (LK)

(4) Ermitteln Sie die Anzahl der Anmeldevorginge, die Anna mindestens beobachten muss, um den
Code mit mindestens 99%iger Wahrscheinlichkeit vollstindig zu kennen.

1 02 O
Betrachtet wird ein anderer stochastischer Prozess, der durch die Matrix A = (0 0,3 O)
0 05 1

(1) Erkliren Sie die Bedeutung fiir den stochastischen Prozess, wenn ein Diagonalelement den Wert 1
besitzt.

(2) Ermitteln Sie jeweils, welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung sich der durch A beschriebene Prozess

0,1 0,4
bei Verwendung der Startverteilungen vy = (0,3) und v, = <O,5> auf lange Sicht nihert.
0,6 0,1

(3) Bestimmen Sie fiir den durch A beschriebenen Prozess die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf lange
a

Sicht fiir die allgemeine Startverteilung v = <b> mit a, b, c€ R. (LK)
c

(4) Beurteilen Sie nun ohne weitere Rechnung folgende Aussage:

Auf lange Sicht gibt es fiir jeden stochastischen Prozess genau eine sich stabilisierende
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die unabhéngig von der Startverteilung ist.
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4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen’

Aufgabe 1 (Kdlber und Kiihe)

Aus Kilbern entwickeln sich im Laufe von zwei Jahren Kiihe, die dann wieder Kilber bekommen
und anschlieffend geschlachtet werden. Aus 25% der Kilber werden Kiihe (die restlichen werden
schon vorher geschlachtet) und jede Kuh bekommt durchschnittlich vier Kélber, bevor sie geschlach-
tet wird. Der Bauer hat einen Bestand von 20 Jungtieren und 20 Kiihen.

a) Stelle die beschriebene Situation in einem Grafen dar und ermittle die Populationsmatrix U.

b) Untersuche, fiir wie viele Tiere der Stall mindestens ausgerichtet sein muss, wenn der Bestand
der beschriebenen Entwicklung tiberlassen wird, ohne dass Tiere zugekauft, zusétzlich ge-
schlachtet oder verkauft werden.

Die Uberlebensrate der Kélber mit nun a bezeichnet und Vermehrungsrate der Kiihe mit b (im obi-
gen Fall war a = 0,25 und b = 4).

c) Gib eine Bedingung an, unter welcher der Bestand langfristig ausstirbt, konstant bleibt bzw. sich
vermehrt.

Der Bauer plant, den Stall zu vergrofiern und lédsst jedes Jahr 10 % der zu schlachtenden Kithe am
Leben. Fiir die Uberlebens- und Vermehrungsrate gilt weiterhin a = 0,25 und b = 4.

d) Stelle die neue Situation in einem Grafen und als Prozessmatrix V dar.

e) Untersuche, wie viel Prozent der Kilber unter dem neuen Prozess V mindestens vier Jahre tiber-
leben.

f) Berechne die Populationsentwicklung unter V mit dem Bestand von 20 Kiithen und 20 Kilbern
fiir die ndchsten zwei Jahre sowie fiir ein Jahr vorher.

g) Beschreibe die langfristige Entwicklung in der neuen Situation und begriinde Deine Aussage.

Aufgabe 2 (Mehr zu Kilbern und Kiihen)

Wir betrachten die Populationsprozesse U und V aus Aufgabe 1.

X) von Jahr zu Jahr gleich bleibt.

a) Untersuche, unter welcher Bedingung ein Bestandsvektor p = (y

Berechne den Bestandsvektor fiir insgesamt 200 Tiere.
b) Begriinde, dass es unter V keinen Bestandsvektor p gibt, der jahrlich unverdndert bleibt.

Im Populationsprozess V sollen jedes Jahr nach den Schlachtungen und nach den Geburten der

neuen Kilber zwei Kithe und zwei Kilber verkauft werden. Der Ausgangsbestand ist py = (gg)

c) Bestimme den Bestandsvektor py fiir das Folgejahr.

d) Ermittle den Bestandsvektor p, der unter dem Populationsprozess V mit zusitzlicher Entnahme
von zwei Kédlbern und zwei Kithen unverdndert bleibt.

7 Fakultativ im LK Mathematik
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Ein Kéfer (K) legt so viele Eier, dass sich daraus im nédchsten Jahr 20 Larven entwickeln. Bald danach
stirbt er. Ein Viertel dieser Larven tiberlebt das erste Jahr; im zweiten Jahr verpuppen sich 20 % der
Larven und werden im dritten Jahr wieder zu einem Kifer. Die anféangliche Population besteht aus
80 einjdhrigen Larven (L1), 30 zweijdhrigen Larven (L2) und 18 Kéfern.

Aufgabe 3 (Kiferpopulation)

a) Zeichne den Ubergansgrafen und bestimme die Populationsmatrix U.
b) Berechne die Population fiir die ersten drei Jahre.

c) Ermittle U2 und U3 und iiberpriife mithilfe dieser Matrizen die Ergebnisse zur Population der
ersten drei Jahre.

Bei einer Saugetierart kénnen die jahrlichen Anderungen in einer aus drei Altersstufen A1, A> und
Aj; bestehenden Population durch folgenden Grafen beschreiben werden. Dabei gelten folgenden
Bedingungen: v >0;0<a<1;0<a<1; Vermehrungsrate: v; Uberlebensraten: a und b.

Aufgabe 4 (Populationsentwicklung bei einer Saugetierart)

A\

OO

a) Bestimme die Ubergangsmatrix U.

b) Berechne U2 und U3 und ermittle eine Bedingung fiir a, b und v, so dass sich eine beliebige
Population alle drei Jahre reproduziert.

Die Entwicklung einer zweiten Tierart ldsst sich durch folgenden Grafen beschreiben:

4
1
7 Q 02
0.5 0.25

c) Gib die Populationsmatrix T an und beschreibe den Grafen aus biologischer Sicht.

d) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier (A1) mindestens fiinf Jahre tiberlebt.
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5 Kontrollaufgaben
Kompetenzraster
Ohne Hilfsmittel
g
=~
¢ £
) 9
Ich kann ... S| g| 2
s| g 2|2
o N
o < o 2] <
= | 8| R|5]7%
Matrizenprodukte auf Definierbarkeit tiberpriifen und dann berechnen. 1
Matrizenprodukte mit Parametereintrdgen berechnen. 2a,b
einen Ubergangsgrafen zu einem Gliicksspiel erstellen. 3a, 4a
erkldren, warum ein bestimmtes Gliicksspiel unendlich lange dauern kann. 3a
eine Zustandsverteilung bestimmen. 3b, 4b
eine Prozessmatrix zu einer Situation erstellen. 3a, 4c
ein Diagramm und eine Matrix zu einem Populationsprozess angeben. 5a
Modellannahmen zu einem Populationsprozess angeben. 5b
einen Bestandsvektor bestimmen. 5¢
eine Uberlebensrate berechnen. 5d
eine Totungsrate angeben, damit der Populationsprozess stabil bleibt. 5e
Unter Zuhilfenahme von Hilfsmitteln
g
= =~
Ich kann ... < | 5| &
g 2| 5
& 8l E |9 2
o < ) a <
= | 8| R|5]79
Prozessmatrizen zu einem Prozess angeben. 6a
zeigen, dass es sich um einen stochastischen Prozess handelt. 6a
einen Ubergangsgrafen erstellen. 6b
Matrizenprodukte bestimmen, interpretieren und ggf. im Sachkontext priifen. | 6c,6e
Zustandsvektoren berechnen und im Sachkontext priifen. 6d,g
stationdre Verteilung berechnen und deren Bedeutung im Kontext erklaren. of
mit einer Grenzmatrix eine mogliche Entwicklung beschreiben. 6h
Zustandsvektoren unter Beriicksichtigung einer Korrekturmatrix berechnen. | 6i
priifen, ob eine frithere Korrektur eine Verdnderung des Prozesses bedeutet. | 6j
bei einem Absorptionsprozess Absorptionswahrscheinlichkeiten bestimmen. | 7a
bei einem Absorptionsprozess mittlere Wartezeiten bestimmen. 7b
Bedarfsmatrizen eines Prozesses zur Materialverflechtung bestimmen. 8a
die Bedarfsmatrix des Gesamtprozesses berechnen. 8b
Eintrédge einer Bedarfsmatrix interpretieren. 8b
Rohstoffbedarf und Rohstoffkosten berechnen. 8¢
eine maximal mogliche Produktionsmenge berechnen. 8d
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Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben seien die folgenden Matrizen A, B und C:

1 2 0,5 1
A=(1 3 -02|,B=(1 10 100) undC={ 10 |

1 -1 5 100
Erliutere, welche der Produkte A-B, A-C, B-C, B-A, C-A und C-B definiert sind, und berechne sie.

Aufgabe 2

a b

1—2 1-— b) mit 0 < a, b <1 und einem Zustands-

a) Gegeben sei die stochastische Matrix S = (
> _ (%1
vektor X = (Xz)'
Begriinde, dass bei den Vektoren X und S - X die Summe der Komponenten gleich ist.

a 0,5

b) Gegeben ist die stochastische Matrix M = (1 —a 05

)mitOSaSl.

Untersuche, ob es eine reelle Zahl a gibt mit M? = (é (1))

Aufgabe 3

Bei einem Spiel wird das abgebildete Gliicksrad mehrfach gedreht und die
Punktzahl jeweils addiert. Das Spiel ist beendet, wenn der Spieler 2 Punkte er-
reicht.

a) Zeichne einen Ubergangsgrafen und Prozessmatrix zu diesem Spiel. Er-
kldre, warum dieses Spiel theoretisch unendlich lange dauern kann.

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel nach hochstens drei Durchgangen endet.

Aufgabe 48
Ein System ist nach jeder Minute in einem der Zustinde Zi, Z», Zs, Zs 040 0 0O
und Zs. Rechts befindet sich die zugehorige Ubergangsmatrix. 04 030 00
u=|01 02 05 0 0
a) Zeichne ein Prozessdiagramm. 01 020310
0 030201

b) Am Anfang ist das System in Zustand Z;.

Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Systemzustdnde nach 1 Minute, 2 Minuten und
3 Minuten.

c) Bestimme eine Ubergangsmatrix fiir Beobachtungen in 2 Minuten-Abstinden.

8 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW, 2017; S. 367
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Aufgabe 5 (Entwicklung einer Population)®
0,8

Die jahrliche Entwicklung der Population einer Vogelart bestehend
aus Jung- (1) und Altvégeln (2) ist durch den folgenden Ubergangs-
graphen gegeben: Q

a) Gib zu dem Ubergangsgraphen eine Ubergangsmatrix U an. QO,G

b) Beschreibe anhand des Ubergangsgraphen, nach welchen Modellannahmen die Entwicklung
der Population dieser Vogelart ablauft.

Die Population besteht zu Beobachtungsbeginn aus 80 Jungvogeln und 110 Altvogeln.

c) Berechne den Bestandsvektor nach einem Jahr sowie den Bestandsvektor des Vorjahres.

d) Bestimme, wie viel Prozent der Jungvogel drei Jahre alt werden.

Um die Population konstant zu halten, soll der Ausgangsbestand an Altvégeln durch Tétung so
verdndert werden, dass er sich innerhalb eines Jahres nicht mehr dndert. Die Anzahl an Jungvogeln

bleibt unverandert.

e) Untersuche, wie viele Altvogel getotet werden miissen, damit der Bestandsvektor von Jahr zu
Jahr unverindert bleibt.

9 Fakultativ im LK
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Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 6 (Entwicklung der Wirtschaftssektoren)

Der franzosische National6konom Jean Fourastié stellte 1949 eine Theorie zur wirtschaftlichen Ent-
wicklung von Entwicklungslandern auf. Danach sind in der vorindustriellen Gesellschaft die meis-
ten Erwerbstdtigen im primdren Wirtschaftssektor I (Forst- und Landwirtschaft), in Folge der in-
dustriellen Revolution immer mehr Erwerbstitige im sekundédren Sektor II (Industrie und produ-
zierendes Gewerbe) und schliefdlich in der postindustriellen Gesellschaft die meisten Erwerbstatigen
im tertidren Sektor III (Dienstleistungen) beschéaftigt. Nach Fourastié bewirkt das wirtschaftliche
Wachstum eine Verlagerung des Schwerpunktes der Wirtschaft vom priméren tiber den sekundéren
zum tertidren Sektor.

Zwei Modelle F; und F» sollen nun den Entwicklungsprozess der Beschiftigungsanteile zwischen
den drei Wirtschaftssektoren iiber einen Zeitraum von 10 Jahre beschreiben. Die folgenden Tabel-
len 1 und 2 beschreiben diesen Prozess:

F1 von | 3} von
I II III I 1I 111
I 0,75 0 0 I 0,50 0,01 0,01
1I 0,10 0,90 0 II 0,20 0,60 0,12
111 0,15 0,10 1 111 0,30 0,39 0,87
Tabelle 1: Modell F; Tabelle 2: Modell F»

Die folgende Tabelle 3 gibt die prozentualen Verteilungen der Beschiftigten auf die drei Wirt-
schaftssektoren in den USA fiir die Jahre 1980, 1990 und 2000 an:

Sektor Jahr 1980 1990 2000
I Landwirtschaft 0,04 0,03 0,02
II Industrie 0,30 0,27 0,24
III Dienstleistung 0,66 0,70 0,74

Tabelle 3: Prozentuale Verteilung der Beschiftigten auf die drei Sektoren

a) Gib die Ubergangsmatrizen F1 und F fiir die beiden Modelle an, und zeige, dass es sich in bei-
den Féllen um einen Austauschprozess handelt.

b) Stelle den Ubergangsgrafen dar.
c¢) Berechne F;* und F,?, und gib ihre Bedeutungen im Sachzusammenhang an.

Es sei viqg¢ die prozentuale Verteilung der Erwerbstitigen auf die drei Wirtschaftssektoren im Jahr
1980 (vgl. Tabelle 3).

d) Ermittle fiir beide Modelle jeweils Vig9g und v;09 und entscheide, ob F; und/oder F, gute Mo-
delle fiir die wirtschaftliche Entwicklung in den USA im Zeitraum von 1980 bis 2000 sind.

0 0 0 0,02 0,02 0,02
EsgiltF18°=<0 0 0)undF22°=(0,23 0,23 0,23).
1 1 1 0,75 0,75 0,75

e) Interpretiere die Matrizen F;%° und F,° im obigen Sachzusammenhang und entscheide mit
Hilfe dieser beiden Matrizen, welches der beiden Modelle langfristig realistischer ist.
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f) Ermittle fiir das Modell F> mithilfe des Ansatzes F>- V =V eine stationédre Verteilung vV und erklire
die Bedeutung der stationdren Verteilung im Sachzusammenhang,.

Die Rohstoffreserven werden immer knapper. Okologische Probleme zwingen die Politik zum Han-
deln. Der tkologische Landbau soll gestdrkt werden. Der prozentuale Anteil der Beschéftigten im
Industriesektor II sinkt immer weiter. Wegen politischer Vorgaben lautet die Ubergangsmatrix Fs
zwischen den drei Wirtschaftssektoren ab dem Jahr 2000 (Fs beschreibt wie F; und F> den Austausch-
prozess iiber einen Zeitraum von zehn Jahren):

1 010 O
Fs; = (0 0,50 O).
0 040 1

g) Bestimme die Verteilung der Beschiftigten auf die einzelnen Sektoren unter diesen Vorausset-
zungen im Jahr 2020.

[Hinweis: Verwende fiir die Startverteilung die Werte des Jahres 2000 aus Tabelle 3.]

1 020 0
Es gilt: lim F3" = (0 0 0)

fmee 0 080 1

h) Beschreibe, wie sich unter diesen Voraussetzungen die relative Verteilung der einzelnen Wirt-
schaftssektoren langfristig entwickelt.

Zahlreiche Lobbyisten des Industriesektors tiben Druck auf die Politik aus. Sie wollen ein Ausster-
ben des Industriesektors verhindern. Es wird vertraglich vereinbart, dass ab dem Jahr 2040 durch
gezielte Fordermafinahmen des Industriesektors fiir zehn Jahre eine Verteilung hin zum Industrie-
sektor stattfindet. Anschliefiend verlaufen die Vorgaben wieder nach dem Modell Fs. Folgende Kor-
rekturmatrix K wird vereinbart:

060 0 O
= (0,40 1 0,40)
0 0 060

i) Ermittle unter Beriicksichtigung der Matrizen F; und K sowie der prozentualen Verteilung v,¢9
einen Term fiir den Vektor v,450, der die prozentuale Verteilung der Beschéftigten im Jahr 2050
beschreibt.

[Hinweis: Hier muss nicht gerechnet werden.]

j) Beurteile, ob das Ergebnis fiir v,o50 beeinflusst wiirde, wenn die gleiche Korrektur 20 Jahre
friher erfolgte.

Aufgabe 7 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit)10

a) Bestimme mithilfe der Grenzmatrix und mithilfe eines LGS @KD
fiir den in der rechts befindlichen Abbildung dargestellten
Prozess die Wahrscheinlichkeiten, von den inneren Zustan- \ /
den aus die absorbierende Zusténden zu erreichen. /

b) Ermittle die mittleren Wartezeite fiir den obigen Prozess. @

@ &5

10 Fakultativ im LK
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Aufgabe 8 (Materialverflechtung)!

In einem Unternehmen werden aus den Rohstoffen A, B, C, D in der ersten Produktionsstufe die
Zwischenprodukte X, Y, Z hergestellt, die wiederum in einer zweiten Produktionsstufe zu den End-
produkten P und Q weiterverarbeitet werden, so wie es die nachfolgende Abbildung wiedergibt.
Die Zahlen neben den Pfeilen geben an, wie viele Mengeneinheiten (ME) eines Stoffes fiir die Pro-
duktion benotigt werden.

a) Gib die Bedarfsmatrizen Brz und Bzt der beiden Produktionsstufen an.

b) Bestimme die Bedarfsmatrix C = Brg der Gesamtproduktion und gib die Bedeutung des Eintrages
c32 der Matrix C an.

Eine Firma liefert die Rohstoffe fiir einen Auftrag von 30 ME des Endproduktes P und 50 ME des

Endproduktes Q. Die Rohstoffpreise pro ME betragen 0,25 Geldeinheiten (GE) fiir A, 2 GE fuir B, 16
GE ftir Cund 3 GE fiir D.

c) Bestimme den Rohstoffbedarf und die Rohstoffkosten des Auftrages. (6P)

Im Lager befinden sich 70 ME des Zwischenproduktes X, 60 ME von Y und 160 ME von Z.

d) Untersuche, wie viele ME der Endprodukte P und Q hergestellt werden konnen.

11 Fakultativ im LK



Losungen

1 Was ist eine Matrix und wie rechnet man damit?

Aufgabe 1
a) A: 3x4-Matrix; b: 5x2-Matrix; C: 3x3-Matrix

b) a3 =0; ass=0; bs2 =1; bz =4; c2 = 1; ¢33 =-2.

Aufgabe 2
10 0 g_ol_i_; 123 4 5
a) <0 1 0) b) 2 1 _0 :1 C)(Z 4 6 8 10)
0 0 1 3 2 1 0 3 6 9 12 15
Aufgabe 3
5 -1 0 1 -3 2 6 3 -3
a)A+B=<O 4 3> b)A—BZ(O -2 1) C)3-B=<O 9 3)
3 =2 0 1 2 =2 3 -6 3
-03 02 -01 0 =7 5
d)—O,l-B=< 0 -0,1 —0,2) e2-A-3-B= <O -7 1)
-0,2 0 0,1 1 6 =5
Aufgabe 4
-2 —6
3 -1
a)(l) b)<7> c)(s) d)(21>
-2 16
Aufgabe 5
5 —-14 1 -11 0 0
a)(i(i ‘41) b)<—2 8 —4) c)< 6 1 —8> d) (99)
4 -18 11 0 0 -11
Aufgabe 6
a) Sorte | Sorte II Sorte III Sorte IV
A 10 5 0 3
B 6 15 10 1
C 0 0 20 10
10 5 0 3\ [ 795
b)<6 15 10 1)- ‘o =(1545).
0 0 20 10 90 2100

Kunde A zahlt 795 €, Kunde B 1545 € und Kunde C 2100 €.
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2 Materialverflechtung

Aufgabe 2
a)
Jan Feb Mairz
X 5 9 4
X Y 3 7 11
R 4 0 20 36 16
S 2 5 25 53 63
T 1 3 14 30 37
20 36 16
b)(5 2 4)- <25 53 63) = (206 406 354)
14 30 37

Im Februar wird mit 406 € am meisten Geld ausgegeben.

Aufgabe 3

E1 E; E;

Z3 2 2 1

Z 5 0 2

Z1 Zy Zs 3 7 3
Ri|a|Db| c| 2atbb+3c | 2a+7c | a+2b+3c
R | 8|13 30 37 19
Ry | 2|52 11 18 18

Ein Vergleich mit der dritten Bedarfsmatrix ergibt das folgende LGS:
2a+5b+3c=25

2a+7c =10

at2b+3c =11

Mit dem Gaufiverfahren oder dem GTR folgt: a=5,b=3,c=0.

Aufgabe 4
03 .
03 03 03 a 07 Dy
a)Agz=(03 05 undAZD=(O7 b) g
04 0,2 ' N 5
2

b) Der Inputvektor lautet X = (g;)' der Outputvektor y = (i

der Bedarfsmatrix Azp = (813 E) Es giltX=Azp V& (3:3) = (8:3 E) . (i) = (g”? I ii) Also

erhdlt man: 3,3=0,9+4aund 3,7 =2,1 +4b, also a=0,6 und b = 0,4. Zur Herstellung von einer Tonne
Diinger 2 benotigt man 0,6 Tonnen Zwischenprodukt 1 und 0,4 Tonnen Zwischenprodukt 2.

0,3 0,3 03 06 03 03
C) AGD = AGZ ' AZD = (0,3 0,5) ' ( ! ! ) = (0,4‘4 0,38)

04 02 0.7 04 0,26 0,32

). Gesucht sind die Parameter a und b
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03 03\ . 2,1
%=Agp Y = <0,44 0,38) - 4) = <2,84)

0,26 0,32 2,06

Fiir 3 Tonnen des Diingers 1 und 4 Tonnen des Diingers 2 werden 2,1 Tonnen von Grundstoff 1,
2,84 Tonnen von Grundstoff 2 und 2,06 Tonnen von Grundstoff 3 benétigt.

0,3 0,3

d) Fiir den transponierten Kostenvektor gilt: (100 150 200) - (0,44 0,38) = (148 151).Die
0,26 0,32

Kosten fiir 1 t D1 sind 148 € und fiir 1 t D> 151 €. Die Gesamtkosten fiir 3 t D1 und 4 t D; erhilt man

durch folgende Matrizenmultiplikation (148 151) - (Z) = (1048). Sie betragen 1048 €.

e) Ansatz:
03 03

x vy 200)-(0,44 0,38>= (152 152) & (0,3x+ 0,44y + 52 0,3x+ 0,38y + 64) = (152 152)
0,26 0,32

Man erhilt das LGS fiir x und y:

0,3x+ 0,44y +52=152 03 0,44 | 100 _ 0,3 0,44 | 100 1 2

15

03x+0,38y+64=152703 0381 8 T 0 006 12 T ]

3332 /Xy _ /40
55 () (J0)
Eine Tonne des ersten Grundstoffes kostet 40 €, eine Tonne des zweiten Grundstoffes 200 €.

45 0,3 0,3 . 0,3z, + 0,3z,
f) (55) = (0,3 0,5) . (Zl) = <O,321 + 0,522> ergibt des LGS mit den Unbekannten zi, z> und g3:
g3 04 02 2 0,4z, + 0,2z,

0,321 + 0,322 =45
0,321 + O,SZZ = 55
0,4z, +0,2z, = g

Die ersten beiden Gleichungen liefern mit dem GTR die Losungen z> = 50, z; = 100 und damit durch
Einsetzen in die dritte Gleichung gz = 50. Die 100 t Z; und 50 t Z> konnen restlos aufgebraucht werden
durch 45 t Gy, 55 t G, und 50 t Ga.
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3 Stochastische Prozesse

Aufgabe 1

a) Fiir die Anzahl der Teilchen in Hilfte A und Hilfte B nach einer Zeiteinheit sowie nach zwei und
drei Zeiteinheit gilt:

x1 =0,9-3000+0,2-9000 = 4500 und y; = 0,1-3000+ 0,8-9000 = 7500

X, =0,9-4500+ 0,2-7500 = 5550 und y, = 0,1-4500 + 0,8+ 7500 = 6450

x3 =0,9-555040,2-6450 = 6285 und y; = 0,1-5550 + 0,8 6450 = 5715

b) Die Prozessmatrix U erhélt man durch folgende Tabelle:

von
N A | B
nac
09 02
A 09 | 02 AISO'U—(o,1 0,8)
B 01 | 08

9% =U-%= (1 035)"(5000) = (7800) % = U7 = (gago) % = 1% = (772)

v, =U-vz=U-U-v;=U-U-U-%;=U-U-U-U-Vg=U* Vg V;0=U-v5 v, =U"-7,

e) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi | 3000 | 4500 | 5550 | 6285 | 6799,5 | =7160 | = 7412 | =~7588 | =7712 | ~7798 | ~7859
yi | 9000 | 7500 | 6450 | 5715 | 5200,5 | ~4840 | ~4588 | ~4412 | ~4288 | ~4202 | ~4141

12000

9000 §- e .

4000 Lo ....................... \

3000 8000 12000 4;).{.

f) Ein Zustand V = (;) andert sich genau dann nicht mehr, wenn gilt: U-V = V. Offenbar gilt:

(01 05)(Gooo) = (G000

gU-v=ve (82 8;) . (;) = C) beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem:
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(1)09x+ 0,2y =x o (1)-01x+02y=0
(2)0,1x+08y=y “(2)+0,1x—02y =0

h) Man erhilt als Losung: x = 2y, also den Losungsvektor v =y - (i) Nun interessiert uns die Lo-

sung mit x + y = 12000, da sich insgesamt 12000 Teilchen im Kasten befinden. Setzt man x = 2y in
die Zusatzbedingung ein erhélt man 3y = 12000, also: y = 4000.

i) Die stabile Verteilung &ndert sich nicht, da die obigen Rechnungen unabhéngig von der Startver-
teilung sind.
Gegeben ist folgendes Prozessdiagramm eines stochastischen Prozesses:

Aufgabe 2

04 0,5
a) Ubergangsgraf: @@ ‘__________,,@‘__________,,@D 0,4
0,5 0,6

06 05 0
U=<0,4 0 0,6)

0 05 04

b)
3 1 1 11 3 1 11 29
5 2 0 3 30 5 2 0 30 75
— _ 1.5 —| 2 3 1| [ 1 — _11.5° — | 2 3 1 | — | 49
1=Uvg=1|¢5 0 ¢ i|=|35|udvy=U-vi=(2 0 % 3|5 | =0
1 2 1 3 1 2 3 43
0 3 % 3 10 0 7 % 10 150

¢) Es sterben Menschen und scheiden aus dem System heraus. Menschen ziehen in andre Stadte und
fallen aus dem System heraus.

Aufgabe 3
a) Ubergangsgraf:
0,7 G > Merkmal Q 0,8
0,2
U= (8 ; 8 52; Es handelt sich um einen Austauschprozess, da die Prozessmatrix U quadratisch

mit nicht negativen Eintrdgen ist, und die beiden Spaltensummen 1 sind. Bezogen auf die Anwen-
dungssituation bedeutet dies, dass insgesamt keine Insekten verloren gehen und alle Insekten ent-
weder Merkmal A oder Merkmal B haben.

0,7 0,2) (0,5) _ (0 ,45 0, 425)

b7 =U-% = (g3 o5) (08) = (055) 7 = V-7 = (575) 05572)

=U-v; = (0,5875

C) Vioo = U100 ) V(—; Oder Vioo = U- Vgg.

95 oa)(60) = (o)
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e) 0,4 - 10 Millionen = 4 Millionen Insekten haben langfristig Merkmal A, 0,6 - 10 Millionen = 6 Mil-
lionen Insekten besitzen auf Dauer Merkmal B.

fJuU-v=ve (8:2 8:3) : (;) = (;) beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem:

(1)0,6x+03y=x o (1)—-04x+03y=0
(2)0,4x+0,7y =y ~(2)+0,4x—-0,3y =0
0,75

1
100 % =1 ergédnzen. Setzt man x = 0,75y in die Zusatzbedingung ein erhilt man 1,75y =1, also: y

=2~ 57 %. Damit betrdgt x =2 ~ 43 %.

Man erhilt als Losung: x = 0,75y, also den Losungs-

vektorv =1y - ( ) Nun interessiert uns die Losung mit x + y =1, da beide Anteile x und y sich zu

ov=(38 S =R 1= 08 Sv- 08 8

V8 beschreibt den Austauschprozess iiber einen Zeitraum von 8 Generationen und entspricht in
etwa der Grenzmatrix, in der die beiden Spalten der stabilen Verteilung entsprechen.

Aufgabe 4

e

08 02 02
b)A=<O,1 0,6 0,1) 0,7
0,1 02 0,7

A ist quadratisch mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Eintrégen.

08 02 02\ /03 0,38 0,428
O =AXg= (0,1 0,6 0,1) : <0,5> = (0,35) =A% = (0,275)

01 02 07 0,2 0,27 0,297

= ok

d) Ansatz:Xg =A-Xx;,ox,;=A"1-Xx=(08

&l

e) X9 = A0 *Xo

a a
f)A- <b> = <b> liefert ein homogenes LGS. Mit der Zusatzbedingung a + b + ¢ = 1 ergibt sich als
c c

a 0,5
stationdre Verteilung <b> = (0,2). D. h., auf Dauer befinden sich 50 % der Fahrzeuge in Standort A,
c 0,3
20 % in Standort B und 30 % in Standort C. Mithilfe des TGR multipliziert man die Matrix A wie-
05 05 05
derholt mit sich selber. Es ergibt sich schon fiir A’® ~ G = (0,2 0,2 0,2).
03 03 03
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g) 60 Autos befinden sich langfristig in Standort A, 24 Autos in Standort B, 36 Autos in Standort C.

h) Der Eintrag b1 erhoht sich auf 0,85. Fiir die Summe der beiden anderen Eintrége bleibt noch 0,15
tibrig, da es sich um einen Austauschprozess handelt und keine Autos dazukommen. Die 0,15 wer-
den mit q und 0,15 - q fiir 0 < q < 0,15 auf bo; und bs: aufgeteilt: q + 0,15 - q = 0,15. Die zweite und
dritte Spalte von B entsprechen der zweiten und dritten Spalte von A.

0,85 0,2 0,2 40 a
i) Der Ansatz (0,15 -q 06 0,1) . (40) = < b ) liefert q = 0,1 und a = 50 und b = 30.
q 02 07/ \40 40

085 02 02\ /40\ ,a .

j) Ansatz: <0,15 -q 06 0,1) : <40) = (b> ©a=50,q= ?’i—;,q = C:;G
q 0,2 0,7 40 c

Wegen 0 < q <0,15 gilt 0 < -2 < 0,15 < 0 < c — 36< 6 < 36 < c < 42. Die mogliche Zahl von Autos

am Standort C betrdgt maximal 42 und minimal 36 Autos. Daher gilt 34 < ¢ < 28. Im , maximalen”
Fall erhdlt man a = 50, b = 28 und c = 42. q betrégt dabei 0,15.

Aufgabe 5

a) Ein Spieler kann theoretisch unendlich lange in Zustand 1 bzw. Zustand 2 verbleiben und nie in
Zustand 3 gelangen.

02 0 O

b)U = (0,8 0,4 0) ist quadratisch, mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Eintrégen, also Mat-
0 06 1

rix eines stochastischen Prozesses. Die Summe der Pfeilwahrscheinlichkeiten, die von einem Zu-

stand abgehen betrégt 1.

1
¢) Man berechne mit dem GTR fiir v, = <0), v, =U? vy, v3 = U3 vy und vy = U - v; und lese
0

die Wahrscheinlichkeiten im jeweiligen Zustandsverteilungsvektor ab.

0,04 0,008 0
v, =U2-v5 = <0,48>, V3 =U3-v5 = (0,224), Vg =UL. 75 ~ (0,0004)

0,48 0,768 0,9996
Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Level des Spiels konnen durch die drei

Komponenten abgelesen werden. Zum Beispiel betrdgt die Wahrscheinlichkeit nach drei Spielen
immer noch in Level 1 zu sein 0,8 %. Nach 10 Spielen in Level 2 zu sein hat eine Wahrscheinlichkeit
von 0,0004. Nach zwei Spielen betrdgt die Wahrscheinlichkeit, Level 3 erreicht zu haben, 48 %.

d) Die Komponenten des Vektors v, = U™ - v geben die Wahrscheinlichkeiten an, den Level 1, 2
bzw. 3 erreicht zu haben.

0,2 0,00032
e) In Ergidnzung zuc) v; = U- vy = (0,8) und ve = U%-v; = (0,03968)
0 0,96

0 0 O 0
f) U100 ~ (0 0 0) =GvVv=GVvy= (0) eine stabile Verteilung des absorbierenden Prozesses.
1 11 1



Aufgabe 6

a)

@01 1)

DY

Das Muster 010 kann also am Ende des unteren ,Astes” auftreten,
das Muster 101 am Ende des oberen.

0O 0 0 0 0 00O
05 05 0 0 05 00
05 0 05050 0O
b)u=f0 05 0 0 0 0 0].
0 0 050 0 00O
0O 0 0 050 10
0O 0 O O 05 0 1
1 0
0 0,5
0 0,5
c) Startverteilung vy = |0; v =U-vg=(0 |;
0 0
0 0 0
0,25 0 0
0,25
v, =U-vy =025
0,25
0
0
Aufgabe 7 03
0,7 0,7
a 0,3 > “» 2 4 1
) Clo Tl 3 (Y
0,3
y T ..............................
0,7 T
/ \ T ..............................
07 T 03
’ ? Tl o
\ y T |
0,3 T
.} T .............................

35
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b) P(Fertig nach 3 Wiirfen) = P(Fertig mit dem 3. Wurf) = P(T, T, T) = 0,73 = 34,3%

P(Fertig mit 4. Wurf) = P(T,T,T,T) = 0,3 - 0,73 = 10,29%

P(Fertig nach 3 oder 4 Wiirfen) = P(T, T,T,—) + P(T, T,T,T) = 0,73 -1+ 0,3: 0,73 = 0,4459
P(Fertig mit 5. Wurf) = P(T, T, T, T, T) + P(T, T, T,T,T) = 0,3%2- 0,73+ 0,7- 0,3+ 0,73 = 10,29%
P(Fertig nach 3,4 oder 5 Wiirfen) = P(Fertig nach 3 oder 4 Wiirfen) + P(Fertig mit dem 5. Wurf)
= 0,4459 + 10,29% = 54,88%

03 03 03 0
(07 0 o0 o
IU=1"9 07 0 0
0 0 07 1
03 03 009 0 03 0153 0,09 0 00 0 0
guz=(021 021 021 0 ;5 (021 021 0063 0) s (0 0 0 0
“lo49 o o o'V T\o0147 0147 0147 0] lo o0 0 o
0 049 07 1 0343 049 0,7 1 111 1

Die Matrizen beschreiben den stochastischen Prozess bei einer Wurfdauer von 2, 3 und langfristig
von 100 Wiirfen.

e)

n 1 2 3 4 5 10
e 03 0,3 0,3 0,1971 0,16623 0,053
Zustandsverteilun 0,7 021 0,21 0,21 0,13797 | | _ [ 0,047
b Wiief & 0 0,49 0,147 0,147 0,147 ~1 0,041
nach h yvurten 0 0 0,343 0,4459 0,5488 0,859
f) 0,7 0,7 0,7 0,7
0,3C0 o1~ 2 3 |5 4 ) 5 Dl
O U O U
0,3 0,3 0,3 0,3
03 0 0 0 0 0
07 03 0 0 0 0
ve| 0 0703 0 0 o0
0 0 07 03 0 0
0 0 0 07 030
0 0 o o0 07 1
n 5 6 7 10
0,0024 0,0007 0,0002 0,0000
—_yn.3 /0,0284\ 0,0102 /0,0036\ /0,0001\
Zusta;dsverteilung zl 0,1323 | ~ 0,0596 zl 0,0250 | z| 0,0014 |
Wit 0,3087 0,1852 0,0972 0,0090
nach n Wiirfen \0,3601/ \0,3241/ \0,2269/ \0,0367/
0,1681 0,4202 0,6471 0,9527

P(Fertig mit 5. Wurf) = P(T, T, T, T, T) = 0,7° =~ 16,81%
P(Fertig mit 6. Wurf) = P(Fertig nach 6 Wiirfen) — P(Fertig mit 5. Wurf) = 0,4202 — 0,1681 = 0,2521
P(Fertig mit 7. Wurf) = P(Fertig nach 7 Wiirfen) — P(Fertig nach 6 Wiirfen) = 0,2269
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Aufgabe 8

a) Es konnen fiinf Zustdnde vorliegen. Dies entspricht der Anzahl der méglichen Wappen (0, 1, 2, 3,
4). Von jedem Zustand gehen Pfeilwahrscheinlichkeiten ab, die addiert 1 ergeben. Je mehr Wappen
oben liegen, desto geringer wird die Wahrscheinlichkeit, eine weitere Miinze zum Wappen umzu-
drehen.

b) individuelle Losung

0

0

0
0,375
0,625

Qg = U100 .

=R =N=N=NH
Q

d) Geht man von Zustand Z; aus, gewinnt man zu 37,5%, wahrend man mit einer Wahrscheinlich-
keit von 62,5% verliert.

0 0 0 0

1 0 0 0
e)g, =00 10o|=| 0 |undg;=U-|1(|[=]| O

0 0,50 0 0,625

0 0,50 0 0,375

f) Um von Zustand Z; nach Z4 zu gelangen, gibt es nur eine Moglichkeit. Man gelangt zun&dchst mit
einer Wahrscheinlichkeit von 2 zu Z» und von dort mit der Wahrscheinlichkeit a> zu Zs. Daher gilt
fiir die Wahrscheinlichkeit von Z; aus zu gewinnen a; = 2a,. Um von Zustand Z; aus zu gewinnen,
gibt es zwei Moglichkeiten. Einerseits gelangt man mit einer Wahrscheinlichkeit von 2 zu Z; und
von dort mit einer Wahrscheinlichkeit von a; zu Zs. Andererseits gelangt man tiber Zs zu Z,. Insge-
samt gilt also fiir die Wahrscheinlichkeit von Z, zu Z4 zu gelangen: a, = a; + 7a3. Um von Z3 nach
Z4 zu gelangen, gibt es zwei Wege: direkt nach Z, oder tiber Z, nach Z,. Fiir die Wahrscheinlichkeit
von Z3 aus zu gewinnen, gilt: a3 = 2a, + 3.

1 =5 0\ /sapy (0 ap\ /0375
g) Man kann das LGS umformen in: { —3 1 —]- ( az) = (0> Mit dem GTR folgt ( az) = ( 0,50 )
0 -2 1 a3 : a3 0,625

1

h) Die Absorptionswahrscheinlichkeiten sind die vierte Komponente in den stabilen Verteilungen
von Aufgabenteilen c) und e).

i)

M b= 3b, +3
@ by=3b,  +1b;

@) by= 2b,

mit der Lésung b, = g, b, = %, b, = %.

) Beispielsweise kommt Gleichung (1) - Mit Wahrscheinlichkeit 2 wird von Z, in einem
m, = % 1+ % -(1+m,) folgendermaRen zustande: Schritt Z, en:eicht L.md von dprt in durchschnitt-
lich m, Schritten ein absorbierender Zustand;
das bedeutet insgesamt durchschnittlich
2-(1+m,) Schritte. Insgesamt ergibt sich damit
Gleichung (1).

- Mit Wahrscheinlichkeit % wird von Z; in einem
Schritt Z; erreicht; das bedeutet durchschnitt-
lich 7 -1 Schritte.
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k)  Beispielsweise ergibt sich () m; =1+3-m,
durch folgende Uberlegung direkt:
Man braucht jedenfalls einen Schritt (von Z, nach
Z, oder Zs) und wenn man bei Z, landet nochmals
m, Schritte; da das nur mit Wahrscheinlichkeit
passiert, werden bei der zweiten Moglichkeit durch-
schnittlich % - m, Schritte bendtigt, insgesamt also
1+ % - m, Schritte.

1 =50 my 1 my 7
1) Man kann das LGS umformenin: | —; 1 —3]- ( mz) = (1) Mit dem GTR folgt ( mz) = (8)
0o -3 1 m3 1 m3 7

Abituraufgabe

a) (1)

@ 1

(2) Ausgehend vom Zustand Z; (d. h., 2 Ziffern des Codes sind bereits bekannt) kann Anna beim
nédchsten Zuschauen keine neue Ziffer (sie verbleibt in Z,), eine neue Ziffer (Wechsel zu Z3) oder
zwei neue Ziffern (Wechsel zu Zj) erfahren. Alle weiteren Ubergéinge sind unméglich, d. h., sie tre-
ten mit einer Wahrscheinlichkeit von 0 ein. Daher stehen in der ersten, fiinften und letzten Zeile
der zweiten Spalte Nullen. Berechnung der anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten in der zwei-
ten Spalte durch Betrachtung eines zweistufigen Baumdiagramms, ausgehend von bereits zwei be-
kannten Ziffern (B = bekannte Ziffer erscheint; B = nicht bekannte Ziffer erscheint):

o/ N\
©
A N

Es ergeben sich folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten:
P(Z, - Z,) = P(B,B) =%

P(Z, - Z3) = P(B,nB) + P(nB,B) = =
P(Z, »Z,) = P(nB,nB) = =

|

¢) (1) Mit dem GTR erhélt man v, = U% -V = (

O Cun ek ©
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Dieser Vektor beschreibt die Zustandsverteilung nach zweifachen Zuschauen. Er entspricht der
zweiten Spalte von U.

0
1
50625
64
6026

. Daher betrigt die gesuchte Wahrscheinlichkeit

— 0
Tears 35,71%.

0
1
()b =U3- \8) =| %% |. Daher betrigt die gesuchte Wahrscheinlichkeit % ~ 16,71%.
0
0 k

1125
64
125
188
1125

@
n 5 10 15 16
0
( 50225\ 0,000 0,000 0,000
64 /0,000\ /0,000\ /0,000\|
o un.v | 0 | ~| 0,000 | 0000 _| 0000
n 3375 0,002% 0,000 0,000
2824 k10,01%) k1,37%} k 0,000 )
\iﬁ;"? / 89,75% 98,63% 99,09%
16875

Nach 16 Aufrufen kann sie zu 99% sicher sein, dass sie die Kombination kennt.

¢) (1) Wenn ein Diagonalelement in der k-ten Spalte und Zeile den Wert 1 besitzt, bedeutet dies, dass
der Prozess mit Sicherheit (Wahrscheinlichkeit = 1) in diesem Zustand Zx verbleibt, wenn dieser
einmal erreicht ist.

0,186 0,543
(2) g7 = A190.v] ~ ( 0 ) und g, = A190. v ~ ( 0 ) zeigt, dass die stabile Verteilung von der
0,814 0,457

Startverteilung abhdngt.

1 0286 0 1 0286 0 a a+ 0,286b
s gilt = . Dann erhélt man g = . =
3) Es gil A00 0 0 0/.D hal g 0 0 0 b 0

0 0714 1 0 0714 1 C 0,714b +c

(4) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf lange Sicht ist bei dem durch A beschriebenen Prozess
abhangig von der Startverteilung, es ergibt sich keine eindeutige Grenzverteilung, sondern eine Ver-
teilung in Abhéngigkeit von a, b und c. Damit kann es nicht fiir jeden stochastischen Prozess eine
sich stabilisierende Wahrscheinlichkeitsverteilung geben, die unabhingig von der Startverteilung
ist.
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4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen

Aufgabe 1
U= (0,35 y

P 4
0,25

055055 % 3G9 () w505 (s §-(2) - (20

Alle zwei Jahr stellt sich die Ausgangspopulation ein. Daher muss der Stall fiir 85 Tiere ausgerichtet
sein.

ap=u5i= (0 B)-()= (%) wa m=vm= (0 D)-()= () =b()

Wenn ab =1 ist, reproduziert sich der Bestand alle zwei Jahre. Gilt ab > 1 vermehrt sich der Be-
stand. Fiir ab < 1 stirbt der Bestand aus.

dv= (ogs 0?1)'

— Ciane )
- < > 01
Neuer Graf ist: 0.25

e) Nach einem Jahr tiberleben 25 % = 0,25, nach zwei Jahren 0,25-0,1, nach drei Jahren 0,25-0,12 und
nach vier Jahren 0,25-0,12 = 0,00025 = 0,025 % der Kélber.

HPr=Vpo= (0,25 0%1) ' @8) B (870) und p; = U-py = (0,%5 0%1) ' (870) ~ (;?)

Po=V:pie (ogs 04,11) (1)=Go) = () =(5)

g) Langfristig nimmt der Bestand zu, da die sich die Gesamtzahl alle zwei Jahre vergrofiert.

Aufgabe 2

A 00 D) = (%) tiefert die Bedi 4y = 0. Falls x +y = 200 gilt, folgt x = 160
a) nsatz(o’25 0)'(y)_(y) lefert die bedingung x - 4y = 0. Falls x + y = gult, folgt x =
und y = 40.
b) Ansatz: (00 *)-(5) = (3) liefert das LGS mit (1) - x + 4y = 0 und (II) 0,25x - 0,9y = 0. Di

) msatz.(o'25 0,1)'(y)_(y) iefert das mit (I) - x + 4y = 0 und (II) 0,25x - 0,9y = 0. Dieses

LGS hat offenbar nur die im Sachzusammenhang unsinnige Losung x =0 und y = 0.

9= (525 01)" (o)~ () =(5)

d) Ansatz: (Og c 041) - C) - (%) = (i(,) ergibt das LGS mit (I) - x + 4y = 2 und (II) 0,25x - 0,9y = 2.

Dieses LGS hat die eindeutige Losung x = 98 und y = 25. Die stabile Verteilung des Prozesses be-
sor= _ (98

tragtp = (25).
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Aufgabe 3
0 0 20
@Uz(&% 0 0)
0 02 O

20

0.25 ° 0.2

360 120 80
b)pi=U-pg={20 |;p2=U-p = 90 ;ﬁ’=U-E’:<30>:ﬂ’

6 4 18

0 4 0 1 0 O
uU?=| 0 0 5);U3=|0 1 0] Esgilt:p, =U?-pyundpz =U3-py =Py
005 0 O 0 0 1

Aufgabe 4

0 0 v
a)U=<a 0 0)
0 b 0

0 4 0 abv. 0 0
b)U?=( 0 0 5);U°=( 0 abv 0 |
005 0 O 0 0 abv

Fiir a-b-v =1 reproduziert sich die Ausgangspopulation, fiir a-b-v <1 stirbt die Population lang-
fristig aus, fur a-b-v > 1 wichst die Population unbegrenzt.

0 1 4
oT-= <O,5 0 0 )
0 025 0,2
Jedes zweite Tier der ersten Altersstufe {iberlebt das erste Jahr, jedes vierte Tier der zweiten Alters-

stufe tiberlebt das zweite Jahr. In Altersstufe 3 tiberlebt jedes fiinfte Tier ein weiteres Jahr. Jedes Tier
der Altersstufe 2 bekommt ein Junges, jedes Tier der Altersstufe 3 bekommt vier Junge.

d) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier fiinf Jahre tiberlebt, betragt 0,5-0,25-0,23=0,1 %, d. h.,
nur jedes 1000. Jungtier tiberlebt mindestens fiinf Jahre.
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5 Kontrollaufgaben

Ohne GTR
Aufgabe 1
. A (3x3) B (1x3) C (3x1)
35 75 26 71
A (3x3) (3,8 11,2 —1,1) nicht definiert ( 11 >
5 -6 257 491
B (1x3) (111 —-68 498,5) nicht definiert (10101)
1 10 100
C (3x1) nicht definiert ( 10 100 1000 ) nicht definiert
100 1000 10000

Die nicht definierten Produkte entstehen, da die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilenzahl
der zweiten Matrix nicht iibereinstimmt.

Aufgabe 2

- . b-
a)S'X:(1ia 1Eb)'(§;):((1—a§':i(1i2b)'xz)

a‘xy+b'x,+(1—-a)x;+(1—-b)'x,=a'x;+b X, +x;—a X +X, —b %, =% +X,

»_(a 057°_,a 05 (a 05 _(a2—0,5a+0,5 0,5a+0,25)_ 10
b) M _(1—a 0,5) _(1—a 0,5) (1—a 0,5) —a2+0,5a+05 —0,5a+0,75 _(0 1)
a2 —-05a+05=1A05a+025=0A—-a%+05a+05=0A-0,5a+0,75=1
©a?2-05a—05=0Aa=-05A-a%*+05a+05=0Aa=-05

a = —0,5 impliziert einen Widerspruch zur Annahme, dass 0 <a<1.

Aufgabe 3

a) Theoretisch ware es moglich, dass der Spieler unendlich oft die ,,0“ dreht und damit seinen Punk-
testand nicht verandert. Im Ubergangsgraph ist dies an den Pfeilen zum selben Zustand erkennbar.

0.5 0,5
7 T 7 = Ql
1 2

0,5

05C 0

b) Dreht der Spieler ,0 -1 - 1” oder , 1 - 0 - 1” betrdgt die dazugehorige Wahrscheinlichkeit jeweils

~+2+> =< Endet das Spiel schon nach zwei Drehungen (der Spieler dreht ,1 - 1%), liegt die Wahr-

2 2 2
1

scheinlichkeit hierfiir bei 7 - - = 3. Berticksichtigt man diese drei Ereignisse, betragt die Wahrschein-

lichkeit fiir ein Spielende nach héchstens drei Drehungen: +2+2 ="

3

05 0 O 1 0,125
Alternative Losung tiber Matrizenrechnung: <0,5 0,5 0) . (0) = <0,375>.
0 05 1 0 0,5



Aufgabe 4

a) Prozessdiagramm:

b) Wahrscheinlichkeitsverteilung der Systemzustande:
wstandze | 7 [ |2z | 2| %
vkamStart1‘_040~0'O
vgnachimin 04 | 04 | 01| 01 | ©
venach 2min | 016 | 0,28 | 017 | 025 | 014

v, nach 3 min | 0,064 | 0,148 | 0,157 | 0,373 | 0,258

¢) Ubergangsmatrix fiir zwei Minuten:

006 0 0 O
028009 0 0
u-u=|017 016 0,25 0
0,25 0,32 0,45 1
014 043 03 0

- OO0 OO

Aufgabe 5

a) U= (o(,)s 8:2)

b) Die jahrliche Uberlebensrate der Jungvogel betrégt 50 %.
Die jahrliche Geburtenrate betragt 80 %, d. h. Jeder Altvogel bekommt 0,8 Junge.
Die jahrliche Uberlebensrate der Altvigel betrdgt 60 %.

‘) (0(,)5 8:2) ' (18100) = (18086); (0(,)5 822) ' (;) - (18100) = (;) - Ggg)

dp=05-06-0,6=0,18=18%

e) ( 0 0’8) . (80) = (8()) = 0,8y = 80 = y = 100; Es miissen zehn Altvogel getotet werden.

0,5 0,6 y y

43
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Mit GTR

Aufgabe 6

075 0 0 0,50 0,01 0,01

a) F; = <O,10 0,90 0) und F, = (0,20 0,60 0,12). Es handelt sich in beiden Fillen um Aus-
0,15 0,10 1 0,30 0,39 0,87

tauschprozesse, da beide Matrizen quadratisch sind, nicht negative Eintrdge und Spaltensumme 1

haben.

b) klar

05625 0 0 0,255 0,0149 10,0149

o F%= < 0,165 0,81 o) und F,% = (0,256 0,4088 0,1784). Diese beiden Matrizen beschrei-
0,2725 0,19 1 0,489 0,5763 0,8067

ben jeweils den Austauschprozess zwischen den Wirtschaftssektoren iiber einen Zeitraum von 20

Jahren.

0,75 0 0 0,04 0,03 0,03 0,0225
d) Modell Fy: Vyg90 = <0,10 0,90 0) : <0,30> = <0 274) V2000 = F; - <0,274) = (0,2496)
0,15 0,10 1 0,66 0,696 0,696 0,7279
0,50 0,01 0,01 0,04 0,0296 0,0296 0,024504
Modell Fa: Vig9g = (0,20 0,60 0,12) : <0,30) = (0 2672) V2000 =F, - (0,2672) = (0,250624)
0,30 0,39 0,87 0,66 0,7032 0,7032 0,724872
Fiir die ersten zehn Jahre scheinen beide Modelle die Realitdt gut abzubilden, fiir die zweite De-
kade weicht Modell 2 gerade fiir den Sektor I starker vom tatsdchlichen Wert ab als Modell 1.

e) F, %% beschreibt den Austauschprozess der Sektoren unter Modell 1 iiber einen Zeitraum von 800
Jahren. Langfristig sterben nach diesem Modell also die ersten beiden Sektoren aus. F,*° beschreibt
die Entwicklung tiber einen Zeitraum von 200 Jahren nach dem zweiten Modell. Hier werden lang-
fristig 75 % Beschiftigte im Sektor III, 23 % in Sektor II und 2 % in Sektor I arbeiten. Realistischer
schein das zweite Modell zu sein, da alle Sektoren weiter bestehen bleiben.

0,50 0,01 0,01 X X -0,50 0,01 0,01 X 0
f) <0,20 0,60 0,12) ' <y> = (y) & < 0,20 -0,40 0,12 > (y) = <0) Mit der zusatzlichen
0,30 0,39 0,87 z zZ 0,30 0,39 -0,13 zZ 0

Bedingung x + y + z = 1 erhalt man mit dem TR (wéhle zwei Gleichung des homogenen LGS sowie

die Zusatzbedingung) die Losungen x =— =~ 0,02, y —E ~ 0,23 und z =— ~ 0,75. Die stationdre
51 221

Verteilung beschreibt eine Verteilung, die sich langfrlstlg einstellt und sich unter dem Austausch-
prozess nicht mehr dndert.

1 0,10 0\? /0,02 1 0,15 0\ /0,02 0,056
g)vTOZO=F32-v—’2020=< 0,50 0) -(0,24):(0 0,25 0)-(0,24):( 0,06)
0 040 1 0,74 0 060 1/ \0,74 0,884

1 020 0\ ,x /x+ 0,20y

h) (O 0 0) . <y> = ( 0 ) Langfristig wiirde unter dem dritten Modell der Industriesek-
0 080 1 zZ 0,80y + z

tor aussterben.

o

0y —> _— 4
i) V2050 = K+ V2020 = K- F3 " - V3000

j) Das Ergebnis wiirde beeinflusst werden, da K und F;* nicht kommutativ (vertauschbar sind).

Denn fiir Gleichheit miisste gelten: K - F3* V2000 = K+ F32 - F32 - Vo000 = F32 - K- F3% - V3000




060 0 O 1 015 0 0,60 009 O
K-F32=<O,40 1 0,40)-(0 0,25 0) (040 0,55 040)

0 0 060 0 060 1

1 015 0 060 0 O
#F32 K= (0 0,25 0) . (0,40 1 0,40) = (
0 060 1 0 0 060

0,36 0,60

0,10 0,25 0,10

0,66 0,15 0,06)
0,24 0,60 0,84

Aufgabe 7

B 8 - ANE elfted)

0.1 0.4 0 0 0]°°° f 0 TolllFYT Y% 0T Y Yoo
0 0.4 0.5 0 0 0 0 0 00
0.5 0 0 00 0 e |« 0 00
0.4 0 0.510 0.8863636364 0.5909 09 0.7954545455 1 0
0 0.02 0 01 o D0.1136363636 0.4090 81 0.2045454545 0 1

MATIVCT] logab| Abs | d/doc |d2/doc2 M= |RRINAT/VCT logab | Abs |d/dox |d2/dxc2 IS RMNAT/VCT logab| Abs |d/dx d2/docIEESN

£ (dFe]Real B B

.4 0 0 0]'™ Ill 4 0 0 0]™% [ .4 0 0 0] 1o
.4 0.5 00 0 .4 0.5 00 1 .4 0.5 00 Io‘
«© 0 00 x| 0 «© 0 00 x| 0 «© 0 00 x| 1
0 0.5 10 0 0 0.5 10 0 0 0.5 10 0
.2 0[01 0 .2 0 o1l o .2 0[01001
I:I [2%2 [3%3 [ mxn] 2X1 [ 3x1 [IZEIME 232 |3X3 [ mxn ] 2x]1 ]| 3x1 I

l%l \.r " | @ u LY 2 | I?l u L]
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.8863636364 0.5909090909 0.7954545455
. 0.1136363636 . 0.4090909091 | 0.2045454545
[2X2 [3x3 [ mxn ] 2x1[3x1 II=SI 2>2[3>3 [ nxn] 2x1[3x] ISl 2>213x3 [ nxn 23] 3x] I

a Uber beide Wege erhalt man: Fiir die Wahr-
scheinlichkeiten a,, a,, a5, von den Zustanden Z,, Z,
bzw. Z, ,irgendwann” ZQ zu erreichen, erglbt sich:

a, = 2> =0,8864, a,= = 05909, a, =2 =0,7955.
Fur die Wahrschemhchkenen b,, b,, ba, von den Zu-
sténden Z,, Z, bzw Z3 ,,|rgendwann“ Z; zu erreichen,

erglbt sich: by, =2 =01136, b, =5 = 0,4091,
by =2 =0, 2045,

LGS fur Absorption in Zy:

(1) a, =01a, +0,5a;+0,4

(2) a,=04a,+04a,

(3) a;=05a, + 0,5

LGS fuir Absorption in Zs:

() b, =0/1b, +0,5b,

(2) b,=04b,+0,4b, +0,2

3) b, = +0,5b,

b Fiir die mittleren Wartezeiten m,, m,, m; (Fig. 1)

45

dafiir, von den Zustéanden Z,, Z, bzw. Z, einen absor-

bierenden Zustand zu erreichen, ergibt sich das LGS
M m;=1+01m, +0,5m;

2 my=1+04m, +0,4m,

(3) my=1 + 0 5 m,

mit der Losung m =1 =261 a,=2 =341,

a; =5 =2,70.



Aufgabe 8
7 0 0
3 2
_[4 0 O —
a)Bpz=|, 1 ,|undBzg=|4 1
0 3 5 0 8
7 0 0 3 2 21 14
b) Ansatz: C = Bpz * Bzg = g (1) 2 '(4 1>= }(2) 387
03 5/ 08 \12 43

Bedeutung von 37: Fiir 1 ME Q benotigt man 37 ME C.

21 14 1330
o= o [12 8 (30\_{[ 760
c¢) Ansatz:X=C'y ©X = 10 37 (50) =1 2150
12 43 2510
1330
AnsatzzK=KT-C-§=kT -2 (025 2 16 3)- éqgg = 43782,50 GE
2510

3 2 70
anmmz<4:Q-@)=(60)@3p+2q=ﬂ»m+q=6a&r:wo@p=1Qq=za
0 8 160

46



