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Lektion 1: Geraden und Ebenen im Raum




1.1 Noch fit? d Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell

Lektion 1: Darstellung von Geraden und Ebenen im Raum

1.1 Noch fit ?0 Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell

Wichtige Merksatze aus der E -Phase

Was ist ein Vektor?

(1) Ein Vektor "A®beschreibt die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B und wird fest-
gelegt durch seinen Betrag (Lange), seine Richtung (parallel zu einer Geraden durch die
Punkte A und B) und seine Orientierung (ablesbar an der Pfeilspitze). A ®reprasentiert un-
endlich viele Vektoren der gleichen Klasse (gleicher Betrag, gleiche Richtung und gleiche Ori-
entierung wie ‘AR

(2) Ein Vektor ‘Hbesitzt einen Gegenvektor - der sich nur um die Orientierung von ‘Bunter-
scheidet. FUhrt man die Verschiebung gemaf dem Vektor ‘Hund dann gemaf dem Vektor -H
hintereinander d urch, kann dieser Gesamtvorgang durch den Nullvektor D beschrieben wer-
den.

(3) Die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B kann auf direktem Wege oder auch durch
aUmwegedo minVemsahibbungeneu weiteren Punkten (z. B. C, D, und E) erzielt
werden. In der Vektorschreibweise gilt dann : AB= AN AR Al A

(4) Die Subtraktion 'H ®Hvon zwei Vektoren ist analog zur Subtraktion bei Zahlen definiert als
die Addition des Gegenvektors, d. h. H .

Rechengesetze fur Vektoren:
Kommutativgesetz der Vektor -Addition: ' ™ ™ H
Assoziativgesetz der Vektoraddition: W ™H ¥ H '™

Distributivgesetz der S -Multiplikation  (rist eine reelle Zahl): "It o & "ItH "It

Spezielle Punk te im Raum

(1) BeiPunkten auf den Koordinatenachsen sind zwei Koordinaten Null.
(2) BeiPunkten auf den Koordinatenebenen ist eine Koordinate Null.

Rechnen mit Vektoren im 3D -Raum

H "H H "H
(1) Vektoren addiert , indem man ihre Komponenten addiert: 'H "H H "H
H "H H "H
H H
(2) Der Gegenvektor von'd  'H lautet H H
'H 'H
‘H "H H "H
(3) Vektorenwerdena k omponent enweisHo SHibt HafH ert
H "H H H
(4) Wird ein Vektor mit einer reellen Zahl r (Skalar, skalare Multiplikation ) mgll_':iplizier,'gl,:s]g kann
dies nur die Lange bzw. die Orientierung verandern. Es gilt dan n: "lt'" "It H "I OH
H "IOH




1.1 Noch fit? d Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell

Der Verbindungsvektor ‘A%zweier Punkte A und B l&sst sich berechnen als Differenz der dazu-

gehorigen Ortsvektoren Rund & AR 'R A In Koordinatenschreibwe ise ergibt sich also mit
den Punkten A(ai/a 2/a 3) und B(bi/b /b 3):

"H H "H H
AR R R H H "H H
H H "H H

Fur die Punkte A(-2/5/4) und B( -4/ -1/5) gilt: A

Die Lange eines Vektors ‘Hist: a =skb H 'H ‘H

Beispiel: 'H t H n n

Will man nun den Vektor bestimmen, der die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor A

hat und die Lange 1 besitzt, dividiert man Adurch seine Lange a und erhalt den sogenannten
-]

Einheitsvektor in Richtung H H v T—|OH
T A,
Beispiel: A ¢t A — - ¢
o o

Spiegelung und Projektion

(1) Bei einersenkrechten Projektion eines Punktesin eine Koordinatenebene wird eine Koordi-
nate des Punktes Null gesetzt, wahrend die anderen Koordinaten unverandert bleiben.

(2) Bei einer Spiegelung eines Punktes an einer Koordinatenebene andert eine Koordinate des
Punktes ihr Vorzeichen, wahrend die anderen beiden Koordinaten unverandert bleiben.

(3) Bei einer senkrechten Projektion eines Punktesin eine Koordinatenachse werden zwei Ko-
ordinaten des Punktes Null gesetzt, wahrend die dritte Koordinate unverandert bleibt.

(4) Bei einerSpiegelung eines Punktesan einer Koordinatenebene &andern zwei Koordinaten des
Punktes ihr Vorzeichen, wéhrend eine Koordinate unverandert bleibt.

(5) Bei einer Spiegelung eines Punktesam Koordi natenursprung andern alle Koordinaten des
Punktes ihr Vorzeichen.




1.1 Noch fit? d Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell _

Aufgabe 1: Skalar und Vektor

a) Es sind folgende sieben Vektoren gegeben.

B E .F L‘__ AN
T G »H | 5 C ]
A D

=" I

(1) Untersuche die oben befindlichen Vektoren auf einen Zusammenhang bezlglich Lange,
Richtung und Orientier ung.

(2) Zeichne die Vektoren 'H BMinit den folgenden Eigenschaften oben ein:

1 Der Vektor 'Hhat die gleiche Richtung wie der Vektor €B&st aberdoppelt so lang.
1 Der Vektor BHst gleich'd -¢ B
1 Der Vektor #ist gleich®™ ¢ B

b) Fasseunter Angabe der Rechengesetze fiir Vektoren den folgenden Vektorausdruck so weit wie
moglich zusammen: Pl hH P P B,

Aufgabe 2: Spat

Im Spat ABCDEFGH ist M der Mittelpunkt der Raumdiagona-

len" (. Die Vektoren AR b, AR "bund AR\ "lb spannen
den Spat auf (vgl. Abb. rechts).

a) Driicke die Vektoren ABhABA¢ BOT AP durch die
Spannvektoren “b, "bund “lpaus und zeige, dassfolgenden

Formel gilt: AB - > “Ib.

b) Seien nunA (4/0/0), B (4/3/0), D (0/1/0) und E (2/1/3).
Ferner sind Punkte R und S die Mittelpunkte der Kanten
%(und " (.

(1) Berechne die Koordinaten der Ubrigen Eckpunkte des Spats sowie des Punktes M.
(2) Weise mithilfe der Vektorrechnung nach, dassdas Viereck ACRS ein Trapez ist.
(3) Zeichne den Spat und den Mittelpunkt M als Schragbild in ein Koordinatensystem.

(4) Gib die Bildkoordinaten der Eckpunkte des Spats ABCDEFGan, wenn er €

i. an der x;-xo-Ebene gespiegelt wird.

ii. an der xz-Achse gespiegelt wird.

iii. am Koordinatenursprung gespiegelt wird.
iv. senkrecht in die x.-xz-Ebene projiziert wird.
v. senkrecht in die x;-Achse projiziert wird.



1.1 Noch fit? d Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell

I 3D
Aufgabe 3: Ballonfahrt *

Die Position eines HeiR3luftballons am Himmel wird durch drei Koordinaten 8 Osten, Norden, H6he

0 (jeweils in km) bestimmt (der Ursprung ist der Tower eines Sportflugplatzes). Die Flugrichtung

hangt vom Wind ab, dessen Richtung durch einen Vektor angegeben wird (jede Komponente in

km/h). Der Ballon startet im Punkt (2| 2|0) und wird direkt beim Steigflug vom Wind erfasst und
o

fahrt eine Stunde in Richtung ¢ . Da HeiBluftballons nicht héher als 3 km fliegen dirfen, macht
o

der Ballonfahrer den Brenner aus, und der Ballon gleitet flr zwei Stunden in Richtung ¢ .Von
p

[0) o

dort fliegt er 30 Minuten in Richtung 1 .Dann éndert sich der Wind auf p . Nach zwei wei-
I

teren Stunden ist er gelandet.

a) Bestimme, an welchem Ort der Ballon schlief3lich landet und berechne die Entfernung des Zie-
lorts vom Startpunkt.

b) Untersuche, wie viele Kilomet er der Ballon insgesamt zurlickgelegt hat.

c) Stelle die Situation im Modell dar. Uberprife die Ergebnisse aus denAufgabenteil b) und c)
durch eine Messung. [Der Aufstieg des Ballons kann mit einem Stab dargestellt werden; von
dort an mit Gummibandern weiter arbeiten (1 km pro Einheit).]

Weiterfilhrendes zum Umgang mit dem 3D -Modell

A6
Aufgabe 4: Versicherungsbetrug 2

Am 1. April 2008 meldete sich beider Lloyd -Versicherung in London ein Vertreter der Never -Come-
Back-Airline. Er gab vor, dass der Flug NCB 123 auf dem Weg von Sidengland-International -Air-
port (0]0]|0) nach Havanna (Kuba) iber dem Bermuda-Dreieck abgestirzt sei. Da die Never-Come-
Back-Airline bereits in den vergangenen Jahren oft durch dubiose Geschéftspraktiken aufgefallen
war, werden die Angaben der Fluggesellschaft besonders kritisch begutachtet. Stutzig macht auch
die Tatsache, dassaul3er dem Piloten kein Mensch an Bord gewesen sein soll. Von der internationa-
len Flugiberwachung lasst man sich die automatisch Uber Funk durchgegebenen Flugdaten des
vermisst en Fl uges dur c Rugkaldbreano wuf@en $olgenderlugbewegungen aufge-
zeichnet:

TTT OTTT p T p T

Kursvektor OTT p T p T QT
Lt Lt T 1Lt

Dauer 10-11 Uhr 11-13 Uhr 13-14 Uhr 14-17 Uhr

Die Kursvektoren geben die jeweili ge Geschwindigkeit (km/h) in 6stlicher und nérdlicher Richtung

uber dem Boden an.

1 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED,
2 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhilsen 2017, 32.

Appelhilsen 2017, 28.




1.1 Noch fit? d Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell _

a) Prife, ob ein Versicherungsbetrug vorlag.
b) Stelle die Situation mit dem 3D -Modell dar.
c) Stelle eine Projektion des Fluges in die xix,-Ebenegrafisch dar.

[Darstellung im Modell: Man kann die Vektoren direkt mit einem wasserlgslichen Folienstift auf
die x1x>-Ebene zeichnen (100 km pro Einheit)]

3D
k’é\) Aufgabe 5: Skulptur 3

Anlasslich des Jahres der Mathematik 2008 will die Mathe-AG der Schule eine Mathe-Skulptur auf

dem Schulhof errichten. Es soll ein grof3es Dreieck ausStahlrohren um bzw. durch eine bestehende
Betonwand gebaut werden. Titel des Kunstwerks: a Rec ht er Wi nkel 0. Die AG h
einen Grundriss angefertigt. Nun begi nnt das Rechnené

2Zm

4dm

Gesamthohe: 3,75 m

a) Berechne, wie lang die einzelnen Rohre sein mussen.
b) Begrinde, ob die Skulptur ihren Titel zu Recht tragt.

c) Stelle die Situation im Modell dar. Dabei kann die Betonwand z. B. bei entsprechender Wahl des
Ursprungs durch die x 1x3 8 Ebene reprasentiert werden. Die Dreiecksseiten, die dann im Ur-
sprung beginnen, werden auf der x1x, 8 Ebene aufgezeichnet bzw. mit einem Draht eingeflgt (1
m pro Einheit). Die L&ngen kdnnen nachgemessen werden; die Winkel nur zum Teil.

3 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED,  Appelhilsen 2017, 30.



1.2 Darstellung von Geraden im Raum _

1.2 Darstellung von Geraden im Raum

Aufgabe 1: Informationstext und erste Beispiele von Geraden im Raum
a) Lies den folgenden Informationstext und erstelle eine kurze Prasentation.
b) Bearbeite anschlie3end die beiden Beispiele. Notiere mdgliche Unklarheiten.

Bei der Darstellung von Geraden im Raum haben wir zwei Mdglichkeiten, um eine Gerade g fest-
zulegen:

(1) Es sind zwei Punkte vorgegeben.
(2) Es sind ein Punkt und eine Richtung vorgegeben.

g A

_ I

Festlegung mit zwei Punkten |

Um zu einem beliebigen Punkt X zu gelangen, startet man vom Ursprung zu einem Geradenpunkt
G und von dort mit einem Vielfachen des Vektors ®zum Punkt X. Daher gilt die wichtige Gleichung:

® '0 1{0 0

A= [ l o
[A=3] Tn=38]

| bk

Merke: Ist G ein beliebiger Punkt der Geraden g und Gein Vektor in Richtung g. Dann nennt man
Q@® '® 1 tOeine Gleichung von g. G heiRt Aufpunkt ,'PStitzvektor , ®Richtungsvektor und 1
der Parameter der Geradengleichung.

Zwei erste Beispiele:

. T i pT T
a) G(10/24)und & ¢ Y@@ ¢ 1t ¢
G T C
s Pe 0 pT . ¢ pm
b) A(6/4/2);B(16/ -L7)Y & 1B "™ 1B 5 1 bY@ 1 1t o
X C v 4 v

Wir lernen nun, dass dieselbe Geraded im Gegensatz zur Normalfor m y = mx + b in der Ebene o
beliebig viele Geradengleichungen besitzen kann.

Betrachte dasfolgende Arbeitsblatt und erlautere die vier Félle. Fille die Licken aus.



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

G (10/2/4) heil3t Aufpunkt
X,
p T

B— P ¢ heiRt Stitzvektor
[i=3a)
‘ e T
<> 6 ¢ heilt
X, q

Richtungsvektor

Gllol214)

kl Anderer Aufpunkt Q (6/4/2)

Gleicher Richtungsvektor

Giuol2l4)
PFil#l=11T)
Quan4ile)
Riziglo)

Anderer Aufpunkt R (2/6/0)

Anderer Richtungsvektor

Gilolzi4)y
Pgl-11T)
Qialarn
Rizlglm

#i° awiain
R{zigl0)
p T T p T
1 m & ¢ mO ¢ ¢ t ' pHACHt NC
T C T
. pmt. T po
1 pht & ¢ phO ¢ pt Op& pIx " C
T q X
] pt &
] Ct &
3 ofmdx © Gda
Merke:

1 Alle Richtungsvektoren sind parallel .
9 Man nennt siekollinear .

9 Sie unterscheiden sich nur um einenVorfaktor .

Gleicher Aufpunkt G (10/2/4)

Anderer Richtungsvektor

g
- ¢ T
_ () O ¢
. S A

GII01214)
PULBI=11T)
QB4
RiZI&10)

10



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

3D S
féNAufgabe 2: Schon fit?

a) Lies in der folgenden Abbildung die Koordin aten der Punkte A bis O ab.
b) Zeichne Geraden durch die Punkte K und O sowie K und N in das KOS ein.

c) Bestimme fir die beiden Geraden unter b) jeweils eine Gleichung einer Geraden durch Able-
sung und durch eine Rechnung (vgl. Kasten unten).

d) Gegeben sei dieGerade g, die durch die beiden Punkte P (2/1/2) und Q (-1/4/ -4) verlauft.

a) Untersuche rechnerisch, in welchem Punkt die Gerade g die xix.-Ebeneschneidet.

b) Stelle die Gerade g im 3D-Modell dar und Uberpriife das Ergebnisaus (1) am 3D-Modell.

X3
]\ A\\% — A (-4/0/5)
B C B (0/0/5)
"--- C
D //.“
N e D
PR e
[ SR _ E
TN s
— N F
S N c
S ocs Yo BN H
Nt NN D
" — L ’- <N |
e AN I o S W N
XZ : 1 LN : ‘L“ K
P .'.=- N L
/// ﬂ N X M
/__.,,——/— N N
- N 0
N ™No
AN
Ablesung: Rechnung:
T T T T
C d® o 1t o Cd® B _t%» % _t © B o 1t o
T q Tt C
n P n P
C d® i tt C o9 ®» tt+Pp ® tt /P $ i tt 1
S S C S
C 9@ ut
] %]
oa t Qi@ 1t Dy v 1 T~ 0
T g 1
Die Gerade g schneidet diexix,-Ebenein

11



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

e) Weitere Ubungsaufgaben zur Darstellung von Geraden im Raum: 4

f)

(1) Gib eine Gleichung der Geraden gan, die durch A in Richtung © verlauft.

(i) A(0/3/2) (i) A(2/4/6) (i) A(0/0/0) (iv) A(-1/ -2/ -7)
. q . . P . P
6] C 0 1 6] C 0 ¢
p ® o X
q T
(2) Sei g gegeben durch g®1 n 1t c.
P p

Berechne die Punkte R, gie zu den Parameterwertenl gehoren:
- prL  mpL prn.  pmm
(3) Stelle eine Gleichung der Geradengauf , di e durch A(1/ 2/ 3) geht v

C o
(i) xa-Achse (i) xs-Achse (iii) Gerade h: &1 C 1t v .
C X

(4) Zeichne folgende Geraden als Schrégbild in einem Koordinatensystem und gib die beson-
dere Lagean.

p v T T

(i) a:: ®1 n 1t m (i) b: : ®¢ p It m
T I T p

. P _ P . P

(iii)c:: @1  wt p (iv) d::®¢ m o ltm
p p p

Arbeite das folgende Beispieldurch und erledige die Aufgaben (1) und (2).

Punkt auf Gerade ?

g 2
Liegen die Punkte P(-61-515) und Q(141017) aufder Gerade g: X = [— 3J+ u
1

Wir setzen die Punktkoordinaten in die Geradengleichung ein

-6 2 4 -8 4
P: |-8|«]-8 1, faBt | -2 |=pnf1
[ p ] [ ] ]+|J.[_2] zusammengeia [ 4 ] Ll[_zJ

u =-2, pafit! Also liegt P auf g und gehort zum Parameter —2.

14 2 4 12 4
: |0 }l=]-3 1 faft 3 |=nl1
Q [ g ) [ ; ]+ il [_2) zusammengefa [ % ] u[_2]

Es gibt keinen passenden p-Wert. Also liegt P nicht auf g.

P . P < _—
(1) Seieng: &1 C At m undh:®z m zt ¢ .
p C v C

Untersuche, welcher der Punkte A(3/2/ -5), B¢1/2/3), C(2/0/5), D(1/1/1) und E(  -1/-2/3)
auf welcher Gerade liegt. Stelle die Situation grafisch dar.

(2) Seien P€7/12/18) und Q(3/ -8/8). Untersuche, welcher der folgenden fiinf Punkte
A(4/ -10/ 7), B(1/-4/ 10), C(-1/0/ -12), D(-9/1 6/ 20) und E(-6/10/17 ) auf der Geraden durch
P und Q bzw. auf der Strecke O 1lliegen. Stelle die Situation grafisch dar.

4 Aufgaben aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie vo n Barth, Krumbacher, Barth (2000)

12



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

I3D
= Aufgabe 3: Darstellung von Geraden am 3D -Modell

Es wird eine Gerade g im 3D-Modell dargestellt (1 Kéastchenlange entspricht 1 LaAngeneinheit)

d)

e)

X3
A

Stelle die Gerade im 3D-Modell mit Zahnstochern und Gummibander dar.
Gib eine Gleichung fir die Gerade g an.

Ermittle die Gleichung einer zweite Gerade h, die mit der Geraden g im 1 Quadranten des 3D
Modells einen Schnittpunkt S besitzt. Stelle die Gerade h im 3D-Modell dar.

P Y o P
Seien die beiden Geradendd® mn Rrt ¢ und AR ¢ st T gegeben.
T P P T

Bestimme mithilfe des 3D -Modells den Schnittpunkt der beiden Geradeneund f. Uberpriife die
Ablesung rechnerisch.

Versuche nun, selber Geraden zu finden, die alle drei Koordinatenebenendwie oben die Gerade
g din Punkten mit ganzzahligen Koordinaten schneider®. Stelle Deine Geraden unter Angabe
der Geradengleichungen im Modell dar und erlauter e Deine Vorgehensweise.

5 Man spricht auch von sogenannten Spurpunkten Si;, $ und Ss, bei denen jeweils die x-, X2- bzw. x3-Koordi-
nate Null ist. Schneidet die Gerade eine Koordinatenachse, dann werden die Spurpunkte mit Si» (Spurpunkt
mit der X s-Achse) Sz (Spurpunkt mit der x »-Achse), Sz (Spurpunkt mit der x 1-Achse) bezeichnet.

13



1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

%

Aufgabe: Alles eine Frage der Logik

Lies den Informationstext und notiere bestehende Unklarheiten.

In Aufgabe 2 f) 5 haben wir am Modell un d durch geometrische Anschauung feststellen kénnen,
dass die beiden Geraden g und h sich im Punkt 3 17¢fu schneiden. Es wird nun rein rechnerisch
der Schnittpunkt ermittelt:

P Y A Y p
QP nm 1t ¢ und E§®t ¢ ttm
T P P T

Dafiir schreiben wir den Vektor &in den beiden Geradengleichungen zunéchst um (Begriinde die
Umformung):

p Y p ol
QP m 1t ¢ ¢!
T p T 1
. o . P o1
Ed® t ¢ f(tm S
p T PT
Der Ortsvektor 8Pdes Schnittpunktes S muss durch beide Geradn beschreibbar sein:
p ol o 2 p ol o
8b ql G oder ohne Index: ® @ ¢} G
T ] p Tt a T} P T
Nun muss man das folgende ungewohnte LGS (3 Gleichungen mit 2 Unbekannten) l6sen:
) ol 1t ¢ Ldsungsstrategie fur das LGS: Bestimme fir zwei Gleichungen die Unbe-
; ;Cl)l G { kannten } und { und setze die beiden Lésungen in die dritte Gleichung ein.
T o
() liefert 1 p. Setztman} pin(l) einerhdltmant p.
Diese beiden Gleichungen mussen (lll) erfllen: Hinweis: Ware die letzte Aussage
p T("D deahr) falsch, yvéiren _die peiden Geraden g
. und h windschief! (siehe unten)
g p pG T

Also:® O n p@ ¢ t+ 3TICh

T p@ v
Nun wo llen wir uns einer systematischen Betrachtung der Lagebeziehung zweier Geraden zu-
wenden. Dabei erhalten wir vier Félle:

parallel nicht parallel
% A
/‘
h Nur im 3D -
H Raum mdglich H
\
G
G
h
g
'gund h sind echt parallel| | gund hsind identisch | | | und h sind windschief | ¢ wod b schneiden sich
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1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

Welche Lage haben g und h zueinander?
P © tbundi digpP &t
Sind die Richtungsvekto ren “bund “bkollinear?
Frage 1 - ; T
Gibteseinkmit > 1 t'H
o . W C . o
@® 10 pudEP (P 1O o @® ' 10 oundEP (P O p
C o P P
®und Osind kollinear,da ® -t@ ®und Gsind offenbar nicht kol linear, da es kein
kgibtmit ® Et@
Ja Nein
parallel nicht parallel
'\'
h,
H
G
g
g und h ain.t_i_(_,\cht p_arqll.(.:_l_: g 'LEnd h s.ir}d id:’:ntisf:h g; u1;ﬂ h siﬁd w-ir;:ls;hie}. :g 'lll:ld_h ;sc?m;:i-(-len sn.h
Liegt der Punkt H auf g? Gibt es einen gemeinsamen Schnittpunkt S
Frage 2 | kann der Stiitzvektor #durch die Stellen beide Gleichungen einen
Gerade g dargestellt werden? gemeinsamen Punkt dar ?
p o p o p S ap >y
@ p 1 p @@ p 1 p @ 1t 1 o 0 0
Lt C n C p P D o
. T w T W p o Eg®
B n t o EP nm t o B o t p ¢ ! pp
Y ) C ¢ P P
T p ol T p ol p ¢l p ot p ¢l p Of
P m p 1 ® m p 1 T ol ot T ol o
p ! S ! p Pt p 3 ¢t
T p okl p it p okl p ¢l o ™ ¢l o ™
m p I+l p m p 1+ 1 p ol t X ol t X
P ¢k 1 mh ¢ ¢k 1 p 1]t om 1t op
Y Es gibt kein ein- | Y Es gibt ein eindeuti- | Y LGS ist nicht [osbar, | Y 1 ot ¢ losen
deutiges ges} da es keine eindeutig! | das LGS eindeutig
Y HIT g YHIg und t gibt. Y S (5/-5/4)
Nein Ja Nein Ja
g und h sind gundh gundh gundh
echt parallel sind identisch sind win dschief schneiden sich
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1.3 Lagebeziehung zweier Geaden im Raum

Grafisch konnen die beiden Geradenpaare der Falle % [:]“[;;] h:'f=[-§]+n[ «;s]
aSchnittpunkto und awi nd: 1 2
stellt werden. Lose die LGS handisch und anschlie-
Rend unter Zuhilfenahme des GTR.

p ¢ p ot P ¢! P ol
T ol ot T ol o
p 1 ¢ p 1 p
)¢l o m )¢l o m
) ol t X ) ol t X
))) t P ))) tom
anaam:¢l oY1l o M adm: ¢l xyY1 ot
Lin (IN): t C Tin (IN): ¢ ofv
lundtin():¢c®& 0O ¢  m(wahr) lundt in(l): ¢cGw oO olw 1 (falsch)
p O v Y Das LGS ist unldsbar
2 1 00 L . _ . .
p o 1 Y Es gibt keinen gemeinsamen Geradenpunkt
t 3 Ul ult Y g und h sind windschief.
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1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

Ubungsauf gabené:

1 X Entscheiden Sie, ob die Geraden g und h parallel bzw. identisch sind.

1
N L 2 o 18 4 L |9 1 o 18 3
a) gix=|2)+r-|4); h:x=|6|+t-|8 b)gx=|7|+r-|3); h:x=|2|+s-|1
3 1 4 2 3 9 0 3
;. 1N 2 .1 -1 < I3 8 L
gx=(1)+r| 2); ix=|1]+r-[-1 dgx=(9)+r-|7); h:x=|4
0 -1 0 0,5 8 0 0

2 [ Zwei der Geraden sind zueinander windschief. Wie kann man sofort erkennen, welche
Geraden dies sind? Begriinden Sie lhre Antwort.

S R

3 X Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und h. Berechnen Sie gegebenenfalls
die Koordinaten des Schnittpunktes S.

o g7 [o) o 3]s w-{1) e 3 b,g:;.t.‘g); w3 e[
out(f)ocli)wr-ileclf]  @ox-[e]ocf3) hx.g-w)ﬂ( )

4 InFig.1sind die Punkte P,Q und R die Mit-
ten der jeweiligen Kanten.

a) Schneiden sich die Geraden g und h oder
sind sie zueinander windschief?

b) Berechnen Sie die Lange der Sticke der Ge-
raden, die innerhalb des ,Daches” verlaufen.

/A(olom) B(018]0) ;
Fig.1
Losungen
0
21 oo
£ 28 =
a 5 £ a4
£ [ g g MY o
= £ T =% § i
., 5 r 9 L oL — %
= e € T # cwwn g -
a c K] bo o XX Ta E ‘g " -
= 3 oo Se > £Ec + ﬁ = — .ﬂ
| £ s m& g Moo £ é S o
2 £ - % = EE = "
= (v} c C8 gu==——m> %= * g v
2 . _3_ =M_E_E i o b h ] It
= T 2 '§ pe28 x c - |+ un
= o ‘m m SR a r ] P~
e = E%: %D.E adec i::ﬂ__.u_.'.__% %t © |
= = = - = c o u u + 0
o, c wnfn £ 2
w. f w8 P T EE3T S9U4GT & E
ES5 -5 a <2 55 o ‘E_‘__r__'_.: £
CEFEY CL g 8 D23 & _* w——E Fmn
) [ ¥ c
G.!,utu_u QL . 35:-': @ D C owwm ]
UJ.—::I..—? tﬂﬁ’g 156 - T T EIqQo__‘_._.:--___--
tDTTVT Y— S5 .FgAR 2 —_— = 5
G EECEC ENQ‘GE-— ~586§ —_ n = i o i
B R BB = 08T “wmwmw ® mx & =/ = F
~T5T8 NKW 5%XS5 mBETS « £ B & @ l©

6 Ubungsaufgaben entstammen aus dem Lambacher Schweizer fiir die QPhase
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1.4 Bewegungsaufgaben

1.4 Bewegungsaufgaben

3D
fé\JAufgabe 1: Darstellung von Flugbahnen im 3D -Modell 7

Die Position eines Segelflugzeugs am Himmel wird durch drei Koordinaten & Osten, Norden, H6he
d (jeweils in m) bestimmt (der Ursprung ist der Tower eines Sportflugplatzes).

a) Der erste Segelflieger startet von einem Berg mit 300 Meter Héhe (0]100|300) und gleitet gleich-
mafig zum Punkt (600|500|0).

(1) Bestimme eine Geradengleichung der Flugbahn.
(2) Ermittle die Position des Fliegers nach einemViertel der Flugzeit.

(3) Stelle die Situation mit dem 3D -Modell dar. [Darstellung im Modell: mit Gummibandern
(100 Meter pro Einheit).]

(4) Zeichne eine senkrechte Projektion derersten Flugbahn in die x 1x>-Ebene.

b) Der zweite Segelflieger startet von einem Beig mit 400 Meter Hohe (200|0]400) und gleitet bis
(600|300|200). Dort dreht er und fliegt zum Landepunkt (200|600|0).

(1) Bestimme jeweils eine Geradengleichung zu den beiden Flugbahnen des Segelflugzeuges
(2) Untersuche, welcher Flugabschnitt langer ist, und gib die Langen an.
(3) Ermittle die Position des Segelflugzeuges nach- der Gesamtstrecke.

(4) Stelle die Situation mit dem 3D -Modell dar. [Darstellung im Modell: mit Gummib&andern
(100 Meter pro Einheit).]

3D
k’é\)Aufgabe 2: Zwei fliegende Modellhubschrauber 8

Zwei Modellhubschrauber fliegen durch ein Zimmer. Der eine Hubschrauber fliegt von der Decken-
lampe A (0]3]2,5) zum Nachttisch B (1]|0|0,5). Der zweite Hubschrauber startet gleichzeitig beim
Punkt C (0]1]2) und fliegt in die Richtung

p
® p (alle Angaben in Metern).
Y

a) Stelle die Situation im Modell dar. [Darstellung im Modell: 1 Langeneinheit entspricht 50 cm.]
b) Zeichne die senkrechten Projektionen der Flugbahnen in der xix.-Ebene.

c) Prufe rechnerisch, ob und ggf. wo und unter welcher Bedingung die Mogli chkeit besteht, dass
die beiden Hubschrauber zusammenstol3en.

7Verandert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhilsen 2017, 3 8, 40.
8 Verandert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 4 3.
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1.4 Bewegungsaufgaben

3D
féNAufgabe 3: Zwei fliegende Modell flugzeuge °

Zwei Modellflugzeuge fliegen Uber eine Wiese. Der eine Flieger fliegt von dem Punkt P1 (10|0]20)
in ein Tal zum Punkt P (50]40| -20). Der zweite Hieger ist startet zur gleichen Zeit in dem Tal beim
Punkt P3(50]0| -20) und fliegt gerade zuriick zu seinem Besitzer im Punkt P4 (30]60|0). (Alle An-

gaben in Metern.)

a) Stelle die Situation im Modell dar. [Darstellung im Modell: 1 Langeneinheit entspricht 10 m.]
b) Zeichne die senkrechten Projektionen der Flugbahnen in der xix.-Ebene.

c) Prufe rechnerisch, ob und ggf. wo die Mdglichkeit besteht, dass die beiden Modellflugzeuge
zusammenstof3en.

I3D
Aufgabe 4: Flugschule10

Eine Flugschule hat die Ausbildung ihrer n euen Flugschuler abgeschlossen und lasst diese das erste
Mal ohne jede Begleitung fliegen. Der erste Schiiler verliert plétzlich die Kontrolle. Sein Flugzeug
gerét in einen 13-sekindigen Sturzflug vom Punkt A (1000| -600|1350) zum Punkt B (0]400|100);
dann hat er wieder alles im Griff. Der zweite Flugschuler setzt gerade zum Start an. Flr den Startflug
von C (600|600|0) nach D (-600] -200]400) bendtigt er 27 Sekunden. (Alle Angaben in Metern.)

a) Uberpriife , ob Kollisionsgefahr besteht.

b) Wenn der Abstand zwischen zwei Flugzeugen weniger als 100 Meter betragt, spricht man von
einem aBeinahezusammenstoCo. Ware dies der Fal I ,
stunden nehmen.

Untersuche, ob der erste Schuler erneut Flugstunden nehmen muss.

c) Die Fluglehrer befinden sich auf dem Flughafen im Punkt (600|600]0). Auf Grund von schlech-
ter Sicht kbénnen sie nur 800 Meter weit sehen.

Prife nach, ob die Fluglehrer das Vergehen des (ehemaligen) Flugschilers tUberhaupt sehen
konnten.

d) Um den ganzen Zusammenhang im Detail rekonstruieren zu kdnnen, werden noch die Ge-
schwindigkeiten der beiden Flugzeuge und die Steigung des zweiten Fliegers bendtigt.

Bestimme die Geschwindigkeiten und Steigung des zweiten Flugzeuges.

e) Stelle die Situation im Modell dar.

I3D
Aufgabe 5: Komm unikationsfehler 11

Zwei Passagiermaschinen durchfliegen eine Wolkendecke (Sichtweite: 500 Meter). Das erste Flug-
zeug befindet sich im Punkt P1(5,5| -2,5|1) und fliegt 120 km/h schnell mit Kurs @

9Verandert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhtlsen 2017, 4 5.
10 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientiert er Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 96.
I Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED , Appelhiilsen 2017, 101.
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1.4 Bewegungsaufgaben

P
Dabeigilt: & v .
C

Ein Fluglotse weif3t den Piloten nach 1,37 Minuten an, den Kurs zu andern und P3(0]|4|3) anzusteu-
ern. Dies kann ein geféahrlicher Fehler sein, denn im selben Augenblick, in dem der erste Flieger im
Punkt P1 ist, befindet sich ein zweiter Flieger im Punkt P 4(-1| -6]4,5) und fliegt auf Punkt Ps(4[4|2)
zu; bei momentaner Geschwindigkeit wird er fir diese Strecke 4,36 Minuten benétigen. (Alle Anga-
ben in Kilometern.)

a) Entscheide, ob Kollisionsgefahr besteht.

b) Uberpriife , ob die Flugzeuge Sichtkontakt haben.

c) Stelle die Situation im Modell dar.

A6
Aufgabe 6: Flugsicherheit 12

aGl ¢ck gehabt! 2?20, denkt sich Herr
densstreifen. Gegen 11 Uhr morgens, in einem Abstand von nur wenigen
Sekunden, ziehen zwei Flugzeuge am Himmel vorbei. Die Bahnen der
beiden Flugzeuge schenen sich zu kreuzen und ware die erste Maschine
nur etwas spater gekommen, ware es dann zu einer Kollision gekom-
men? Durch dieses Ereignis in Unruhe versetzt, erkundigt sich der Mann
nach den gesetzlichen Bestimmungen zur Flugsicherheit. Er erfahrt Fol-
gendes: Der Flugraum ist in kontrollierten und unkontrollierten Luftraum eingeteilt. Bis zu einer
Hohe von 2500 Ful (ftys fliegen Luftfahrzeuge wie Drachen oder Hubschrauber, die nicht von der
Flugsicherheit Uberprift werden ( In der Nahe von kontrollierten Fl ughéafen ist die Héhe auf 1000 ft
abgesenkt.). Uber dieser Hohe beginnt der kontrollierte Luftraum, in dem Flugzeuge einen vertika-
len Mindestabstand von 1000 ft besitzen miissen. Der horizontale Mindestabstand bewegt sich zwi-
schen 3 und 8 NM (nautical miles/ Seemeilen}4und héngt von spezifischen Faktoren wie Flugzeug-
gewicht oder technische Ausstattung ab.

Fotog

e Die Flughafen und das umliegende Gebiet werden vom Tower Giberwacht.
| >~ T Oberhalb von 10000 ft sind Bezirkskontrollen verantwortlich. Die Flug-
| | zeuge bewegen sch auf fest vorgegebenen Flugverkehrsstrecken, @ahnlich
| ) wie Autoverkehrsstralen. Die Strecken sind durch Navigationsanlagen
P am Boden oder durch Koordinatenschnittpunkte gekennzeichnet. Die
Bordsysteme im Flugzeug empfangen die entsprechenden Signale von
T den Bodenanlagen oder via Satellit und fihren das Flugzeug automatisch
: Uber das Flight Management System oder leiten die Signale an den Neben
dem Piloten tragen Fluglotsen die Verantwortung fur die Flugzeuge. Sie
sind wahrend des gesamten Fluges uber denFlugweg informiert. Mit Hilfe von Radarantennen, die
im ganzen Bundesgebiet verteilt sind, wird die Flugstrecke tberwacht. Die Antennen messen in
zeitlichen Abstanden die Entfernung des Flugzeuges zur Antenne, die Hohe des Flugzeuges und
die Richtung als Winkel. Die Daten werden vom Computer in drei Koordinaten & Norden, Osten,
Hohe & (jeweils in Kilometer) Ubersetzt. Das ermdglicht eine Darstellung auf dem Monitor. Auf
Nachfrage erhalt Herr Falk jeweils vier Orte fur die beiden Flugzeuge:

12 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhilsen 2017, 24
131 Ful3 sind 0,3048 m
141 Seemeile sind 1,852 km
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1.4 Bewegungsaufgaben

Flugzeug/Zeit 11:0000 11:00:20 11:00:40 11:01:00
Boeing 767299 (1/-2/8,3) (3/0/9,3) (5/2/10,3) (6/6/10,3)
Douglas DC 10-30F | (0/2/7,3) (2/1/8,3) (4/0/9,3) (6/ -1/10,3)

a) Untersuche, ob Herr Falk zur recht beunruhigt ist.

b) Gib weitere im Sachkontext sinnvolle Fragestellungen an und beantworte sie.

c) Stelle die Situation mit dem 3D -Modell dar.
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1.5 Projektionsaufgaben

1.5 Projektionsaufgaben

A6
Aufgabe 1: Cam Carpets1>

Rechts und links vom Tor befinden sich sogenannte Cam Carpets (Werbeteppiche). Sie sorgen mit
ihrem dreidimensionalen Effekt dafir, dass Werbebotschaften optisch aufstehend erscheinen, ob-
wohl sie flach auf dem Boden liegen.

Die folgenden Abbildungen und die Abbildung oben rechts zeigen deutlich, dass die Schrift auf den
Cam Carpets verzerrt erscheint. Der Effekt, dass dieseBuchstaben im Fernsehen wie aufrechtste-
hend wirken, beruht auf einer optischen Tauschung.

5 1dee von Klaus Gerber, Abbildungen von Gunther von Stein, Fotos: www.stadionwelt.de .
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1.5 Projektionsaufgaben

a)

Erklare, wie es zum 3D-Effekt und der damit verbundenen optischen Tauschung kommit.

Im Rhein-Energie-Stadion des 1. FC Kdln hat die Kamera diePosition P (55,8/-53/32) und die linke
obere Ecke des Buchstabens Tes Wortes VICTORIA ist Q (2,8/0/1) (alle Einheiten in Meter). Nun
soll der Buchstabe T unter der Projektionsrichtung von P nach Q in die Xi-xo>-Ebene (der Boden)
projiziert werden. Dabei w ird fur alle Punkte des Buchstabens T zur Vereinfachung die Projektions-
richtung von P nach Q angenommen. Man geht also davon aus, dass es sich um eine sogenannte
Parallelenprojektion handelt.

b)

c)
d)

e)

30 S
fé\l Aufgabe 2: Cam-Carpets mit dem 3D -Modell

Nun soll der Buchstabe T des Wortes VICTORIA auf den - ‘ | e
Boden neben dem Tor projiziert werden. Das T wird inei- | | ||
ner neuen Modellierung bestimmt durch die Punkte =T | L
A(3/0/1,5), B(4,5/0/1,5), C(4,5/0/1), D(4/0/1), E(4  /0/0), s
F(3,5/0/0), G(3,5/0/1), H(3/0/1). = e

a)

b)

c)

Fertige zunachst eine Skizze (keine Zeichnung!) der Situation an.
Berechne die Projektionsrichtung von P nach Q.

Berechne die Koordinaten des Projektionspunktes Q”, der entsteht, wenn man die Q unter der
Projektionsrichtung von P nach Q in die x 1x>-Ebene projiziert.

[Tipp: Stelle die Projektionsgerade durch die Punkte P und Q auf und berechne den Spurpunkt
S; dieser Geraden.]

Berechne die Koordinaten der Projektionspunkte R” und S” der rechten oberen Ecke R (3,8/0/1)
und der rechten unteren Ecke S (3,8/0/0,75) unter der gleichen Projektionsrichtung wie unter c).

Zeichne die Punkte in ein Koordinatensystem und 1\,7‘{ i

stelle die Eckpunktes des Buchstaben Tmit einem was- Ll
serloslichen Stiftim 3D-Modell dar. Lt
) v
Die Projektionsrichtung ist ndherungsweise © v
o

(1) Gib die Gleichung der Projektionsgeraden g durch den Punkt A an.
(2) Berechne die Projektionspunkte A", B", C", D", E", F", G" und H".
(3) Zeichne die Projektionspunkte in das Koordinatensystem aus Teil a).

(4) Stelle das projizierte T mit dem wasserloslichen Stift im 3D -Modell dar.

Die Kamera liegt im Punkt P. Der Punkt P befindet sich auf der Projektionsgeraden g und gleich-
zeitig im 4. Oktanten. Die Entfernung von P zu A ist 20 -mal so grol3 wie die Entfernung von A
ZUA'.

Berechne die Koordinaten des Kamerapunktes P.
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1.5 Projektionsaufgaben

I3D
Aufgabe 3: Wilder Westen 16

In einer neuen Westernparodie alLate Noon" wird ganz klassisch mit diinnen Holzattrappen von
Hausern gearbeitet. Der finale Showdown soll, wie der Name schon sagt, erst spat amTag stattfin-
den, wenn die Sonne sehr tief steht.Dann kommen die Sonnenstrahlen mit der Richtung

) P
6] v .

C
Der Regisseur mochte, dass die beiderDuellanten auf den Punkten P1(4|1]0) und P(2]|1]|0) stehen
und ihr Duell in einer Entfernung von 2 Metern austragen. Die Holzattrappe in der Wiste kann mit
folgenden Punkten beschrieben werden: P3(2|0|0); P 4(2|0|2); P 5(4|0]3); P &(6/0]2); P+(6]0|0). (Alle
Einheiten sind in Metern angegeben.)

a) Skizziere die Szene undoder stelle die Szene im 3D-Modell dar. Beschreibe die Probleme, die
durch diese Konstellation auftreten kdnnten.

b) Prufe nach, ob die Kdpfe der 1,7 Meter hohen Duellanten im Schatten liegen und erlautere Dei-
nen Losungsweqg.

8 EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhtilsen 2 017,58
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1.6 Geradenscharen |EZZ3IN

1.6 Geradenscharen

%

Aufgabe 1: Allgemeiner Geradenpunkt und Punkteschar 17

(1) Arbeite den folgenden Informationstext zum allgemeinen Geradenpunkt und zur Punkteschar
durch und erl edige anschlieRend die Ubungsaufgaben.

Allgemeiner Geradenpunkt

Manchmal ist es nutzlich, mit dem allgemeinen Geradenpunkt zu arbeiten. Sein Ortsvektor ergibt
sich, wenn man die rechte Seite der Geradengleichung zusammenfasst. So hat von

C q ¢ ¢}
(@)Y o } p derallgemeine Punkt @ den Ortsvektor 8P o 1.
p p p !
¢ 4
—_— 2 2 -
X = [-g]ﬂ-[}] | allgemeiner Punkt X;(2 +2A|-3 +A[1+2)

Mit dem allgemeinen Punkt findet man zum Beispiel bequem den Punkt P auf g, der 5 Einheiten
Uber der x1xo-Ebene liegt. Fir ihn gilt x3 =5, also 1 + =5, alsol = 4.

p T
Eingesetzt in GPergibt sich folglich &P p . Ergebnis: P (10/1/5) (vgl. Abb. oben) .
v

17 Alle Abb ildungen sind aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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1.6 Geradenscharen ECN N

Punkteschar

Kommt ein Parameter in den Punktkoordinaten vor, so spricht man von einer Punkteschar, zum
Beispiel Py(3+a/2a/3 da). Um herauszufinden, ob die Schar R, eine Gerade bildet, fasst man R als
allgemeinen Geradenpunkt auf und versucht, den Ortsvektor 0Pso zu zerlegen, dass eine Geraden-
gleichung entstent.

o A o A o P o P
0P ¢ A m ¢A m AD ¢ .DiePunkte P.bilden die Gerade@® mn AD ¢ .
o A o A o p o p

In der folgenden Abbildung ist dieser Sachverhalt zur Punkteschar dargestellt.

Punktschar Pa{3+a12a|3—aﬂ T = {3]+a[ %]

%

X v
(2) Gegeben seen die Gerade I ,, v K ¢ und die Punkt e A(ava 2/8), B(-12/k/ -k),
T o

C(c/1/1), D(2k/ -3k/Kk), E(4k 6 3/1/2K).
(1) Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E, so dass diese Punkte auf g liegen.

(2) Ermittle fur die Punkte B bis E Geradengleichungen und interpretiere die Bedeutung dieser
Geraden in Bezugauf die Gerade g und die Ergebnisse von Aufgabenteil (1).

(3) Erlautere, welchen geometrischen Ort die Punkteschar fur A bildet .

(3) Untersuche, ob die Punkte P, auf einer Geraden liegen. Gib ggf. die Gleichung der Geraden an.
(D0 p ¢k xXKp cA (2)0 cAcn¥ 9 A (3) 0 Arprm

40 p Ap ATA p (5) 0 ATATA p (6) 0 —TrT-
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1.6 Geradenscharen XN

Aufgabe 2: Parallelenschar und ebenes Geradenbtischel

a) Arbeite den folgenden Informationstext zur Parallel enschar und zum ebenen Geradenbischel
durch und erledige anschlieBend die Ubungsaufgaben.

Kommt in einer Geradengleichung au3er dem Geradenparameter (zum Beispiel 1) noch ein Para-

meter (zum Beispiel a) vor, dann beschreibt die Gleichung eine Geradenschar. Zu jedemScharpara-

meter a gehort eine Gerade der Schar. Man kann nun bei einer Schar Wiunsche &uf3ern, sich zum
Beispiel Geraden mit bestimmten Eigenschaften heraussuchen oder den Ort von Punkten mit be-

stimmten Eigenschaften bestimmen. Wir behandeln hier nur die einf achen Falle, in denen a linear

auftritt.

. P A S
1. Fall: Scharparameter nur im Aufpunkt : AG® Al o oA 10 p
o A p

b=t I vrea——

B ¥ X () (]

Ji=2 Parallelenschar

Alle Schargeraden haben denselben Richtungsvektor: f ist eine Parallelenschar. Der Aufpunkt F,

i p . P
liegt auf der Geraden t: ® A o AD oo
o Y

Welche Gerade schneidet die x ;-Achse?

Fiur diese Gerade gilt: ein Punkt Z (0/0/z) der x z-Achse ist auch Punkt einer Schargerade fa. Das
fuhrt zu drei Gleichungen:

p A q T pp ® ¢ ™
c oA 1 p MY (O OW _ T
o A P U o 0 ®© o]

Die Gleichungen (1) und (2) liefern mitdem GTR a=-1und _ Tt Eingesetzt in die dritte Gleichung
erhalt man z = 4. Also schneidet f; die xs-Achse im Punkt Z (0/0/4) mit dem Parameterwert _ Tt
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1.6 Geradenscharen EZEJIN

RS A p
2. Fall: Scharparameter im Aufpunkt : C d® At n tOcAc.
C A
X —
\ o, b k= (oo
b \‘\\_1_@ ebenes Geradenbiischel

Alle Schargeraden haben denselben Aufpunkt G (2/0/2) . Die Punkte, die zum Parameter
t  pgehoren,liegen auf der Geraden e mit

. q A p ¢ P p PP
A@Ap m pOcAcg m  AD ¢ C ¢ AD g .
q A q p Tt C p

Die Schar g.ist also ein ebenes Gera@gnbiischel mit G (2/0/2) als Tragerpunkt.

Welchen geometrischen Ort bilden die Spurpunkte in der x  1xo-Ebene?

Ausxz=0folgt¢ tA T Fira=0 ergibt sich ein Widerspruch 2 = 0. Die Gerade g hat also keinen

Spurpunkt in der x 1x>-Ebene, sie ist daher echparallel zurx :x>Eb ene. F¢rif a.Eberdgbt f ol gt
sich fur den geometrischen Ort der Spurpunkte 3 B . _ T -O 1 . Der geometrische
1t s
s
T p
Ort ist die Gerade mit der Gleichung s: & J T 1 O ¢ ohne den Aufpunkt (4/4/0), weil der
Tt Tt
Parameter] - nicht Null sein kann.
. . pT X
b) SeiC d® At q to A
C p

Bestimme a so, dass die Schargerade
(1) parallel ist zur x1x3-Ebene.

(2) durch den Ursprung geht.

(3) durch W (w 4/ -4/ 5) geht. Ermittle W.
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1.6 Geradenscharen EEIIIN

‘ . [l T A
c) SeiE d® At T to v .
pp po @A

Bestimme a so, dass die Schargerade
(1) parallel ist zur x1x>-Ebene.
(2) die x2x3-Ebene nicht schneidet.
(3) durch den Ursprung geht.
(3) die xs-Achse schneidet. Ermittle den Shnittpunkt.
d) A (a/-2/3) und B (a + 4/0/5) legen eine Schar k, von Geraden fest.

Bestimme die Schargeraden, welche die Koordinatenachsen schneiden und berechne die
Schnittpunkte.
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

3D (S
k’é\)Aufgabe 1: Unterschiedliche Darstel lungsmadglichkeiten einer Ebene 18
a) Leseden nachfolgenden Informationstext und bearbeite am Ende die Ubungsaufgaben.

Wie kann eine Ebene im Raum eindeutig festgelegt werden?
Eine Ebene kann auf unterschiedlichen Arten eindeutig festgelegt werden:

Ein Punkt und zwei Richtungen (zweier nicht kollinearer Vektoren)
Drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen

Eine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Geraden liegt

Zwei echt parallele Geraden

Zwei sich schneidende Geraden

=A =4 =4 =4 =9

Ein Punkt und zwei Richtungen (z weier nicht kollinearer Vektoren)

Eine Gleichung einer Ebene beschreibt die Ortsvektoren®aller Ebenenpunkte. Fir diese Beschrei-
bung eignet sich die Festlegung durch einen Punkt und zwei Richtungen am bes_t_en. Man wahlt

einen Punkt A der Ebene E alsAufpunkt und zwei nicht kollineare Vektoren ®und Oals Richtungs-

vektoren, die parallel zur Ebene liegen. Der Ortsvektoren & eines beliebigen Ebenenpunktes lasst
sich darstellen als Summe von!Pund einer Linearkombination der Vektoren ®und Q. Man erhélt

die Gleichung &1 D 13D { 381R heiRen Parameter des Punktes X. Die Gleichung heif3t
Parametergleichung oder Punkt-Richtungs-Gleichung der Ebene E.

Jeder Punkt der Ebene ist eindeutig durch das Parameterpaar {7 ) festgelegt. Der Punkt A und die
Richtungsvektor en ®und Gbestimmen in der Ebene ein (meist) schiefwinkliges Koordinatensystem
mit A als Ursprung und ( 371 ) als Punktkoordinaten.

Merke: Ist A irgendein Punkt der Ebene E und sind ®und Gzwei zu E parallele, nicht kollineare
Vektoren, dann nennt man E:/p N R Tb Jb( i N R) eine Parametergleichung von E.

A heiRt Aufpunkt , 'PheilRt Stiitzvektor , ®und GheilRen Richtungsvektoren , 1t heiRen Parameter
des Ebenengleichung.

18 Alle Abbildungen sind aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

o
Beispiel: Bestimme eine Parametergleichung der Ebene E mit dem Stitzvektor ! m und
p

. S .6

den nicht kollinearen (warum?) Richtungsvektoren ® p und® o .
p C

v AP N o 9
Zu} pundt c¢gehértp N P 0 o)

Also gilt: P(5/7/2) liegt in der Ebene E.

Wie lauten die Koordinaten des Punktes Q, der in der Ebene E aus dem Beispiel liegt?

Vergleiche dazu die folgende Abbildung

b) Gib eine Parametergldéchung der Ebene E an, die den Punkt P(-2/1/7) enthalt und von den

. S 3 o
Vektoren ® p undO® v aufgespannt wird.
o p
C p C
c) Gib die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene%® 117 p 10x 1O m liegen

o C v
und die Parameterwerte (3Nt fur A (0;0), B (0; 1), C (1; 0) und D (1; 1) haben.

d) Untersuche, ob die Punkte A (1/4/6), B (5/ -7/0) und C (14/2/7) in der Ebene E mit der Para-

Y C
metergleichung %® 11 m 10p tO o liegen, und nenne gegebenenfalls die zu-
o Y C

gehdrigen Parameterwerte ¢ Nt .

e) Ermittle mithilfe der folgenden Abbildungen jeweils eine Ebenengleichung in Parameterform.
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

Bestimme mithilfe der Angaben eine Parametergleichung der Ebene E.

Drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen

Eine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Geraden liegt

| pXpXmt A TifpXp he pXridp

AR R R

ARA R A

g N o 9

—N p b
/)ﬁ*@ @GP n 1D p D piplp
'.) =Gx T p
¢eBEE €&

P N

Zwei echt parallele Geraden

Zwei sich schneidende Geraden

p Y
@@ m 10 p
T p
T p
h:® n tO p
p

(Warum sind g und
h echt parallel?)

Tt

Y

m 10 p
T Y
Tt
Tt

esicy

Y
top

11
(Warum haben g und

h einen Schnittpunkt?)

h: ®

©
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

f) Bestimme eine Parametergleichung der Ebene Egc durch die Punkte A, B und C, wenn
(1) A (2/1/3) , B(-1/0/5) und C (2/ -7/3). (2) A (2/1/ -3),B 7/-1/5) und C (-3/3/ -11) (V)

g) Gib eine Parametergleichung der Ebenean, die festgelegt ist durch
(1)U (2/0/ -1), V (0/0/0) und W ( -2/ -4/1)

p C
@)P@/2/-1),@d® n 10 ¢
i p
p C R Y p
RGP m 10 ¢ undEP 1w 1O ¢
T p T Y
p C . o q
AP m 10 ¢ undBHP 1 (O ¢g
T p T p
Y P X ¢
h) SeienQ® C 10 1 und AP C O o
X pC p w
Bestimme die Parametergleichung der Ebene E. die g enthalt und parallel zu f ist.
T p
i) SeienA3/0/2)und P p 10Tm.
o p

Bestimme eine Parametergleichung der Halbebene H, die den Punkt A enthalt und von der Ge-
raden g begrenzt wird. Fertige eine Zeichnung im Koordinatensy stem an und/oder stelle die
Situation mit dem 3D -Modell dar.

30 IS
k’é\) Aufgabe 2: Schoner Wohnen 19

Sabine ist unzufrieden mit ihrem Zimmer. Der hohe Raum in der Altbauwohnung gibt zwar ein
luftiges Wohngefihl, aber die alte Zimmerdecke sieht schon ziemlich runter gekommen aus. Ein
Foto in einer aSchéner Wohnend Zeitschrift hat ihr gut gefallen: Dort hat jemand die Decke mit ei-
nem grof3en Tuch abgehangt.

SabinesZimmer ist 3 m breit, 3 m lang und 3,5 m hoch. Sie hat ein Bild im Kopf, wie es in ihrem
Zimmer kiinftig aussehen soll: Sabine méchte ein grof3es Tuch zwischen digier Zimmerecken span-
nen. Es soll dabei aber nicht parallel zum Boden befestigt werden, sondern so, dass der Eindruck
einer in beide Richtungen gekippten Zimmerdecke entsteht.

Zur Umsetzung ihres Plans hat Sabine indrei der vier Zimmerecken jeweils Befestigungslocher in
unterschiedlichem Abstand zur Decke gebohrt: 0 cm,50 cm, 100 cm und 200 cm.Beim Anbringen
des Tuchs ist es ihr jedoch nicht gelungen, inreVorstellungen umzusetzen: standig liegt d as Tuch in
Falten @ hat sie etwas falsch gemacht?

a) Begrinde, warum das Tuch in Falten liegt. Gib die H6he der vier Befestigungspunkte an, damit
das Tuch nicht in Falten liegt. [Zur Kontrolle: Verandere die Bohrung von 200 cm auf 150 cm.]

b) Untersuche, welche Form das Tuch hat Bestimme Flacheninhalt, Umfang und Innenwinkel .
c) Bestimme weitere Befestigungspunkte des Tuches an der Wand.
d) Gib einen Term an, der einen beliebigen Punkt des Tuches vektoriell beschreibt.

e) Stelle die Situation mit dem 3D -Modell dar. [Darstellung im Modell: 50 cm pro Einheit. ]

19 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 47.
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade

3D
k’é\)Aufgabe 1: Lagebeziehung von Gerade und Ebene

Sind eine Gerade gg® O '® O3Bund eine Ebene%d® P % OO CDemit den reellen Zah-
lenr, s, t gegeben, dam gibt es drei mogliche Lagebeziehungen:

(1) Die Gerade g und die Ebene E haben einen Schnittpunkt S.
(2) Die Gerade g liegt in der Ebene E.
(3) Die Gerade g ist parallel zur Ebene E.

a) Im Folgenden wird gezeigt, wie man rechnerisch zeigen kann, welcher Fall vorliegt.

Vollziehe die Rechnungennach und stelle die Situation mit dem 3D -Modell dar.

1. Fall: g und E haben eine Schnittpunkt S:

R p . b R T . P NS
QP O nm OO p und %P TP mnm OO o @ p
T p q C p

Gleichsetzen der Terme fur den Geraden und Ebenenvektor liefert ein System von drei Gleichungen
mit den Unbekannten r, s und t, die mit dem GTR geldst werden kénnen:

p . b T ) Y .S PP CQ Y o
m OO p mnm OO o @D p ¥ p G p T O phO 1O p.
T p C C Y p Q p C 0 0 c
Setzt man z. B, r = 1 in g ein, dann folgt fur den Schnittpunktd® & p m pIp p .
T p o

Also: S (2/1/3).

2. Fall: h liegtin E

. . m . C o T ) p A C
Ed® O T 00 1t und %@ OP n OO o @ p
S p S q p
Gleichsetzen der Terme fir den Geraden und Ebenenvektor liefert :
m O T ) p A C G p C T
T 0O 1 nm OO o @@ p ¥ 1T 0 p T
q p q q p P C P s

3x3 LGS hat unendlich viele Losungen. Also liegt die Gerade h in E.

3. Fall: f verlauft parallel zu E

. T . P . T I ¢

O m O p und%®AP mn OO o @ p

T T q q P
Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden und Ebenenvektor liefert:
T R P T . P . q p P q 1
m OO p n OO o D p ¥ p o p )
T T q q p m Q p q

3x3 LGS hat keine Losungen. Also liegt die Gerade h parallel zu E.
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade EEIIIN

Die folgende Abbildung stellt die Situation grafisch dar. Dabei konnen die angegebenen Punkte, die
alle in einer der Grundebenen liegen, als Konstruktionspunkte fir die Darstellung mit dem 3D-Mo-
dell verwendet werden.

AX,
16
5
R F
b /'
A //f
32— 5 7
E /7 . -4 C
D, < et
| g-Z
1
P 1 2 3 4 5 6 X
AVE ‘

4 \

N

E!Em
Aufgabe 2: Dusenjet und Segelflieger

Ein privater DUsenjet fliegt auf seinem Kurs entlang einer Geraden g durch die Navigationspunkte
A (0]2|6) und B (3| -4/0). Ein Segelflugzeug héalt den Kurs h durch die beiden Punkte P (4]0|3)
und Q (-2| -6|0). Fur startende Flugzeuge eines nahegelegenerirlughafens ist die Ebene E durch die
Punkte F (0] -5|6) sowie G (2| -1|0) und H (3] -4|3) als Luftraum fur den Linienflugverkehr reser-
viert.

a) Bestimme, bei welchem Navigationspunkt sich ggf. die Kurse der beiden Privatflugzeuge
schneiden.
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade EC N

b) Uberpriife , ob der Privatjet den reservierten Verkehrsluftraum durchquert.
c) Prife nach, ob das Segelflugzeug den Luftraum durchquert.
d) Untersuche, ob sich die Kurse schneiden, bevor die Flugzeuge die Startebenalurchqueren.

e) Stelle die Situation im 3D -Modell dar. Zusatzfrage: Der Punkt H (3| -4|3) liegt nicht in einer
Koordinatenebene. Wie ist es trotzdem mdglich, die Ebene ohne zu Hilfenahme einer Stange
darzustellen?

3D
fé\JAufgabe 3: Noch ei nmal aWwil der Westeno

Der Regisseur der Western Parodie lasst auflhren Rat hin nun den finalen Showdown an einem
anderen Ort spielen. Die einzige schattenwerfende Kulisse in der N&he der Schauspieler ist eine
Kirchen-Attrappe, die mit folgenden Punkten beschrieben werden kann:

P1(1[0]0), P 2(1]0|2), P 3(4[0]2), P 4(4]|0|4), Ps(5|0|6), P ¢(6]0|4), P 7(6]|0[0) .
p

Die Sonnenstrahlen kommen mit der Richtung © C
4

Die beiden Darsteller werden auf den Punkten Pg (3,5|4|0) und P ¢ (1|4]|0) stehen und ihr Duell
austragen. (Alle Einheiten sind in Metern angegeben.)

a) Skizziere die Szene und/oder baue die Szene im3D-Modell nach.

b) Prufe nach, ob die Kopfe der 1,7 Meter hohen Duellanten im Schatten liegen und erlautere Dei-
nen Losungsweqg.

c) Erlautere, wie sich die Situation in den ndchsten Stunden verandern wird.
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Exkurs: Lineare Gleichungssysteme und Gaul3verfahren

Gleichungssysteme lassen sich mithilfe des Gaul3verfahrens lésen. In Anlehnung an die Einfiih-
rungsaufgabe (Gleichungspuzzle ) erhalt man folgenden Algorithmus :

Variablenschreibweise Operation Matrizenschreibweise Operation
) od oD D T o @ g T O p
)) 0@ B @ ¢ )2 P )) o ¢ p T j
) ) P vd LD W pw v v W
) od ¢J O T o ¢ ¢ T
) ) 19 o0 T ) ) D) ¢ T 1T O T j
) ) pv@d v  vd w pv v v w |80 ¢
) od ¢J O T o O 4 T
) ) 19 o 1 Y p)) mT T O T O p 3
))) 19 W prt T 1T ¢ pT
) 0 W D1 Nach x, x, und °c ¢ ¢ T Do
)) W0 02 T x, auflosen n .t o 1 D 1
) ) ) vJd pm m m v pm |sh
) @ - @ -O Vonuntennach| p ¢ - -
Y) @ p TiX @ oben einsetzen| 0 My v p
) ) )D ¢ T T P ¢ |+ @ ¢
@ in |l einsetzen:
@ g2 p mMxde | @ o
Lésung: 9 v Losungsvektor | @ und @ in | einsetzen: @ v
Z q @ - ¢imv -tg 7 C
p
Das lineare Gleichungssystem kann als Produkt von Matrix und Vektor geschrigben werden:
o ¢ ¢ W T
c ¢ p O 0) . Die LOsung heil3t Losungsvektor der Matrix -Vektor-Gleichung.
plv v ) w w

Aufgabe 1.

Lose folgende LGS mit dem GauR-Verfahren. Uberpriife mit dem GTR.

a) 3)(1 - X * 3)(3 = -17 b) 2)(1 - 3)(2 = 2)(3 =10 C) 2)(1_ 3K2+ 3){3 = 4

2){1_)(2_ X3 = -8 _X1+ Xy = X3 = 2 5)(1_ ['”(2+ 3X3=22

X1 Xp + 3x3= -7 Xq - 2xg= 7 —4x;+ 3x,+ 3x3=10
Losung: (g's ‘5°0L 5'6) (@ (&-4-£) @ (L-4-'5-) (@

Die folgende Tabelle gibt einen guten Uberblick tiber die Losbarkeit von LGS :
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Genau eine L6sung Keine Losung Unendlich viele Losungen
p T P X |sO o C o P T P C Y ? |sD ¢
o C T P D P C o P [8O © 3 C p T C 3
G V] T T o ] V] §) T o G PpT
p T Y X 180 ¢ C o P T P C o ® 8O T
T pTop CC ] P C o P 1sD ¢ 3 n v pT p T j
C U T T Tt PT PT ( T o C P T
Y T Y X C o p T P C o ¢
T pT P ¢ qso 3 T X X ¢ [80 ¢ T b pm  pTMSO pj
Tt o C PTSO pTr T pT PT ¢ 3 Tt 0] p T p T
p T P X _ C o p T P C o ¢ _
T pTt p ¢¢sh pm Ll X X C n v prt pmsDhD v
Tt Tt px otT/sSD px Tt Tt Tt ¢ |+ T ¢(f) | m Tt Tt Tt
p T P X P C Y ¢
T P mp Gt T P G q
T T P ¢/t 9 q T T Tt T |t TP ™
@ in nach @ aufgeldste Il einsetzen: | Der letzte Gleichungsblock ist unlos- | g tN s
@ ck mpft ¢ ¢ bar. Daher ist auch der erste Glei-|;y @ ¢ ¢t
@, in nach @ aufgeloste | einset- | chungsblock und damit das LGS un- |y @ ¢ c¢@ ot
zen:@ x T1i¢ ¢ P |6sbar: ® ¢C ¢t ot ¢ t
@ p Z ¢ t
Losung: 9 C Lésung: 9 ¢ Cthtva
@ c @ t
Aufgabe 2:

Lose folgende LGS mit dem GauR-Verfahren. Uberprife mit dem GTR.

Lésung: [m31|(; f1%+%f1%—§—)|=1 @ {}=1@ -Z-W=1¢

a) X+ x+ x3=0
=2
+2X3:4

Xq * X2
2X4

b) 4X1+ X2 i 7)(3: 12

5)(1
-)(.1 - 2)(2

+1OX3: 5

= -2

)

X1_ X2+ X3:'2

4X1+2X2+ X3:_5

6 X4

+3X3: =9
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1.9 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster
g 5 .
l ch kann e §$%%§
LGS handisch mit dem Gaul3verfahren lésen. la
GTR-L&sung eines LGS interpretieren. 1b
durch Teilungspunkte die Endpunkte einer Strecke baechnen. 1b
die Lange einer Streckeberechnen. 1b
die Projektionsgerade einer Gerade bestimmen. 1c
zwei Geraden ohne GTRauf deren Lagebeziehung untersuchen. 1d
bei einer Geradenschar eine Punktprobe durchfihren. le
eine Geradenschar in einen Ebene umwandeln. le
Gleichungen geradlinig -konstanter Flugbahnen aufstellen. 2a
Ortspunkte geradlinig -konstanter Flugbahnen berechnen. 2a
Geschwindigkeiten geradlinig -konstanter Flugbahnen bestimmen. 2b
gleiche x-Hohe zweier geradlinig -konstanter Flugbahnen berechnen. 2c
den zurlickgelegten Weg einer Flugzeuges berechnen. 2c
geradlinig -konstante Flugbahnen auf Kollisionsgefahr untersuchen. 2d
den geringsten Abstand zweier Flugzeuge berechnen. 2e
den Effekt der Cam-Carpets erlautern. 3a
Punkte in ein 3D-Koordinatensystem einzeichnen. 3b
einen Projektionspunkt von Cam -Carpets berechnen. 3c
die Lange eines Vektors zwischen zwei Punkten berechnen. 4a
den Mittelpunkt einer Stre cke berechnen. 4a
zwei Geraden mit GTR auf deren Lagebeziehung untersuchen. 4b
den Schnittpunkt zweier Geraden bestimmen. 4c
eine Geradengleichung aufstellen. 4c
eine Ebenengleichung aufstellen. 4d
Strecken mithilfe von Richtungen und deren L&ngen abtragen. 4de
eine Punkteprobe durchfiihren. 4de
den Schnittpunkt von Gerade und Ebene bestimmen. Af
eine Schnittgerade zweier Ebenen berechnen. 49
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Aufgaben ohne Benutzung von Hilfsmitteln

Aufgabe 1

a) (1) Berechne die Lésungsmenge des folgenden LGS

¢ p T p
¢ ¢ p C
P Q p Y
(2) Ein lineares Gleichungssystem besteht aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x und
y. Dieseslineare Gleichungssystem wurde mit dem GTR geldst. Als Lésungsmenge zeigt der
GTRx=xundy = 2x an.

Interpretiere diese Losung.

b) Die Punkte 2 tugp und 3 xJgw teilen die Strecke! "in drei gleiche Teile.
(1) Bestimme die Koordinaten der Punkte A und B.

(2) Berechne die Lange der Strecke! "

¢) Untersuche die Geraden g und h (nach schafem Hinschauen!) jeweils auf ihre gegenseitige
Lage.

p TV . P
1) a1 ¢ 10 p undE®t tI3 ¢ (M=)
p Tt p
P p R p T .
(2) a1} nm 10c¢ und Bt m tOvu (AR Na)
T o T ()
P p R p G .
(3) G} nm 10c¢ und Bt m (Ot @A Na)
P Y n @
p q R o Y
d) Gegeben sind die beiden Geraden@® ¢ 1t c unded® o ttou.
p o C o

Projiziert man g und h senkrecht in die x 1x2I Ebene so erhélt man die Geraden g und h".
(1) Gib die Gleichungen der Geraden g und h” in Parameterform an.

(2) Untersuche die Lagebeziehung von g" und h”.

e) Gegeben sind die Schar von Punkten' Ar ¢fo OT @ A t¥rfu (AN 5) sowie die Gera-

A q
denschar C ¢® ¢ ADp (AAN a).
o P

(1) Zeige, dass alle Punkte der Punktescharen' und ( auf C liegen.

(2) Weise nach, dass durch die Schar von Geraden C eine Ebene festgelegt wird.
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Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

Aufgabe 2: Bewegungsaufgabe

Ein Flugleitsystem ortet zum Zeitpunkt t = 0 die Flugzeuge F1imPunktA ( T 12,5 | T %4 | 4
imPunktP (T 11, 4 | 1 3 |Minden Spiter BanindPukinBe(iT 7, 5 | T 17 2im 4, 6)
PunktQ(175,8 | 10 | 5, 2).

Die Bewegung der Flugzeuge wird in einem raumlichen kartesischen Koordinatensystem mit der
Langeneinheit 1 km betrachtet. Die Flugzeuge bewegen sich wahrend der Zeit der Beobachtung ge-
radlinig mit konstanter Geschwindigkeit. Runde alle Ergebnisse auf zwei Nachkommastellen.

Physikalischer Hinweis: Betrachtet man das ZeitWeg-Gesetz der gleichférmig geradlinigen Bewe-

gung im Raum, so lautet dies® “Ip “IJbmit “Ipals Startvektor, t als Zeit (hier in min) und “bals

Geschwindigkeitsvektor. Dieses Zeit-Weg-Gesetz beschreibt eine Flugroute, die mathematisch als
Geradengleichung interpretiert werden kann. Dann entspricht “Ipdem Stitzvektor, t dem Parameter
und "bdem Richtungsvektor. Also:

mathematische Bedeutung physikalische Bedeutung
B Ortsvektor aller Geradenpunkte Ortsvektor aller Punkte der Flugbahn
“Ip Stutzvektor der Geraden Ortsvektor zum Startpunkt
| Parameter der Geraden Zeitpunkt (hier in Minuten)
K) Richtungsvektor der Geraden Geschwindigkeitsvektor des Flugzeuges

a) Bestimme eine Geradengleichung fir die Flugroute der Flugzeuge F1 und F2 und gib die Posi-
tionen von F1 und F vier Minuten vor Beobachtungsbeginn an.

b) Berechne die Lange der Vektoren ! Pund 0 Bund bestimme damit die Geschwindigkeiten der
Flugzeuge F und F; (in km/h).

c) Ermittle den Zeitpunkt nach Beobachtungsbeginn, an dem sich die Flugzeuge R und F; auf
gleicher Hohe befinden und gib an, welchen Weg F; in dieser Zeit zurlickgelegt hat.

d) Zeige, dass fur den Kurs der Flugzeuge R und F; keine Kollisionsgefahr besteht.

e) Untersuche, nach welcher Zeit die beiden Flugzeuge den geringsten Abstand haben.

41



1.9 Kontrollaufgaben

Aufgabe 3: Cam-Carpets

a) Erlautere anhand der beiden folgenden Abbildungen Abb. 1 und Abb. 2 die Funktionsweise der
sogenannt-@ar @e&€Ctasno ( Wer bet eppiche).

Neben dem Tor eines Stadions soll ein Werbeteppich erstellt werden, auf dem der Buchstabe P eines
Werbeslogans als Parallelenprojektion unter der Blickrichtung ®der Kamera erscheinen soll. Fol-
gende Angaben gelten fir die Modellierung:

1 P1(0/3/0), P »(0/3/4), P 3(0/3/7), P 4(0/6/7), P 5(0/6/4), dann wieder P ,ergeben den unter der Ka-
merarichtung Osichtbaren Buchstaben P des Werbeslogans.

o
1 Die Blickrichtung der Kamera lautet © T
1

Hinweise fur die Zeichnung: 1 Einheitin y - und z-Richtung entspricht 1 cm, 1 Einheit in x-Richtung
betragt 1 Diagonalen-Kastchen. Beachte insgesamt eine Breite von 10 cm und eine Hohe von 9 cm.
Die genauen GroéRRenangaben erkennst Du am folgenden Zahlenkreuz:

positive z-Achse - 8

negative y-Achse - 0 0 10« positive y-Achse
1 « negative z-Achse

b) Zeichne die finf Buchstaben als Schragbild in ein Koordinatensystem.

c) Berechne den Projektionspunkt P26 d e s  Palnrdér tx;exsEbdheund erlautere ausfihrlich
Deine Vorgehensweise.

d) Ermittle die Projektionspunkte zu P 1, Ps, P, und Ps.

e) Zeichne alle fiinf Projektionspunkte in das Koordinatensystem aus Aufgabenteil b) ein.
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1.9 Kontrollaufgaben

Aufgabe 4: Lagebeziehung von Objekten im Raum

Die Punkte A, B, C, D, E und Flegen folgenden Korper fest. P, Q und Rsind die Mittelpunkte der
jeweiligen Kanten. Die Geraden g und h verlaufen durch die Punkte P und F bzw. R und Q.

b)

d)

e)

f)

9)

A3 _ g
£C8S) {“3[6“—5)

F
#

-

*

/ﬂ.(mo[o; B(0/8]0) T X
X1

Ermittle die Lange desVektors 0 Bo

Die Geraden g und h werden durch folgende Gleichungen beschrieben:

o om . 0] W
i® T It o und EJ® T tt X
T v I v

Untersuche die Lagebeziehung der beiden Geraden g und h.

Sei p die Gerade durch die Punkte A und E, g die Gerade durch die Punkte B und F.
(1) Begrinde ohne Rechnung, dass p und g gerau einen Schnittpunkt besitzen.

(2) Bestimme Gleichungen fiir die Geraden p und g und berechne ihren Schnittpunkt.

Bestimme eine Parametergleichung der durch die Punkte B, C und F verlaufenden Ebene E

., T P 0
[Kontrollergebnis zum Weiterrechnen: E: & OPD g Oan O ¢ |
T T v

Vom Ursprung aus bewegt man sich 5 Einheiten in Richtung des Vektors ! Bund — Einheiten in
positive x3-Richtung und — Einheiten in positive x »-Richtung.
(1) Weise nach, dass der Zielpunkt G ( of—/ —) lautet.

(2) Zeige, dassder Zielpunkt G in E liegt.
Berechne den Schnittpunkt der Ebene E mit der Gerade €  durch die Punkte A und E.

N
Die Ebene Fgeht durch die Punkte A, Dund E und lautet &® P OOmn Ot p 8
T v

Ermittle eine Gleichung fir die Schnittgerade der beiden nicht parallelen Ebenen E und F.

[Tipp: Durch Gleichsetzen erhaltst Du ein LGS mit 3 Gleichung und 4 Unbekannten. Erganze
das 3x4LGS durch eine vierte Gleichung T30 10 1D N 1MzU einem 4x4LGS. Ver-
wende dann den GTR.]
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1.10 Lésungen

1.10LOsungen
1.1 Noch fit? o0 Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell
1la)

(1) Gleiche Richtung:- POT AB# B980T A P Gleiche Orientierung: %8801 A PGleiche Lange:
- POT Aa#&OT AP

(2)

m
v

-
—
*

A*"/"' G —»H De—0C I e_a'//

-
__—»N I ¢ b

=
=

1b)

pcmR A oR wmw R ) pchRtU oA oR R oh R.
pc TR A p ¢At ¢ AgBeim Ausmultiplizieren wird das Distributivgesetz angewendet.

E w® E o WSubtrahieren beutet Addition des Gegenvektors. Nach dem ersten Gleich-
heitszeichen dirfen die Summanden wegen des Kommutativgesetzes beliebig vertauscht werden
und wegen des Assoziativgesetzes geeignet aneinandergebunden werden.

2a)

D ® 6 N ® 6 xN&B G 6 >sh "Pp 6 6 »

1D ® -0P ® -0 6 6 0 ©® -0 -B -B -00 6 o
2b)

n C
p® M 1B D P B 1 ¢ #FWIMNE ™ !B B D1 + &citfo
Tt

o
C q
D P IBP B P y ' CclfoMP P IHP B 1P ¢ + ( cIcTo
o o
P .
Formel fiir den Mittelpunkt: - - "™ (b ¢ + - pIchiph
phv

(2) Zu zeigen: 2 Bhat die gleiche Richtung wie ! B denn dann ist ACSR ein Trapez.
28 3 » - ® -% ® - ® B ® -5 B % -IB

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da ABCD und EFGH parallele und deckungsgleiche Flachen im

T C
Spat sind. Wer konkret rechnet, erhalt: ! B T ¢ ¢ ¢2 Bmit den Punkten R(0/1,5/3)
m T

und S(-2/3,5/3).
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1.10 Lésungen

(3)
(4)
Spat A B C D E F G H

pa (4/0/0) (4/3/0) (0/4/0) (0/1/0) (2/11/3) (2/413) (-2/513) | (-2/2/3)
Bild | A B’ C D’ E F G’ H’
i. (4/0/0) (4/3/0) (0/4/0) (0/1/0) (2/11/ -3) | (2/4] -3) | (-2/5/ -3) | (-2/2/ -3)
i (-4/0/0) | (-4/-3/0) | (0/-4/0) | (O/-1/0) | (-2/-1/3) | (-2/-4/3) | (2/-5/3) | (2/-2/3)
iii. (-4/0/0) | (-4/-3/0) | (0/-4/0) | (O/-1/0) | (-2/-1/-3) | (-2/ -4/ -3) | (2/ -5/ -3) | (2/ -2/ -3)
iv. (0/0/0) (0/3/0) (0/4/0) (0/1/0) (0/1/3) (0/4/3) (0/5/3) (0/2/3)
V. (4/0/0) (4/0/0) (0/0/0) (0/0/0) (2/0/0) (2/0/0) (-2/0/0) | (-2/0/0)
3a)
C o P 5 ¢ 0 ®
C C O ¢ MmO T ¢ p T
T o p L1 v T

Der Ballon landet beim Punkt E (6] -4|0). Punkte, an denen sich der Kurs &ndert: B (5]4|3), C

(3/0[1), D (0] -2[1)

Entfernung vom Start - zum Landeplatz:

3b)

Gesamte Fluglange:,

¢
T

Tt

Tt

T

@ N
T

T

¢
T

MG ¢ cip mlu g ¢ pltu p el

M ¢ xig & i
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1.10 Lésungen

Aufgabe 4: Flugsicherheit

TTT OTT pTT pTtTt T
ommn ¢O pmm pnm 00 ¢mnm T
T I m m T

Das Flugzeug ist zum Ausgangsflughafen zuriickgekehrt und nicht im Bermuda -Dreieck abge-
stirzt. Also liegt ein versuchter Versicherungsbetrug vor.

Aufgabe 5: Skulptur

Wird das Koordinatensystem wie beschrieben gewahlt, hat das Dreieck die Eckpunkte A (2| -4/0),
B (2/1]3,75) und C (0]|0]|0). Der FuRpunkt der Stltze hat die Koordinaten F (2]|1|0).

X3
4
B \ fr/
A]
)/ 11
/l
// \:<
|41
11 i /‘/
B
1 P4
|1
§ &
1
4 f /'/
%
}// J/ ¥
FLoAdl
/’I
g A
X2 —
C

a)

Berechnet werden die Langen der Dreiecksseiten. Die Lange der Stiitz¢' &ann unmittelbar als
Differenz der x s8Koordinaten von B und F abgelesen werden." & ofx U .

Die Seite! #liegt beginnend im Ursprung in der X 1x20Ebene; die Lange! #kann direkt mit dem Satz
des Pythagoras berechnet werden:! # W¢ 1 th X d p
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1.10 Lésungen

Die Seite" # ragt vom Ursprung aus in den 1. Oktanten; die Lange " # entspricht der Lange der
Raumdiagonalen im Koordinatenquader des Punktes B. Zur Berechnung muss der Satz des Pytha-
goras zweifach angewandt werden, oder man verwendet die Formel fir die L&nge eines Vektors:

"# #& ok 0 ¢& p¢ ox O &Y
Die Seite! "schneidet die x1xs0Ebene; die Lange! "entspricht dem Abstand d(A,B) der Punkte A

und B und damit der Raumdiagonale im Quader mit A und B als gegentberliegenden Ecken. Dessen
Seitenlangen sind die Differenzen der jeweiligen Koordinaten von A und B. Zweimal ige Anwen-

dung des Satzes des Pythagoras ergibt (oder Anwenden der Formel fur die Lange des Vektord B):

P ¢ ¢S p T ¢ oyu m ™ uv° ofx 0 obmeguuer d

b)

Geprift wird, ob das Dreieck bei C einen rechten Winkel hat . Liegt bei C ein rechter Winkel vor,

muss nach Satz des Pythagoras geltent # " # | "
Mit den Ergebnissen aus a)gilt: 20+ 19,0625= 39,0625, q. €. d.
Die Skulptur tragt ihren Titel also insofern zu Recht, als dass das Dreieck rechtwinkelig ist.
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1.10 Lésungen

1.2 Darstellung von Geraden im Raum

2a) bis 2e)

A (-4/0/5)
B (0/0/5)
C (0/ -5/ 4)
D (0/ 4/5)
E (-4/ -3/0)
F (-3/0/0)
G (0/ -5/0)
H (-5/ 7/0)
| (0/0/0)

J (0/5/0)

K (0/0/ -2)
L (7/ -40)
M (0/ -2/ -4)
N (0/2/ -4)
O (8/0/ -4)

Ablesung: Rechnung:

—

C d® 1§ Cd® ® 1i%R % 1f® % o 1t

Aq ~

C @ tt Cd® # (t+P P (/P £ tt

P
Ade 97

=

¢ @@

AFE AaH

T
ut ¢ C d® @ ut+b H uyt P P m  ut
G

A

) ¢ o) @ 1]
02 o + Q@ p 1t o 9 v p ol v 1 - @ g
T ¢ @l T %]

Die Gerade g schneidet diex:x>-Ebenein S(-3/2/0).
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1.10 Lésungen

2f) (1)
n .S . P . P . P
(i) &1 o 1t ¢ (ii) @1 1t ¢ (i) &1 1t ¢ (iv) &1 1t ¢
Y Y o o X
(2)
] 1 0 -1,5 100
P (6/ -2/0) (2/0/ -1) (-4/3/ -2,5) (402/-200/99)
(©)
) P P o p 1! o p o
E®] C 1t m E®] C 1t 1 E BB C 1t v
o T o p o X
(4)

(i) a ist die x;-Achse.

(i) b ist eine Parallele zur xs-Achse durch den Punkt (0/1/0).

(iii) ¢ verl2uft durch den Ursprung und den Punkt
(iv) d liegt in der x 1x3-Ebene und ist dort die erste Winkelhalbierende.

f) (1) A und B liegen auf g, C und E auf h.
(2) Alle Punkte liegen auf der Geraden durch die Punkte P und Q, keine liegt auf der Strecke 0 1
(T

P (1T = 0), Q-10f, 8 x0),= R)(I D=(1 = 12), E = 9)
Aufgabe 3

¢ ot ¢ LS
b) &1 m It ¢ m tt p

T T T C

5 T T p
c)®1 mv p .Wahle h:®t p tt p ,gundh schneiden sich in (4/1/2).

C C p

d) Der Schnittpunkt lautet S(4/2/5) (R & p .

e) Die Gerade h von oben tut es.Man erhalt die Spurpunk te S(0/5/6) ( t T,96/01)(t p
und Sg(6/-1/0) (t ¢ . Man wahlt einen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten und ebenso einen
Richtungsvektor mit ganzzahligen Koordinaten, die jeweils ein Teiler der entsprechenden Auf-
punkt -Koordinaten sind.
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1.10 Lésungen

1.4 Bewegungsaufgaben

Aufgabe 1: Darstellung von Flugbahnen mit dem 3D -Modell

Tt Q@ T T QT
a) Q@1 pnmn lt vnmmpnm pmnm lt Ttmm
OTT T OTNT omTm oOmT
Tt @TMTM PUT
2)®mrv pnm Mgd TAUM (MM
omT OMT CCU
(4) & W
n1
CTT @MMTC MM ¢TI T
b) Q@1 Tt 1t omnm Tt 1t onm
T CMMTMT MT T ¢mT
QT CMMETT @TT T
Ed® t onn tt onmonn onmn tt onmn
CTT M UM ¢TI M

(2) Beide Flugabschnitte sind gleich lang, da die Richtungsvektoren betragsmaRig gleiche Koordi-

naten haben. Genauer gilt firdie LangeL= Tt mm onmm (T

(3) Da beide Flugstrecken gleich lang sind, erreicht das Segelflugzeug- der Gesamtstrecke beit

h

iy vda - (Sieben Achtel des Gesamttrecke wird nach drei Viertel des zweiten Abschnitts
QT TN OTT

erreicht): ®mx v onn MUE omm ULCU
¢ T CTMT UT

Aufgabe 2: Zwei fliegende Modellhubschrauber

2 —l 52

Al
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1.10 Lésungen

c)
T p T T P
Q1 1B 1{1 D o 1t 1 o o 1t o
q ¢ Gl q
. L . P
Bt # tt6 p tt p .
q Y

Da beide Hubschrauber unterschiedliche Richtungen haben, kdnnen sich ihre Flugbahnen entweder
schneiden oder windschief sein. Im zweiten Fall besteht (bei Annahme, dass es sich um Punktmas-
sen handelt) keine Kollisionsgefahr. Im ersten Fall hangt die Kollisionsgefahr davon ab, ob beide
Flugzeuge den Schnittpunkt zeitgleich erreichen.

L P n p
Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen liefert: o 1t o p tt p . Dies
Gh S q p
ergibt ein Gleichungssystem von drei Gleichungen mit zwei Unbekannten, dass in Gaul3-Form dar-
p T .
gestellt werden kann: o p ¢ .DasLGS hatdie Losungenl t . Der Schnittpunkt ist S
¢ p Th
(0,5/1,5/1,5). Im Modell ist dies (1/3/3).
.. P P . . :
Wenn Hubschrauber g den Vektor ! B mlut o plv in der gleichen Zeit zurticklegt wie
C .
P o °
Hubschrauber h den Vektor #88 mut p 8 mv hwirden beide Hubschrauber gleichzeitig
p v

bei S (0,5/1,5/1,5) ankommen, da sie zeitglich bei A bzw. C starten. Es gilt: ! B8 1l v ¢ht Qund

#E8 Ty v T BDies bedeutet, dass beide Hubschrauber den gemeinsamen Schnittpunkt ge-
nau dann gleichzeitig erreichen, wenn Hubschrauber g eine Strecke von 2,06 m in der gleichen Zeit
t zurticklegt wie Hubschrauber h die Strecke 0,87 m. Genau dann gilt fur die Geschwindigkeiten der
beiden Hubschrauber © 2y 6 == und 6o 1y 0 —=— - Durch Gleichsetzen erhalt

man -== -~==4u O STE_O ¢lo §0 . Hubschrauber g muss also 2,38mal so schnell sein wie

Hubschrauber h, damit es zur Kollision kommt.

Aufgabe 3: Zwei fliegende Modellflugzeuge

g L e

1
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1.10 Lésungen

c)
) p T umpm p T T
(@9t 0P 1t0o0P T It tnm T It ™m
QT QM T ¢ TT
. ) U Tt o omoum LTt oqm
Ed® { 0b ttoop T ft oemm T tt o@m.
CT T QT ¢ QT
p T T L Tt QT
Schnittpunktberechnung: 1 1t tn L tt om liefertd
QT TT QT QT
T MU TT ¢ p ( m T T .
T QT Y (¢ O TmY C onyvt TMOIA mix &
Tm ¢gmTtm ¢ P ¢ T T (

Der Schnittpunkt der beiden Flugbahnen liegt bei S (40/30/ -10). Ferner gilt:

T T
O mxd tn rmixdlMottnm o#o v fwoen.
TT

5 cm o _ .

0w mhwt o¢m mtgtem @m pwWpp oOpyN.
¢
Beide Modellflugzeuge kollidieren genau dann, wenn Flugzeug g TM; plv ¥mal so schnell ist
wie Modellflugzeug h und sie zeitgleich bei P 1 bzw. Ps starten.
Aufgabe 4: Flugschule
I pPTTT pPTTT

a) Richtung des ersten Flugzeuges:! B "™ 16 1 1mm QT p t t mFur! Pbendtigt er
PTITT POULT PCUT

pTTT
13 Sekunden. Dann legt das Flugzeug in einer Sekunde den anteiligen Richtungsvektor—O p mmt 1t
pcum
zurlick. Man erhalt insgesamt die Geradengleichung:
p T TLTT
pnnriE—-0
. pmmm gy  pmmmY ppnong e aa o
& @0 onnm —J pnnm L onn—@G AT OEBAEOT AAI
oy po
pouT pguT 0C U
ygPov T[—p 0OO
T @TT pgTmT
Richtung des zweiten Flugzeuges: # & ® # CTMT QT Y 1t Tt Flr # Bbendotigt er
TTT Tt T
pemm
27 Seékunden. Dann legt das Flugzeug in einer Sekunde den anteiligen Richtungsvektor —O ¢y n
TTT
zuriick. Man erhalt insgesamt die Geradengleichung:
W
QT T[&O
. &y CX &
L, enm g5 pCTTY WD, - ~n aea o s s
& ®O0 oonnm —2 ynn Yenn—O AO nEBAEOT AAI
X oy
I TTT . ng
(0 X 0]
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Setzt man die beiden Geraden gleich, erhalt man:

p T TLTT p C TLTT TUTLITP G TLIT
prnnri——0 emmn——O —0 ——O
o e ljJT>[(I[(jY o F;Tonn Cnxrrﬁ tnn
”(pnnp—Q” SOmMTN—O, ® ~ P Ty ~—O07 PCTT
oy po & Y X&® O po QX 6 G UL T
P C LT tng PG U ST L P
6PV 6 X0 0 o po° Tx0

Durch die ersten beiden Koordinatengleichungen erhalt man die beiden Lésungen s =11,44 undt=
10,8. Diese beiden Lésungen erfilllen die dritte Gleichung nicht (-1 2 6 @135D). Die beiden Flugbah-
nen schneiden sich als nicht. Daher besteht keine Kollisionggefahr. [Einfacher hatte man auch s =t
wahlen kdnnen und zeigen kdnnen, dass es kein eindeutige t gibt, das alle drei Gleichungen erfuillt.]

b) Fir den zeitabhangigen Abstandsvektor beider Flugbahnen gilt (s = t):

p ¢ TLTT p T TLTT PPTHT
¢nmm——O prnmnit——0 T O
o qﬁ Ao ppnong h’ 00qu pn(.?T
2 N A Mo, A 4 A~ AP
AR & O & O ﬁmnnc_xoﬁ n(pnnp—O”ﬁ, n,panWpOFy
TTQ pGguT oYwy T
& Ty O &PO9V poOQ & P9Vt

Fir die L&nge des Abstandsvektors gilt:

TOT OXTHOT oPwy
R Tnnpp an{X—O pO'UT{LO
L P ogup oup

Mithilfe des GTR erhalt man folgende globale Minimumstelle:

Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=((-400+(1140043561)x)2+(1200-(37

\\_

b4

..........................................

dgYdX=05 oY 15 20 25 MIN
X=h1.?5705335 ¥=71.88010074

Nach ca. 12 Sekunden ist der Abstand mit ca. 72 m am geringsten. Es stehen also weitere Flugstun-
den an.

¢) Man berechne zunéchst den Punkt des ersten Flugzeuges, an dem der Abstand zunzweiten Flug-
zeug am geringsten ist. Er hat den Ortsvektor:

§ primT pinm Wi Y
Sptxo gnnm —O pmmnmn o Tp ¢. Der Verbindungsvektor von Flughafen zum
poOuUT pcguTm ¢ plwo

5 pmm v
Ortspunkt des ersten Flugzeuges nach 11,76 Sekunden lautet® p fx @ @ T ¢ wo Y.
V ) ) _ s ¢ plwo
Seine Lange betragt v Tthp ¢ uwoyY ¢plwo echlte Yyrmm
Die Fluglehrer konnte den aBeinahezusammenstoCo s
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1.10 Lésungen

d) Geschwindigkeit von Flugzeug 1: 2 p TIp wn pro Sekunde = 522,68 km

pro Stunde. Geschwindigkeit von Flugzeu g 2:— i

56 km pro Stunde.

v B an pro Sekunde = 199,

Die Steigung des zweiten Flugzeugesist ca. 15,5 Grad Beweis: Der senkrechte Projektionspunkt D
von D in die x 1-xo-Ebene ist$ | @ 1tfit ¢ 1ufim . Er bildet mit den beiden Punkten # ¢ 1fip Tifim und
D ein rechtwinkliges Dreieck mit der langsten Seite von C nach D. Daher gilt :

1 OAR —

— —¢

OA?M: p b

e) Zur Darstellung im Modell: 100 m pro Einheit Die Flugbahn des Flugzeuges 1 I&sst sich mit Punkt
P1(4]0|6) und Punkt P , (0]4|1) darstellen. Die Flugbahn des Flugzeuges 2 lasst sich mit Punkt
P3(6]6]0) und Punkt P 4 (0]2]|2) darstellen.

Aufgabe 5: Kommunikationsfehler

a) Gesucht sind zunéchst die Geradengleichung der beiden Flugzeuge.
Berechnung der Flugbahn des ersten Flugzeuges:

p _ _ . N
(1) Die Lange des Vektors Obetragt €6 v P v° ¢¢ Mo uix v Der Vektor Op

C
P .
M—_O v zeigt daher in Richtung von ®Gund hat die Lange 1 km.

C
(2) In 1,37 legt das Flugzeug mit einer Geschwindigkeit von 120 km pro Stunde (= 2 km pro Minute)
2,74 km zurtck. Fur P, der Kursanderung gilt daher:

. p vl . P ¢
0P 0P ¢k O=2vu ch TWOUL T .
" S Y C C
(3) Ab dem Punkt P fliegt es in Richtung Ps. Fur die neue Richtung des ersten Flugzeuges gilt:
T ¢ ¢ — .
oO0p 0P 0P 1 L1 1 . Ferner gilt 0 0P Wu ¢ xlw. Bei Geschwindigkeit von
o S p P
120 km pro Stunde (2 km pro Minute) legt das Flugzeug pro Minute die Verschiebung = J1
P
zurick. Daher gilt fur die erste Flugbahn (Puh!!):
v Uﬁ]{ p C q Ls 2 .~ LA oA o~ oA -
b v 00=0¢ &m0 O plwxCET ET OOAI
. o T
EPO . p p
e C O i aaa
P O pox3=01 AEI®plwxOEL EI OOAI
VNS W o p
Fir die zweite Flugbahn gilt:
T p v
(4) Richtung des zweiten Flugzeuges:0 0P 0P 0P 1 @ p.
C Th q()]
(5) Fur O OPbendtigt er 4,36 Minuten. Dann legt das Flugzeug in einer Minute den Richtungsvektor
v
TO p Tt zurick.
(q1)]
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P v
Dann gilt fir die zweite Flugbahn : & ¢® O ¢ —Opm AiIOTCET ET O0AT
Th ch

Nun erfolgt eine Lageuntersuchungvon F1( t Q dales Bfher offenbar zu keiner Kollision ge-
kommen ist) und F2 (s und t in Minuten)

0 o  pwt Ut o pipt O

. @ L.
& PO L1 o pme)M:C) T phvp 09) prpn phup phDTtO:) plo x
q P php ¢ it X plp ¢ it x O
. P o) v p plPLO
& g® O [0 EDC) p T ¢ Com@® T
th ? < th moypo
WYt o ppt O p plpu plp Tt Oplpu O ol @

phup pthO [ chUnCB ptp)nOchUnO Th w

ppg Mt x O th M YO mrx O yO  chpy

Die ersten beiden Gleichungen liefern s = 3,20 und t = 3,48. Sgt man diese Werte in die dritte Glei-
chung ein, ergibt sich (bis auf Rundungsungenauigkeiten) eine wahre Aussage. Die beiden Flugbah-
nen schneiden sich also. Allerdings erreichen beide Flugbahnen den Schnittpunkt zu unterschiedli-
chen Zeiten. K erreicht den Schnittpunkt 0,28 Minuten (ca. 17 Sekunden) spater. Also kollidieren
die Flieger nicht. [Alternativ und einfacher héatte man direkt s =t wahlen kénnen und zeigen kénnen,
dass es kein eindeutiges t gibt, das alle drei Koordinatengleichungen erflillt.]

) ) p pipLO U o phpT O

b) Betrachte den Differenzvektor R & O & O [ chyrro phv p phDTtO

th myO plpg g x O

Wt ¢ ¢x wO —

Th w plkt T BEs gilt R Wt ¢ clx wO Th wpg TO chp Y mp v O Mithilfe
Ch g mpu O

des GTR lasst sich das globale Minimum von AR berechnen. Dazu betrachten wir das Ab-

standsquadrat D = AR . Nach 3,39 Minuten betragt das minimale Abstandsquadrat ca. 0,22 kn®. Da-
her betragt der minimale Abstand ca. it ¢ I 1t Ym. Also kénn en sich die Flieger sehen.

El [EXE]:Koordinaten anzeigen

Y1=(-9.26+2,79%x)2+(}+4, 491, 20xx)
20t

1ar

._.EI........D

d¥/dx=0 Lol MIN
X=3.385217057 @ [¥=0.2171023164

c) 1 km pro Einheit. Die urspringliche Flugbahn von F 1 lasst sich mit Po (5] -5|0) und Punkt
P2(6]0|2) darstellen. Nach der Richtungsanderung fliegt das Flugzeug weiter zum Punkt
P3(0]4|3). Die Flugbahn von F lasst sich mit Punkt P¢(2]|0|3) und Punkt P 5(4|4|2) darstel-
len.

Aufgabe 6: Flugsicherheit

a) Die Boeing nimmt von 11:00:00 bis 11:00:40 an Héhe zu und fliegt in die RichtungOpmit:
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N g p vV O C
Op us q ¢ ™ C
Wo yw pio v p

AnschlieRend fliegt es in Reisehdhe in Richtung Opmit:

. ¢ v p
Op 9 ¢ T

ptoc pito T
Das zweite Flugzeug fliegt im Steigflug in Richtung Omit:

) ¢ m T C ¢ T C

6] P < T P p T p .
Ylo xlo o Yo pto oo P

Angenommen beide Flugzeuge fliegen zwischen zwei Zeitpunkten mit konstanten Geschwindig-

keiten, dann erhalt man folgende Geradengleichungen:

) p Z c N ~ A s NGO e s A
o ¢ OO¢ AiGELnm3AEOTAMAIEO OA¢
: Yo p
& ® O e U ) p
LN O ¢O1 AiIGBrtn 3AEDOT AATIOAEGE WEOOA
¥ pto LS
. n .G s - e .
& ®o ¢ @ p AIBEn3AEOT AATPWAG @EOOA
Xfo p

Vermutung (1): Eine Vermutung ist, dass die beiden Flugbahnen sich kreuzen. Hier wird unter-
sucht, ob die beiden Flugbahnen einen Schnittpunkt besitzen. Im Falle, dass beide Bahnen sich
schneiden, ist ein Teil seiner Sorge berechtigt, da eine Kollision theoretisch méglich wére.

Vermutung (2): Wenn die Bahnen windschief sind, muss weiter gepruft werden, zu welchem Zeit-
punkt die beiden Flugbahnen den geringsten Abstand haben und wo sich die Flugzeuge befinden.
Mit dieser Information kann dann Gberpruft werden, wie grof3 der minimale Horizontal - und Ver-
tikalabstand ist.

, ) PG L § ¢c0c¢O p
Zu(:®0 &®O0wu q 00 ¢ q @ puyv OO T .
Yo p Xxto p 00 P

Durch Addition der zweiten und dritten Gleichung (oder mit dem GTR) erhalt man s = 1 und damit

t = 2. Setzt man s und t in die erste Gleichung ein, erhalt man einen Widerspruch. Weiter ist zu
prufen, ob auch der zweite Teil der Flugbahn des Boeings einen Schnittpunkt mit der Douglas be-
sitzt (man setztr = s9 2):

] i v P Tt S 0 ¢O v
®0 ®0w C o1 q ™ pwyv 100 i
p to i xlo p @) o

Die letzte Gleichung liefert t = 3 und mit Gleichung 1 folgt r = 1. Setzt man r und t in Gleichung 2
ein, ergibt sich ein Widerspruch, weshalb auch der zweite Teil der Boeing-Flugbahn und die Bahn
der Douglas windschief sind.

Fazit: Herr Falk kann nun ein wenig beruhigt er sein.
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Zu (2): Nun ist noch zu prufen, nach welchen Zeitpunkt der Abstand beider Flugbahnen am ge-

, .. 60¢Op P
ringsten ist. RBe®rac@t® 000 0O 2: o O 1 . Nun folgt
0 0 p P

fur die Lange des Abstandsverktors: R ¢ oO01¢ p° o3 ¢ 1 Op YBetrachtet man

das Quadrat D der Lange des Abstandvektors erhdltman$ O o3 ¢ 1 Op YFiir die Ableitung
git: $JO0 p @ ¢t my O -. Damitwird D als quadratische Funktion fur O - minimal. Der

c _ 5 p
Abstand betragt wO - ¢t pWyY W ph p Fur den Abstandsvektor Rgilt: R 1 . Im

P
Zeitpunkt O - befindet sich é
p ¢ & & OmX
9 der Boeing im Punkt mit dem Ortsvektor [S -0c¢ A & TP X
Yo P ofp o
S palie)
m ¢ & & chx
I die Douglas im Punkt mit dem Ortsvektor ¢ -0 p A & TP X
Xxto p y— Yhp o
" O

Damit ist der vertikale Abstand mit 1000 m zwar ausreichend, aber der horizontale Abstand mit 1
km deutlich zu gering. Da der Boeing und die Douglas sich ab 11:00:40 (s > 2) offenbar voneinander
entfernen, bedarf es keiner weiteren Berechnungen.

Gesamtfazit : Die Flugsicherheit scheint nicht eingehalten worden zu sein.

b) Z. B. Geschwindigkeit der Flugzeuge:

C
T sOes C o km. Also betragt die Geschwindigkeit des Boeings beim Ansteigen 3 km pro

p
20 Sekunden, also 9 km pro Minute, also 9 - 60 = 540 km pro Stunde.

~ P N L
T sOes T Mp xkm. Die Geschwindigkeit des Boeings in Reisehdhe ist c/p X3p T X T ¢

I
km pro Stunde.

G _ —
1 s& p V. Das zweite Flugzeug steigt mit c Y@ 3p T T T km pro Stunde.

p

c) 1 km entspricht 1 Einheit. Fir die Modellierung mit dem Modell legt man die x 1-x.-Ebene des
Modells in eine H6he von x 3 = 8,3 km. Daher liegt der Aufpunkt des Boeings fiir s = 0 in der X 1-X»-
Ebene.
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1.5 Projektionsaufgaben
Aufgabe 1

a) Cam Carpets werden hinter den Linien, aber noch vor den Banden flach auf dem Rasen ausge-
breitet. Inre Werbemotive sind gemaf dem Strahlensatz perspektivisch so gestaltet, dass sie aus dem
Blickwinkel der Fiihrungskamera wie aufrechtstehende Werbeflachen wirken. Sieht man die Schrift-
ziige jedoch nicht aus der Perspektive der Hauptkamera, die auf der Hohe der Mittellinie oberhalb
der Haupttribiine angebracht ist, so wirken die Buchstaben deutlich verzerrt. Nur so kann man er-

kennen, dass die Buchstaben nur scheinbar aufrecht stehen und dass sie tatsachlich flach auf dem
Boden liegen. Manchmal lauft sogar ein Spieler Uber diesen Teppich.

) Vo
c)6 08 » @ vo
op
.2 v  vo N
di1y ®» OC¥oy U m MDD uvoyp opOny O —.
n p op
. Sh Lo
Daher ergibt sich: 15 P — 3O i —DJ wvo _ LJAlso: Q(—T—Tm.
P op -
e) Da der Punkt R den gleichen z-Wert hat, erhalt man den gleichen t-Wert: 28) 2 — 233 Es ergibt
. 2 ow  vo -
sich R(—7—7m. Mit 3] @ (O folgt U Tl MDD uvo v mxv cpOnyg O —.
T oY U op
i 0o
Daher folgt furS” 3] @ — b T —OJ vo _ .Also:S(—T—7¥m.
X U op
m
Aufgabe 2
a)

o o v
by 1)g:®0 1 G n O u (2 Ansatz: !5 1 Cody U n vu ¥
ph ) Tt phv_ o
o - . . 9 _uv T
pw o O me O mv. Daher ergibt sich: ! 8 19 1w 35 T MO v c¢hv . Fur die an-
plv o T
deren Projektionspunkte ergibt sich mit dem Ansatz: 0 O 1PE 0O P E@A. Beachte: Man erhalt nur
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bei Punkten mit gleichem z-Wert den gleichen t-Wert! B"(2/2,5/0) (t = 0,5), C'(¢-/p-/0) (t = -),
D'(¢-/p-/0) (t= -), E"(4/0/0) (t = 0), F(3,5/0/0) (t=0), G'( p-/p-/0) (t= -),H (p-/ p-/0) (t=
-).

¢) Um von A nach A" zu gelangen, muss man von A aus den halben Vektor ©gehen. Um zum Ka-

merapunkt zu gelangen, geht man nun 10-mal den negativen Vektor ©(entspricht 20-mal dem hal-
ben negativen Vektor ©

o v Vo
Also:® & pm !9 p 10D s p1O UL u_Tt. Damit P(53/-50/31,5).
ph o o

Aufgabe 3

%3

a) Es konnte sein, dass die beiden Duellanten komplett im
Schatten des Hauses liegerund daher nicht gut zu filmen
sind.

b) Um zu untersuchen, ob die beiden Duellanten im Schat-
ten stehen, stellt man die Frage, ob die beiden Schauspieler
die Sonne sehen kénnen. Dazu bildet man die Geraden aus
den Koordinaten des Kopfes eines Duellanten mit der Son-
nenrichtung. Dann bestimmt man den Spurpunkt der Ge-
raden mit der xixz-Ebene und schaut, ob dieser Punkt

oberhalb oder nicht oberhalb des Hauses liegt. Im ersten &1 e
Fall steht der Duellant nicht vollstdndig im Schatten, im
zweiten Fall schon.
. T . T . ) ) L1 ) T ) P
9:®0 0P 1 (085] P QO uv undh:®0 0P 1 (@85) P OO v
px pix G pX pX G
) T P 2L @ C 0 N
T P O uv ¥i mth@  mund T p OOwu vl mth@ 1.
@ piX C g cp @ pix C g chp
Es ergeben sich die Spurpunkte G (4,2/0/2,1) und H 2(2,2/0/2,1).
. . S
Die Gerade durch die Punkte Psund Pg hat die Formp: 80O 00 QD0 m© O m .Esqgilt
. o p
5 T 5 C Tig
furt=0,1: & ip m TpO T T &amit liegt der Punkt G 2 auf der Hauswand (denn
o p Chw
der xz-Wert von G ist mit 2,1 kleiner als 2,9), und der erste Duellant kann die Sonne nicht sehen.
S S
Die Gerade durch die Punkte Ps und Ps hat die Form q: ® @ 0P QD 0P n @O 1 . Es gilt
. S p
y q .G Clg
fur x = 0,1: & Tip m TipOTm ! ( B8Damit liegt der Punkt H , genau auf der Haus-

G p Chp
wand, und der zweite Duellant kann die Sonne ebenfalls nicht sehen.
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1.6 Geradenscharen

Aufgabe 1: Allgemeiner Geradenpunkt und Pu nkteschar

b) A+ 8=-4+30,=0=4; a,=13,a,=-3 "~ A(13|-318)
B: -12=-T+50,=0==1; k=" B(-12 | 7|-7)
C: 1=-4+30,=0=5;1=5-20,=0=2 C liegt nicht auf g
D k=—4+30,=50=3(k+4};-8k=5-2.5(kk+4)=>k==1,0=1
k ==1und o = 1 erfiillen auch 2k = -7 + bo D(-2 |3]-1)

E 1=5-20,=20=2; 2k==4+30,=2k=1
o=2 und k=1 erfiillen 4k — 8= -7 + 5 nicht, E liegt nicht aufg

oo S LR @ (D

o X (MGl o SR

(5) geht nicht
2

o 2fa
6 X = [ 1-:} ]: E}[? ] ; die Punkte liegen auf einer Ursprungsgerade;
a

Aufgabe 2: Geradenscharen

b) (1) g,ist parallel ist zur x,x,-Ebene  (2) g, geht durch den Ursprung

—14 +7p Wy
(3) [ 2+ap .:[—4 yJM==3, a=2, w,=-35;
2—u b
g, geht durch W(- 35| - 415).
c¢) (1) 3.Richtungskoordinate=0, = a=7j
(2) 1.Richtungskoordinate=0, = a=0
16 + 4ap 0
(3) [ 4 4 4p ]= [g] Gleichungssystem enthiilt Widerspruch,

11 +13p—Gap
keine Schargerade geht durch O.

16 + dap 0
4) [ 4+ 4Q ]:[0] = =-1, a=4, z=22; h,geht durch (0| 0]-22).
11+13p—6ap b2

— a 2
d) k:X = [—32 + i keine Schargerade schneidet die x,-Achse
kg schneidet die x,-Achse bei = 5, k., schneidet die xg-Achse bei 5.
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

Aufgabe 1
. (=2 2 -3
E:X=[1]/+2]1 5
0 B X3 ](3)n( 1)
c) A2l1]3) B(0|1]8) C318|5) D(118]10)
d AA=1lp=1) B liegt nicht drin Ch=8lp=-2)

" —n (2 3 0
E: X =|1 Al O 1
"0 B X=(3)ea(5)n)
(2) Gehtnicht: AB und BC sind parallel: A, B und C liegen auf einer Gerade.

— 1 2
g) E: X =l[01]+p[ J

4
-1

E:?

0 |4+A|-2|+p| 2
\0) \11 k—l

71y r 2 / 1]

71y ¢ 2 (0]

t
|

O |+A[-2|+p| 2

\0) \1) -1

(1 £ 2 rl
2]

E:X=|0|+A[-2|+p
\0 \ 1) \0
,

.

1
i
1 (41113)

yx=(3)a(l)(l) g
IERHEORH \\ ’ / e

p < 1(BildY) -
oder =0 \ TAB1012) \
. (4 1 1 ¢ :
X =(é]+l(2]+o(}) =05 —X -\
<0
Aufgabe 2

a) Wenn man die Befestigungspunkte in den Ecken so wahlt wie Sabine,erhalt man z. B. A (0/0/3,5),

B (3/0/3), C (3/3/1,5) und D (0/3/2,5). Gehen wir zunéchst davon aus, dass die drei Punkte A, B
und D eine Ebene festlegen. Damit D auch in derselben Ebene liegt, muss das Viereck ABCD ein
ebenes Viereck sein. Man erganzt daz das Dreieck ABD durch eine Punkt C zu einem Parallelo-

11t o T o
gramm durch # b 1D 1 B L us o o 8Der Befestigungspunkt fur C
ot v p q

misste 1,5 m statt 2 m unter der Decke angebracht werden.

g

o] m
b) C lautet nun (3/3/2). Wegen a) gilt: ! 2 $ & noneg "#% o . Es handelt sich also
p

um ein Parallelogramm mit den Seitenldngen oft v ofit tm und Vip T ofp gm. Der Umfang be-
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tragt daher ca. 12,40 cm. IF'% rA d(da;nuunWI'#kﬁeIM_A_rein-den d
o

schlieRen, kann der Kosinussatz weiterhelfen. Mit der Lange ! # A | & o ¢fltvu
ph
L ic AC . w2 ~ oz K A AS [ [ ~ -
folgt & A A ¢ AAT Os AT O ——4v 1 Al D— w@ys

Damit lautet der Erganzungswinkel 87,02°. Fiir den Flacheninhalt gilt! A D Ejl o m2

¢) Weitere Befestigungspunkte By lassen sich bestimmen durch die Ortsvektoren:
Wand 1 (AB):"P 1B EQJ PmitO<k<1.

Wand2 (BC):"P 1D I B ED BmitO<k<1.

Wand3(CD):"P 1 | B EZFBmit0O<k<1.

Wand 4 (AD): " P 1D EJ BmitO<k< 1.

d) Ein beliebiger Punkt des Tuches lasst sich erreichen durch den Ortsvektor:
op EQ® iaPmit 0 O k, | O 1
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade

Aufgabe 2
. . Tt o
a) Geradengleichung Disenjet: gd® O 1 OGO b ¢ QO o
¢ ¢
] . t. 9
Geradengleichung Segelflugzeug: g O ©@® O®®A2 mw OO ¢
o] o
m 0 T 0 c ¢ T . ;
Durch Gleichsetzen erhélt man ¢ G o m OO v ¢ ¢ q O -N0 -
¢ ¢ o o ¢ O o
T o C
Man erhélt den Schnittpunkt der Flugbahnen: @ & - ¢ -0 o C
@ ¢ C
. . T C . C
b) Ebenengleichung fir den Luftraum %® @y & Q@QXRP UXRRP v @O 1 ud p .
¢ ¢ o

Durch Gleichsetzten der Vektoren von Gerade und Ebene ergibt sich im Falle des Diusenjets:

L1 . C I C . C o ¢ o L1 . 5 R
¢ OO o v @O 1 Udp ¥ @ T p X O - —J —
@ @ ¢ @ o ¢ ¢ 0o n
s o S CEEVP
Man erhélt als Schnittpunkt # & — C -0 o & —& ¢ ¢.
® 0 . plv Y
¢ O

¢) Durch Gleichsetzten der Vektoren von Gerade und Ebene ergibt sich im Falle des Segelflugzeugs:

T ) T G O ® ¢ O T ) 5 a
m OO o v @O 1 UDp ¥ @ T p v O - —nJ —.
o o (0] 0] o c @ O o
T ® &~ & SRp
Man erhélt als Schnittpunkt 2 & — nm —0 ¢ & —#& Glo v.
o o . php o
6 O
d) Beide Flugzeuge durchqueren den Schnittpunkt S, bevor sie jeweils in den Luftraum des Flugha-
fens eindringen. Begriindung: Die Parameter zum Schnittpunkt S betragenO - 01 @ -. Die
Parameter zum Eindringen in den Luftraum betragen 0 — - 001 & — - O.

e) Zusatzaufgabe: Der Richtungsvektor der Ebene vom Punkt F (0/ -5/ 6) zum Punkt H (3/ -4/ 3)
kann um den Faktor 2 auf den Punkt (6/ -3/ 0) gestreckt werden. Dieser Punkt kann ohne Stange
benutzt werden.
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Aufgabe 3

a)

%3

#1

ne

b) Ein Nachbau der Situation ist hier sinnvoll, da man dann erkennen kann, dass Schauspieler 2
nicht im Schatten steht und nur fir Schauspieler 1 Uberprift werden muss, ob er im Schatten steht.
Dafiir bestimmt man den Schnittpunkt der Schattenebene E durch die Punkte Ps und Psin Sonnen-
richtung mit der Geraden g durch den Punkt P s und P10(3,5/4/1,7).

- . .. v P L . . .
WPITP 0P OMOP OC® mw OO mn 0O¢ mit 0 Or O 1 und s O O
() S q
X ‘ ov T )
gg®O 0P OMOP T @m mit t O 0.
Tt pix
Durch Gleichsetzten der Vektoren von Ebene E und Gerade g ergibt sich:
v P P ovw T p p T ph o
n OO 1 00 ¢ T @mn v M g us T O o cho —
) C q i pix ¢ ¢ P ¢
Da der Parametert —<1und 0 <r=0,5< 1 ist, befindet sich der Oberkdrper des Schauspielers

nicht im Schatten der Kirche.
¢) Werden die Aufnahmen noch spater nachmittags vorgenommen, kann es sein, dass die Aufnah-

men bei fl acheren Sonnenstrahlen zu einem aSchatt
Kirchenschatten befinden.
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1.9 Kontrollaufgaben

la)
¢ p T P ¢ p T p . )
1 ¢ ¢ p G p T T pt @ p U p. Ug
P C p O P ¢ P o

(2) Die Losung bedeutet eine Abhangigkeit voneinander. Setzt man x =t dann gilt y = 2t. Daher
gibt es unendliche viele Lésungen mit dem Lésun gsvektor €O E .

1b)
X T pm
p" 3 2B 3 3 D @ 2P ¢Oy v pp
w ¢ pC
T X Y
b D 2B D 3 P P 3@ ¢cOuvu U] C
[0) W o
0- ~ —  —_— \ —
¢ !'b ¢gl2B ¢gO 2 3 0D o oNg x aMo WUg Tt O
o
1c)
p v . P
p GiP1 C 10 p_ und EgPt t O ¢ (h N a)sind identisch, da die Richtungs-

T P
vektoren kollinear sind und der Verbindungsvektor der Aufpunkte kollinear zu den beiden Rich-
tungsvektoren ist.

p p R p T .

2)aR1 m 10c¢ und Eg®¢ m {(Ouv (h N a)schneiden sich im Punkt (1/0/0),
I o T [0]

da dieser Punkt Aufpunkt beider Geraden mit nicht kollinearen Richtungsvektoren ist.

p p R Y ¢
o Qi1 m 10¢ und ERt nm tOt (A N a)sind echt parallel, da die Rich-
P o Ll ¢
tungsvektoren kollinear sind und der Verbindungsvektor der beiden Aufpunkte nicht kollinear zu

den kollinearen Richtungsvektoren ist.

1d)
P S R o v

Q) Cd®» ¢ 1t ¢ und EG® o tt v , denn bei der senkrechten Projektion in die
I T T T

XXzl Ebene ist die x-Koordinate des allgemeinen Geradenpunktes immer Null .

(2) Die Geraden g” und h” sind echt parallel oder identisch, da die Richtungsvektoren kollinear sind.
Der Vektor vom Aufpunkt G von g” zum Aufpunkt H” von h” (Differenzverkt  or der Stutzvektoren)
ist offenbar nicht kollinear zu den Richtungsvektoren der Geraden g” und h”. g" und h” sind also
echt parallel.
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le)
A G
p' Ar ¢to O1T @ A trmtu (A~ ) liegen auf C ¢@ ¢ ADp (AAN a).firb=0
o p
und b = 2.
A ¢ T p Qo
C ¢ ADp C ADm  ADp (AAN a)mit zwei nicht kollinearen Rich-
o p Y n p
tungsvektoren.
2a)

I Bund 0 Bbeschreiben die Richtung der beiden Flugzeuge k und F,und gleichzeitig den Geschwin-
digkeitsvektor fur e inen Zeitraum von zwei Minuten. Es gilt:

v pb v vy p vkp
b "™ 1b P X pT o und 02 P @ pmpoO g .
th T Tip vt v Tio

In einer Minute legen die Flugzeuge von ihren Startpunkten aus den Vektor v 3 P bzw. riv 30 &
zurlck. Also lassen sich die Flugbahnen durch die folgenden Geradengleichungen Frund F, mit den
Parametern s und t (jeweils in Minuten) beschreiben:

i e pd  ch plv cO ¢t
&d®O P OOtwd! P pt OO ph PT pp OMP 1 [
T Tio T 10 O chp
X o pr chy pi chyC c &p
&d®O @ (QOtwd0Aa po @D ph po pbON® 1 p w
v Tip L v TP L op
2b)
Zur Bestimmung der Lange der Vektoren ! Pund O Agilt:
I b v o p UVWpKi |l ometer pro zwei Mi nuten a 175, 8
oRa Lhp o 111(0] oo ki | ometer pro zwei Mi nuten a 190

2c)

Folgende zwei Bedingungen miissen erfillt sein:

(1) xs-Koordinate von Flugzeug F 1 = x3-Koordinate von Flugzeug F»
(2) Zeitparameter r = Zeitparameter t

Daher gilt: 4 + 0,3r = 5,58 0,15t (mit (1)) U 4 + 0,3r = 5,58 0,15r (mit (2)) U 0,45r=1,5U r= —. Also
gilt fiir die zuriickgelegte Strecke x von F»: I & Doip ¢— p 1o kM.

2d)

Durch Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen F und F;erhélt man:
) ch OchyO plp

) ) E)hv‘O Qhu OAcvx

) ) o O ip v Ophy
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1.10 Lésungen

(I) + 5 QI ergibt: 2,25t =34,5U t=—Y r= -, Setzt man die s und tin (I) ein, ergibt sich:

cwd - cpd pipU -49,6 = 1,1 (falsche AussageY F:und F2sind windschief, d. h. die Flug-
zeuge R und F; kdnnen unmaglich kollidieren.

2e)

Man berechne zunéchst den Verbindungsvektor 8 8 Peines beliebigen Punktes8 der Geraden R
mit einem beliebigen Geradenpunkt 8 der Geraden F, wobei r =t gilt.

Pk cvd pd O pip Moo
8 8b 8b 80D po pvO ptT plw O o oX .

v mipu O 1 1o O ph Tt v O
Die Lange des Vektors8 8 Pist genau minimal, wenn sein Quadrat minimal ist. Fur das Quadrat
d2 der Lange gilt:

A O 8 180bD pp Mo O ¢x ph 1 uvO mt wdu iy wOx ol @Fir die Ablei-

tunggilt: AJO mhv puv @pw mUt & 1, 18AjJMD nmiut yeunrt 8Nach ungefahr 1 Mi-
nute und 11 Sekunden haben Rund F2 der geringsten Abstand.

3a)

In der Erlauterung der Wirkungsweise konnten z. B. folgende Aspekte genannt werden:
Parallelenprojektion,

1
9 Blickrichtung der Kameraposition,
1 Projektion in die xi-x2-Ebene
1 Projektionspunkte,

9 optische Tauschung je nach Perspektive.

3b) und 3e)

[ ]

!

AR

!

[T
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1.10 Loésungen IEHEN

3c)

Ansatzz:0pP 0P Q0Oa

a mn_c i i om o o
u c DOm uvt1 1Oy O pNOP 0P pI® o 1 o
Tt T T T T Tt

Erlauterungen:

1 z-Wert des Projektionspunktes ist Null, da der Projektionspunkt in der Xi-x.-Ebeneliegt.
1 Durch die dritte Koordinatengleich ung erhalte ich t = 1.
1 Mitt=1 erhalte ich die x1- und x>-Werte von P-.

3d)
i vft v vft v o
Op 0P o ;0P 6 (t=1,75)0P @ (@t=17500P ¢ (t=1)
Tt Tt Tt Tt
43)
o o o Tt L
® -1 P t &aher folgt: 0% % O P Tt p und 0®% Wg @ uip B
Tt v Tt v
4b)

Da die beiden Geraden g und h offenbar nicht parallel sind (warum?), setzen wir gleich:

o T [0) L o ¢ o of o
n 1t g T tt x & @ T Xt 8 @ Xt T
Tt 0] Tt v vl ut vl Ut Tt
Durch Gleichung (I) erhalt man {  -. Mit Gleichung (lll) ergibt sich auch 1 -, Setzt manl und t

in Gleichung (1) ein, ergibt sich ¢t- xt- T1,alsot- Tt (f). Daher sind die beiden Geraden wind-
schief.

40)

(1) Die Kanten ! %nd " &sind die offenbar nicht parallelen Kanten eines (ebenen) Trapezes. Daher
liegen die nicht parallelen Geraden in einer Ebene. Sie haben daher genau einen Schnittpunkt.

o Tt o
(2) Die Geradengleichungen lauten: B4® 1t p ,qd® ¢ tt ¢
v Tt v

o T e ol ot ol ot T

Gleichsetzen ergibt1t p Yy tt ¢ ¥ ] v ¢t v 1 ¢t U]

v Tt v vl ut vl U T

Gleichung (1) und (lll) ergeben jeweils 1 {. Ersetzt manin (Il) { durch 1, ergibtsicht 1 -. Setzt

manl -in die Gleichung von g ein, erhalt man den Schnittpunkt S(8/ -/ —).
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1.10 Losungen IEEHEN

4d)
R , n X () i o LS p o
E® P O"®B OOR ¢y O m 00 ¢ g ltm tO ¢
It s §] T T v
4e)
(1) Man wabhlt fur die Richtungen die Einheitsvektoren:
T (0] It It T [0) i i
& m uvt———==O0 ¢y —Omn —Op n vi—DO ¢y —Om —Op
T T p s Tt Tt p s
o
- XF[
—  pht
o o 1 o o — plwert
- T P o — h
2) g Itm (O¢ ¥ — Yttt — TmMYLVW
— I Tt v .
— U+t — TXLW

Damit liegt der Punkt F fir 1 php w ¢l A mit x vinE.

4f)
Y n _p O
Cd® G p undE:® ¢y O O ¢
v T T v

p 0 O Tt
Durch Gleichsetzen erhalt man folgendes LGS fur die Unbekanntenr,sundt: m ¢ p U}
mT v U T

Der GTR ermitteltr=0,s = -, t =-. Damit ergibt sich als Schnittpunkt der Punkt S (-8/ -/ —).

4g)

Offenbar sind E und F nicht parallel. Durch Gleichsetzten der beiden Parametergleichungen der
EbenenF und F erhalt man ein 3x4-LGS mit den Unbekannten r, s, t und u, das H>-l6sbar ist. Ergénzt
man das 3x4LGS durch eine vierten Gleichung T30 1m0 nD XD 71zu einem 4x4-LGS, &n-
dert dies die Losungsmenge nicht, da beim 3x4LGS wegen der Nicht-Parallelitat der Ebenen E und
F stets ein Parameter frei ist wahlbar ist (z. Bt =1).

Zur Bestimmung der Schnittgeraden I6st man das 4x4-LGS in MENU A (Gleichung) :

@]

o o T 0 W,

b0 po omonl Gy o "y
memop Wy oo O &Ow

T[UT[UT[T[T[T[T[T[ (o) HJ
0 c0O

Setzt etwa t und u in die Parametergleichung von F ein, erhalt man als Schnittgerade:
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1.10 Lésungen

P
R L T A T P
QL@G)‘B ADOn c_rt p &dosxp QO ? OOms8
Tt v Tn Tt 1
00
Alternativliésung:

Durch Gleichsetzen erhalt in der Matrizenschreibweise fir die Unbekanntenr, s, tund u :

p O p o T p O p o T

m ¢ 1T p Wy 5 5 TG T P y.

m VU T ULV T mTmTm pu T

Es ergibt sich u = -. Setzt man u in die zweite Gleichung ein, folgt s =0,5ud4 = -. Setzt man nun

s und u in die erste Gleichung ein, folgt: r 6t =-3sd3u =0, alsor=t={. Setzt man z. Bu = -in der
Parametergleichung der Ebene F ein, ergibt sich eine Gerdengleichung als Losungsvektor:

P
. P 0 _ L P
& an -t p QG Tt . Dies ist eine zur x;-Achse parallele Gerade (Warum?).
T v — I
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2.1 Noch fit? 8 Funktionsuntersuchung mit Steigung und Krimmung

Lektion 2: Funktionsgleichungen finden

2.1 Noch fit? d Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung

Wichtige Merksatze der E -Phase und Wichtiges zur Krimmung

Satz zur Monotonie

(1) Wenn f'(x) > 0 fur alle x eines Intervalls ist,

(2) Wenn f'(x) < O fur alle x eines Intervalls 1 ist,

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.

dann ist der Graf von f Uber | streng monoton zunehmend (wachsend).

dann ist der Graf von f Uber | streng monoton abnehmend (fallend).

Notwendige Bedingung fur lo kale Extremstellen: f'(x o) = 0

Wenn an der Stelle % eine lokale Extremstelle vorliegt, dann gilt: f* (Xg) = 0. 20

Hinreichende Bedingung fur lok ale Extremstellen: f'(xo) = 0~ f hat bei x o einen VZW

A

A

/3

Xo

v

! -

Xo

v

I
I
I
'
I
I
I
1
1
1
1
1
i
1
1
1
1
1
[}
1
1
)
1
1
1
1

v

v

\ 4

0 Xo

e M e e -

Wenn f'(xo) = 0und f an der
Stelle x einen Vorzeichen-
wechsel von 8 nach + hat,

dann ist xo eine lokale Mini-
mumstelle von f.21

Wenn ' (Xo) = 0und " an der
Stelle x einen Vorzeichen-
wechsel von + nach d hat,

dann ist xo eine lokale Mini-
mumstelle von f.

Wenn f'(Xo) = 0und f an der
Stelle x keinen Vorzeichen-
wechsel hat,

dann ist xo eine Sattelstelle

von f.

20 Die logische Umkehrung gilt nicht immer .
21 Die logische Umkehrung gilt nicht immer .
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2.1 Noch fit? 8 Funktionsuntersuchung mit Steigung und Krimmu ng

Es lasst sich folgende Variante fur die hinreichende Bedingung fur Extremstellen  formulieren:

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen: f(x o) =0

" (Xo) = H ¢ - : - EiTi 71777 rﬂl b H
Wenn f (Xog) =0und 'H P ist, dann ist X, eine lokale EHO I T T ylo, L%

Krimmung und Wendestelle

Istf"(x) <O furallex I I, soistf auf | rechtsgekriimmt . Dabei istf” auf | streng monton fallend .
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall | also stetig ab.

Istf"(x) >0 furalle x| I, soistf auf | linksgekrimmt. Dabei istf” auf | streng monton wachsend .
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall | also stetig zu.

Eine Wendestelle xw ist eine Stelle, an denen ein Krimmungswechsel vorliegt. Dort wechselt
die Ableitung von f* sein Vorzeichen. Daher gilt dort: " (xw) = 0.

Merke: Der Punkt W, in dem sich das Krimmungsverhalten andert, wird als Wendepunkt be-
zeichnet. Die Wendestelle xw (= x-Wert des Wendepunktes) ist eine lokale Extremstelle der ers-
ten Ableitung und gleichzeitig eine Nullstelle der zweiten Ableitung.

Folgende Abbildungen verdeutlichen den Sachverhalt:

Sf" / | |

J

Rechtskriimmung

77\

=
1]
1
=
)]
~

w

/><
™~
w
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~
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—
] 1 —
-
>-<
é -~
-
\
[~
N
—+—
—~—t

|
g
I
ﬁ\
[y
T——

4] <0 |ew
,/ AN | (NN T
NN IS [\, SYN] ] X
-5 II-4 3 2 4 /f 1 2 -5 ’1-4 3 -2/{ 10|/ 1
ANANI | 1
I Rt ARENYEIEY
I 24 Linkskrimmung | I \ / : // 2
! | NI | / | /& 1/
1 A
I l !
Merke : Am Wendepunkt W liegt ein Krimmungs- f <ol " >0J
wechsel vor. Die Wendestelle von f ist Extremstelle " ist monoton fallend " ist monoton steigend
von " und Nullstelle von f . fist rechtsgekrimmt  fist linksgekrimmt

22 Die logische Umkehrung gilt nicht immer .
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2.1 Noch fit? 8 Funktionsuntersuchung mit Steigung und Krimmung

Notwendige Bedingung fir Wendes tellen: f"(x o) =0
Wenn an der Stelle % eine Wendestelle vorliegt, dann gilt f"(xo) = 0.23

Hinreichende Bedingung fir Wendestellen: f'(x o) =0 und VZW von f” bei x o

HHi
HHi hat,

I

Wenn 7 (xo) = 0und f~ an der Stelle x einen Vorzeichenwechsel von

—_ =2

: <o N HHE ETT T AHD CHH ”
dann ist xo eine Ei T ACHH RTHD HH ﬂ{an%de elle von f.
Es gilt auch folgende Variante fir die hinreichende Bedingung fur Wendestellen:

Wenn " (xo) = 0 und "H o] ist, dann ist xo eine

nHHE ET T 1 AH HH "|V;E;{f’;5 "H
Ei T 1 AI"HH "RTHT "HHL U HC T

Aufgabe 1: Vollstandige Kurvenuntersuchung ganzrationaler Funktionen
Gegeben sei de ganzrationale Funktion dritten Grades mit &8 -@ 1@ YO

a) Untersuche den Grafen der Funktion f auf Symmetrie.

b) Beschreibe das Verhalten im Unendlichen und nahe Null.

c) Berechne ohne GTR alle Schnittpunkte des Grafen von f mit den Koordinatenachsen.
d) Ermittle alle lokalen Hoch- und Tiefpunkte des Grafen von f.

e) Untersuche den Grafen von f auf sein Krimmungsverhalten.

f) Skizziere den Grafen von f zunachst ohne GTR und Uberprife anschlieBend Deine Ergebnisse
mit dem GTR.

g) Fuhre eine vollstandige Ku rvenuntersuchung auch fiir die nachfolgenden Funktionen durch.
Qo -9 -9 2 o0 o AW 0 O O

Uberprufe anschlieRend mit dem GTR.

23 Die logische Umkehrung gilt nicht immer .
24 Die logische Umkehrung gilt nicht immer .
25 Die logische Umkehrung gilt nicht immer .
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

%

Aufgabe 1: Funktionsbestimmung bei Vorgabe von 3 Punkten 26

Im Folgenden sind drei Abbildungen gege ben, bei denen jeweils 3 Punkte eingezeichnet sind.Un-
tersuche, fur welche Abbildungen ein Graph einer ganzrationalen Funktion ersten und zweiten Gra-
des gefunden werden kann, der durch die 3 Punkte verlauft. Gib & wenn moglich o die Funktions-
gleichung an.

4 gy 2 ty 3 ty
13% 1 xC 1 *C
X | 1B X | X |
"o il Mo ' "o g
1 -1 1

Aufgabe 2: Steckbriefe von Funktionen

Der Begriff a St e ¢ k b r i e fbeschfeiptaAbfgabeatypen, bei denen Funktionsgleichungen
von Funktionen bestimmt werden sollen, Uber die bestimmte Informationen vorliegen. Die Zahl
der Informationen k ann genau ausreichend sein (eindeutig bestimmter Steckbrief), es kénnen zu
wenig Informationen angegeben sein (unterbestimmter Steckbrief) oder auch zu viele (Uberbe-
stimmter Steckbrief).

Es sind folgende sechs Steckbriefe von Funktionen angegebenBestimmt moglichst viele Funktions-
gleichungen. Notiert eure Strategien.

1 Gerade: Eine Gerade verlauft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/ -4,5).

2 Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und ver-
l&uft durch den Punkt B(6/-1).

3 Parabel durch 3 Punkte: Der Graf einer quadratischen Funktion verlauft durch die Punkte
A(0/2), B(6/ -1) und C(1/4).

4 Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat in T(0/0)
einen Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hoc hpunkt.

5 Symmetrischer Graf: Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch
zur y-Achse, hat in H(2/ -2) einen Hochpunkt und in T(0/ -3) einen Tiefpunkt.

6 Wendepunkt im Ursprung: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im
Ursprung einen Wendepunkt und in T(1/ -1) einen Tiefpunkt.

%6 |dee aus: Lambacher SchweizerQ-Phase Klett-Verlag (2014)
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 3: Modellfunktion fir den 100 -m-Sprint bestimmen

Der Weg-Zeit-Verlauf des 100 m Sprint eines Schilers ist in folgender Abbildung dargestellt.

T I [ [ I T
i f(t)__|Laufstrecke in Metern
ga—
—100 L~
| pa
80 : | /
| /
60 /
| //
|
201
/ _
ed X
0 2 | 4|6 8 10 12 14|
| | | | Zeit in Sekunden

Es handelt sich dabei um den Graph einer Funktion 3. Grades mit /&8 AZF A3 A @ A(a, b, c
und d sind reelle Zahlen) und den folgenden Eigenschaften:

()  Der Graph verlauft durch (0/0)

(1) O istlokale Minimumstelle.

(1) Der Graph ist bei x = 7 am steilsten.
(IV) Der Graph geht durch (12/100).

a) Begrinde, dass man 4 Bedingungen zur Bestimmung von f(x) bendtigt und markiere im Gra-
phen die oben beschriebenen Eigenschaften (1) bis (1V).

b) Stelle mithilfe der Terme fur f(x), f'(x) und f"(x) vier Bedingungen auf, die man aus den Eigen-
schaften (1) bis (IV) erhdlt. Fille dazu die folgenden Licken aus.

A [ ] A [] anysA[ ] [] VAE | pmnm

c) Leite nun f(x) zweimal ab. Fille dazu die Lucken aus.

/m N A AGA  &p o [ ] [ ] Ao |

d) Wende die Bedingungen (l) bis (V) auf die Funktionsgleichungen fir f(x), f'(x) und f"(x) an.
e [ J0 Acr At A&t A [ U d=[_]
ma_] [Juv «ad ] [ ] [] [Ju A []
an &[] [Ju ead J+2b=[ J U[ Ja a 4 b =
WA em A ] AC] AQ] A pmm. [ Ja [ ]
e) Lése das LGS aus (Ill) und (IV)es handisch und mithilfe des GTR (MENU], [A], [F1, F1 (fur 2

Unbekannte), dann: Koeffizienten von a und b sowie die Zahl rechts der Gleichung ein-
geben) und gib die Funktionsgleichung f(x) an.

f) Beschreibe die Lésungsstrategie in eigenen Worten.
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 4: Relevante Informationen notieren

Im Folgenden sind Stedbriefe von 5 Funktionen und 6 Grafen angegeben. 5 Grafen entsprechen
dabei den vorgegebenen Steckbriefen. 1 Graf bleibt tbrig. Fir Funktion 1 wurde bereits eine Zuord-
nung vorgenommen und es wurden die relevanten Informationeim Steckbrief markiert (kursiv ge-
druckt) und in ROT in den Grafen eingetragen.

1 Eine Parabel 3. Ordnung?” hat in (2/2) eine Tangente parallel zur 2. Winkelhalbierenderd in (0/2)
ein lokales Minimum

2 Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente paral lel zur 1.
Winkelhalbierenden.

3 Eine zur y-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0) die Stei-
gung Null.

4 Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t mit der
Gleichung t(x) = 7x als Tangenteund in (1/0) einen Wendepunkt.

5 Eine Parabel 3. Ordnung berihrt die x-Achse in (1/0) und hat in (0/ -1,5) einen Wendepunkt.

\ 4y / \ Y ] ||y
\\ 2 / ST \ s
\

Minimum \

i
v><
|~
¥ x

Funktion Funktion 1 Funktion

\ A
\ 2,/\ \ /
4\ 2| \o 2 \ |/
RIS 1Y
\

Funktion Funktion Funktion

'><

Ordne den Steckbriefen jeweils begriindend einen Funktionsgrafen zu. Markiere in den Steckbriefen
die relevanten Informationen und trage sie im jeweiligen Grafen mit ROT ein. Erstelle fur den Gbrig
gebliebenen Grafen einen geeigneten Steckbrief.

27 Mit Parabeln der Ordnung n werden Grafen ganzrationaler Funktionen vom Grad n bezeichnet.
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 5: Steckbriefaufgabe in 4 Schritten I6sen

Ermittle fur alle Steckbriefe aus den Aufgaben 2 und 4 die entsprechenden Funktionsgleichungen
und zeichne anschlieBend mit dem GTR die Grafen. Markiere die relevanten Informationen im
Steckbrief und im Grafen. Die Vorgehensweise wird nun fiir Funktion 1 aus Aufgabe 4 erlautert.

(0/2)_ein lokales Minimum .

Schritt 1: Welchen Grad hat die Funktion? Was sind die relevanten Informationen?

Die Funktion hat den Grad 3. Daher hat man den Ansatz: &8 A AB A @ A Fir die Ablei-
tungsfunktiongilt £ o ¢ ADA

Da der Grad der Funktion 3 ist, bendétigen wir 4 relevante Informationen. Sie lauten:

(1) Der Graf geht durch (2/2) .

(4) Der Graf hat in (0/2) ein lokales Minimum .
Schritt 2: Welche Gleichungen leiten sich aus den relevanten Informationen ab?

Durch die relevanten Informationen 1 bis 4 erhalten wir mithilfe von fund f° geeignete Gleichungen,
die zu Bestimmung der Parameter a, b, ¢ und d notwendig sind:

1) A& c¢v A A Axx A ¢w H "H "H'H

(2) A}, pv CAX* c¢Ax A pwu 'H "H"H

Ry At c¢uw AT AaT Aot A qu mA mA mA A ¢w "H
(4) At e AT ¢ At A myw mOA mOA A mwu “H

Schritt 3: Wie lautet die Losung des linearen Gleichungssystems?

Mithilfe des GTR kann man in MENU A und F1 lineare Gleichungssysteme lI6sen. Dafiir muss man
zunachst die Anzahl der Unbekannten angeben (hier 4) und anschlieBend die Koeffizienten vor den
Unbekannten a, b, ¢ und d sowie die Zahl rechts von Gleichheitszeichen eingeben. Man erhélt:

B E E]
@n X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Yo T—n
a b c d =» « b c d e X -o0.25]| - a=-0,25
17 e 4 2 1 1 4 2 1 v 0.5/| B b = {(
2 12 4 1 0 2 4 1 o] -1 Z 4] B ¢ = (
3 0 0 4] 1 3 0 4] 1 2 T B d =
4 0 0 1 g 4 0 1 o g
2
REPEAT
Schritt 4: Wie lautet die Funktionsgleichung? Kann das Ergebnis stimmen?
. . . . . . . B Ausfuhrposition wahlen
Durch Einsetzen der Ldsungen in die allgemeine Funktionsglei- |Yi=—.25x7(3)+. 5xx%2
chung erhalt man: A2 g @ m@ ¢ und fur die Ablei- &z
tung /P mix @ @ Man rechnet nach, ob die Bedingungen
erfullt sind: A1 ¢NE  clNER WEQ p8Der dazugeho- : §h\Eem
rige Graf erflllt den Steckbrief auch grafisch. T gEvAR=L \ 5
=2 ¥=2
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 6: Formulierungshilfen

Im Folgenden findest Du eine Liste Textformen und Bedingungsgleichungen. Gib die fehlenden
Textformen bzw. Bedingungsgleichungen an, indem du sie in die zweite Tabelle eintragst. Fur 6
Textformen bzw. 3 Bedingungsgleichungen sind die Eintragungen in der oberen Tabelle angegeben.
Du musst sie nur noch entsprechend eintragen. Erstelle fir jede Zeile eine Skizze, in der die rele-
vanten Informationen ROT markiert sind.

f(0) =-2 Gt hat in (3/1) einen Sattelpunkt. f(1) =g(1) =539°(1), 9'(2)
f(1) =331 (1)=0 Gt hat bei x = 3 die Steigung 2. f(-1) =g(-1) =19 (-1) =g'(-1) =-10
f(7)=0 Gt beruhrt die x-Achse bei x = 2. | f(-1) = g(-1) =-4 @' (-1) =331 (-1) =0
Textform Bedingungsgleichung(en)

(2/3) liegt auf dem Graphen von f.

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

f(x) = - f(-x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von X.

f(3)=2

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente.

f(2) = 10 (2) = 0

f(0) = 3@f"(0) =0

Gt schneidet Gg mit g(x) = 2x2+ 3 in (1/y).

Der Graph von f schneidet die x-Achse bei x = 7.

Der Graph schneidet die y-Achse beiy =-2.

Gt hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2.

f(3) = 1@f(3) = 0@ (3) = 0

Gt hat in (-1/y) die Wendetangente y = 3x 0 1.

f(2) = 0@f(2) = 0

Gt bertihrt Gg mit g(x) = 5x2084 in (-1/y).
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen [[ERIEEN

Aufgabe 7: Der Besucherstrom 0 Steckbriefaufgabe im Sachkontext 28

Ein Festzelt auf einem Jahrmarkt 6ffnet um 20:00 Uhr. Die Besucher werden am Eingang gezahlt.
Um 21 Uhr sind 40 Besucher im Festzelt. Der gréf3te Besuchenadrang besteht um 22 Uhr und betragt
80 Besucher pro Stunde. Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt.

Bestimme eine Gleichung einer ganzrationalen Funktion dritten Grades, welche die Besucherzahl
im Festzelt beschreibt. Stelle die Situation mit d em GTR in einem Koordinatensystem dar.

[Tipp: Wahle fir die x -Achse als Einheit die Stunden nach Offnung und fur die y -Achse die Anzahl
der Besucher in 100.]

Infoblock : Zeichnen von Funktionsscharen mit dem GTR

In Aufgabe 6 fuhrt uns Steckbrief 3 zu unendlich vielen Lésungsfunktionen. Diese Ldsungsfunk-
tionen hatten alle die Form £@ A3 ¢ A @obei der Parameter afrei wahlbar war. Durch Ver-
andern des Parameters a erhalt man eine jeweils andere Funktionsgleichung. Solchen Funktionen
nennt man Funktionsscharen ganzrationaler Funktionen. Mithilfe des GTR kdnnen wir Grafen
von Funktionsscharen zeichnen.

Im Folgenden sind die Grafen der Schar fir a = 1, 2, 3 (Bild links) sowie eine Eingabemaoglichkeit
in MENU 5 (Bild Mitte) sowie MENU 6 (Bild rechts) angegeben:

[EXE]:Koordinaten anzeigen [E R Math) Rad [Nornl) B
‘” Ax2-2hx;[A=1 2*31 Grafikfunkt.:Y= Dynamikfkt. :Y¥=
Y1=Ax?-2Ax,[A=]1, 2, 3] Y1BAx?-2Ax
Y2: [—] Y2:
5 5 4 -8 = —10 v4a: [—1 Y4:
Y] =
- : [—1 :
x=1 =-1 [ Y | r [ Xt [Vt ]| X |

Fur die unterschiedlichen Darstellungsmdglichkeiten von Funktionsscharen und deren Anwen-
dung bei der Lésung von Abituraufgaben sei auf den Anhang verwiesen.

Zeichne mit dem GTR die Funktionsschar aus dem obigen Beispiel in MENU 6 und in MENU 5
fira=-5,-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5.

%

Bestimme eine Funktionsgleichung fiir die die folgenden 3 Steckbriefe von Funktionen. Fertige
vorab eine Skizze fir einen moglichen Grafenverlauf an. Beschreibe Deine Beobachtungen.

Aufgabe 8: Eindeutig bestimmte, Gber - und unterbestimmte Steckbriefe

1 Der Graph einer ganzrationalen Funktion vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung,
geht durch (1/2) und hat dort eine waagerechte Tangente.

2 Der Graph einer ganzrationalen Funktion zweiten Grades hat in (0/4) einen lokalen Hoch-
punkt und schneidet die die x -Achse bei x = 2 und geht durch (1/3).

3 Fur eine ganzrationale Funktion 2. Grades gilt: f(0) = f(2) =0und f'(1) =0

28 Fokus Mathematik in der Q-Phase, CornelsenVerlag (2015)
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Infoblock: Ortskurven charakteristische Punkte und Fixpunkte bei Funktionss charen

Gegeben ist Funktionsschardd EAZ @ ¢ ©3  Otx. Firdie Parametert=-2,-1,0, 1, 2
werden die Grafen im Folgenden angeben. Gesucht ist die Kurve (Ortslinie) der Wendepunkte
der Grafenschar (roter Graf in der Abbildung). Ferner wollen wir zeigen, dass der Punkt (0/0) der
einzige Punkt (= Fixpunkt ) ist, der auf allen Grafen der Schar liegt.

Y I

|
t=0 t=1f t=2| t=3
41 i

i
Al

HATAw, GYAN/
N \ /
Ao X/
| Elnflger leFunkt \SE (0/0) / |
4 [N/ AA. 2 | 3| 4
[N

N/ |/
/I L X
| /)
LI
VRN I
Bestimmung der Wendepunkte in Abhangigkeitvont: &A@ oc@ 1 00ONF P o210

A JF ¢ mBAlsofolgt F P ¢o@t1Omu @ ONegen&F JO n° A ]JD o ™
- E-O0 —O folgt, dass die Schar der Wendepunkte7 -G—0 ist.

A

W
—
L

™,
S~

A Bad

T

— S~ (

-1
|

Parameterdarstellung in Funktionsgleichung umwandeln:  Setze nun@ -Ound U —O. Funk-
tionsgrafen kénnen sich auch durch eine solche Parameterdarstellung beschreiben lassen. Um
diese Form in eine Funktionsgleichung zu verwandeln, muss man den Parameter t eliminieren,
so dass aus 2 Gleichungen mit den 3 Unbekannten x, y und t eine Gleichung mit den beiden Un-
bekannten x und y wird. Daftir formt man die erste Gleichung fiir x nach t um. Es folgt t = 1,5x.
Setzt man dieses t in die Gleichung fiir y ein, erhdlt man: U it 132 . Diese Gleichung beschreibt
die Kurve, auf der alle Wendepunkte der Funktionenschar liegen.

(0/0) ist einziger Fixpunkt der Schar: Zu zeigen, dass (0/0) auf jeder Schar liegt ist klar. Allerdings
konnte es weitere Fixpunkte geben. Zum Nachweis wahlt man zwei beliebige unterschiedliche
Funktionsgleichung mit den Parameternt 11  uns setzt sie gleich:

2 0o 00 @ 0@ Oww b OO O O0 g m
v cO0 0@ O O me @ Tcd 0@ O O T

v @ WO AT I/ OO 60 mnxAchAl 0.
Damit liegt der Punkt (0/0) auf alle n Grafen der Schar und ein zweiter Schnittpunkt hangt von
der Wahl der t; und t; ab, liegt damit nicht auf jeder Schar.

Erlautere die Rechnungen und notiere die Uberlegungen im Heft.
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 9: Unterbestimmte Steckbriefe und Funktionsscharen

Gegeben sei nun eine nach oben gedtffnete Normalparabel, die die xAchse bei x = 4 schneidet.

a) Ermittle eine Funktionsgleichung der Schar der Normalparabeln. [Zur Kontrolle und zum Wei-
terarbeiten: £0 @ AT Apd

b) Skizziere mit dem GTR wie im obigen Infoblock Parabeln fir verschiedene Werte von a und
untersuche, auf welcher Kurve die Schar der Tiefpunkte liegt. [Hinweis: Betrachte z. B. die Pa-
rabeln fir a = -16,-12,-8,-4, 0, 4]

c) Berechne den Wert fiir a, fur den f, genau eine Nullstelle x = 4 besitzt. [Tipp: Diskriminante.]

d) Bestimme rechnerisch die Koordinaten des Tiefpunktes in Abh&ngigkeit von a, ermittle die
Ortskurve der Tiefpunkte der Parabelschar und Uberpriife Deine zeichnerische Losung aus Auf-
gabenteil b). [Hinweis: Infoblock oben.]

e) Zeige rechnerisch, dass der Punkte (4/0) der einzige Punkt ist, der auf allen Graphen der Funk-
tionsschar liegt. Man nennt (4/0) auch einen Fixpunkt der Schar. [Hinweis: Infoblock oben.]
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2.3 Trassierungsaufgaben

2.3 Trassierungsaufgaben

Der Begriff Trassierung beschreibt das Entwerfen und Festlegen der Linienflhrung eines Landver-
kehrsweges bzw. einer Trasse in Lage, Hohe und Querschnitt. Wir werden in diesem Kapitel Ver-
fahren kennenlernen, um die Trassierung von Stralen zu modellieren . Dabei greifen wir auf
Kenntnisse Uber ganzrationale Funktionen sowie Steckbriefaufgaben zurlck.

Aufgabe 1: Verbindungsstral3e

Zwei parallel verlaufende StralRen sollen miteinander verbunden werden. Die Situation ist unten
mithilfe des GTR dargestellt worden (Angaben in Meter). Ziel ist es, eine Verbindungsstralie zwi-
schen den bestehenden Stral3en zu schaffen. Diese soll mit einer ganzrationalen Funktion modelliert
werden. Drei mdgliche Losungen kdnnten die unten dargestellten Grafenstiicke sein.

E] B
¥ P’
bestehende
Strage ¢ 40r 1
3ok agh
20t ot
1ak bestehgnde 1al
. . | | SralRe x . . . | | %
-20 -10 10 20 30 40 50 -30 -20 -10 g 10 20 30 40 &0 6O 7O

El
v

—

40 2

30

20
10F

H

0 20 -l0g| 10 20 &0 4o

50 B0 7O

B
v

—

40r
30+
20
10F

4

&0 20 -10 g

10 20 50 40 50 &0

7o

a) Bestimme fir die drei Verbindungsstral3en die jeweilige Funktionsgleichung und Uberprife

Deine Losung mithilfe des GTR.

b) Erortere Vor- und Nachteile der einzelnen Losungen und formuliere Mindestbedingungen fir
eine geeignete Trassierung.

c) Ein Ingenieur ist mit allen drei Losungen unzufrieden. Er moniert, dass bei allen drei Ubergan-
gen ein zu hohes Risiko bestehe, falls das Auto nicht rechtzeitig vor den Ubergéangen die Ge-
schwindigkeit reduziert. Er fordert daher, dass bei beiden Ubergangspunkten (0/50) u nd (30/0)
Wendepunkte vorliegen sollen.

(1) Begrunde die Forderung des Ingenieurs und leite daraus den Mindestgrad der GRF ab.

(2) Ermittle eine Modellfunktion, die den Ingenieur zufriedenstellt. Zeichne sie mit dem GTR.
Zeichne auch die Grafen der Ableitung un d beschreibe deine Beobachtungen.
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2.3 Trassierungsaufgaben

Aufgabe 2: Sprung -, knick - und krimmungssprungfrei 29

Beim Ubergang von einer Trasse | in eine zweite Trasse Il ist der Ubergangspunkt P von zentraler
Bedeutung. Aus nachvollziehbaren Grinden sollte sich Stick Il in A lic kenlos an Stiick | anschlie-
Ren. Man nennt einen solchen Ubergang dannsprungfrei (bzw. stetig).

N J
N T P(a/b)
0=//
Trasse I | Trasse II

Zusatzlich fordert man, dass sich im Punkt P kein Steigungssprung ergeben soll, damit das Lenkrad
ni cht pl°tzlich aher umger erssgletreffendeneKurdea sollemals® §m
Ubergangspunkt P die gleiche Steigung besitzen. Ubergéange, die im Ubergangspunkt die gleiche
Steigung haben, nennt manknickfrei (oder glatt bzw. differenzierbar ).

SchlieRlich verlangt man noch, dass sich im Ubergangspunkt P auch das Kriimmungsverhalten nicht
sprunghaft andert. Ubergange, die im Ubergangspunkt auch in der zweiten Ableitung tibereinstim-
men, nennt man krimmungssprungfrei  (krimmungsruckfrei bzw. zweimal differenzierbar).

Um einen krimmungssprungfreien U bergang besser zu verstehen, muss geklart werden, was man
unter der Krimmung versteht. Um ein Mal3 firdie mi t t | er e Kr 3 mrbekonmgnenGbe-
trachtet man di e RiasDiffetenzgzeetenSteggungswigkel)@m Verhaltnis zur
L2nge Gs edesst ¢Kikrsyy, auf der sich die Richtung

nun unendlich klein, erhalt man als Grenzwert 1 ,q)i 4’—,.Idie lokale Krimmung . Kurz gefasst: Die
Krimmung gibt das Ausmalf} der Richtungsanderung auf einer besti mmten Strecke an.

/ /
de

Definition der Krimmung:

Mittl ere K‘{:g,éﬂnmung G

Lokale Kriimmung [ >J/OE-yI—
Oben ist die mittle
[

ker, da bei et wa gl
gr°Cere Richt wbapteh. n

2% |dee und Anregungen von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. J. Rolf unter http://www.langemathe-
nacht.de/autobahnkre uze/L MN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf (29.7.2016) sowie von G.
Roolfs unter http://nibis.ni.schule.de/~lbs -gym/jahrgang112pdf/Strassenbau.pdf (29.7.2016)

30 Es handelt sich um den griechischen Buchstaben ( Bappao), der an Kr ¢ immung

Di e
ande
erinn
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2.3 Trassierungsaufgaben

Beispiel: Ubergang von einer Strecke in einen Viertelkreis

Eine gerade Strecke hat offenbar die Krimmung Null. Ein Kreis besitzt eine
konstante Krimmung, da sich die Richtung gleichmaRig &ndert. Daher ist
der Ubergang A von einer geraden Strecke in eine viertelkreisformige Kurve
nicht krimmungssprungfrei. Dies spurt man als Autofahrer, wenn im Uber- N r}&
gangspunkt A eine plétzliche auftretende Zentrifugalbeschleunigung den ei- /
genen Kdorper in den Gurt drickt. Gleiches gilt i n umgekehrter Reihenfolge r
im Ubergangspunkt B.

a) Skizziere jeweils ein Beispiel fur einen nicht sprungfreien, einen sprungfreien aber nicht knick-
freien, einen sprung- und knickfreien aber nicht krimmungsruckfreien sowie einen kriim-
mungsruckfreien Ubergang d ar.

b) Begrinde mit der obigen Definition, warum die lokale Krimmung einer Geraden tberall Null
ist und beim Durchlaufen des Viertelkreises mit dem Radius r gegen den Uhrzeigersinn - betragt.

A \ Die obige Definition zur Krimmung ist zwar geometrisch
Y / sehr anschaulich, als Rechenwerkzeug aber eher ungeeignet.
v Dass die zweite Ableitung kein MaR fir die Krimmung sein
i I kann wird klar, wenn man beispielsweise eine Normalpara-
bel mit A5 @ betrachtet. Die zweite Ableitung betragt
21\ hier £]@] c¢. Dies hieRe, dass die Normalparabel iiberall
d N LA

~1 die gleiche Krimmung hatte.

Um eine Recheninstrumentarium zu bekommen, versucht

— P X | man einen Grafen einer Funktion f an jeder Stelle durch einen
'_1/ 1 > » Kreis k mit der Krimmung - (vgl. Aufgabe b)) anzunghern.
/( ‘ Qabgi soll an jederStelle ageltenEA  AA~ EJA  AEAT
- EJA  /jAj8m Beispiel rechts wurde der Graf von f sowie

der dazugehorige Krimmungskreis an der Stelle a = 1 dargestellt. Dieser Ansatz fiihrt mit ein wenig
Rechenaufwand3! zu einer Formel fur den Krimmungsradius r und als Kehrwert fur die Krim-
mung
. R .

n o HH ‘ HH

I'H T und 'H HH T
c) Bestimme die Krimmung [ A, falls a eine Extremstelle bzw. eine Wendestelle ist.Ermittle das

Vorzeichen der Krimmung, falls der Graf von f rechts- bzw. linksgekrimmt ist.

Merke:
Q) Zwei Graphen von Funktionen f und g hei Cen

1 sprungfrei , falls f(a) = g(a).
1 knickfrei , falls f'(a) = g’(a).
1 krimmungsruckfrei , falls f"(a) = g”"(a).

(2) Die Krimmung ist ein Maf fur die Richtungsanderung pro zurlickgelegter Strecke. Geraden
haben die Krimmung Null, Kreise mit Radius r eine konstante Krimmung -. In Wendepunk-
ten ist die Krimmung immer Null, an Extremstellen entspricht sie dem Wert der zweiten Ab-
leitun g an dieser Stelle.

31 Eine Herleitung findet man z. B. von G. Roolfs unter http:/nibis.ni.schule.de/~lbs -gym/Analy-
sisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf (28.7.2016)
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2.3 Trassierungsaufgaben [ECNEER

Aufgabe 3: Stral’enkuppe 32

Beim Bau von Strafl3en gilt es StralRenkuppen oderdsenken mdglichst holperfrei zu Uberwinden.
Dazu kdnnen ganzrationale Funktionen verwendet werden. In der nachfolgenden Abbildung sind
die beiden Stral3enstiicke angegeben, die es geeignet zu verbinden gilt [1 K&astchen entspricht 1 LE].

a) Ubertrage die Situation in ein geeignetes Koordinatensystem und ermittle eine Funktion mdg-
lichst niedrigen Grades, deren Graph zum Ausrunden der beiden StralRenstiicke vor und nach
der Kuppe geeignet ist, so dass die Ubergangesprung - und knickfrei sind.

b) Zeige, dass die Ubergangenicht krimmungsruckfrei sind und gib an, welchen Grad die Mo-
dellfunktion von zwei sprung -, knick - und krimmungsruckfreien  Ubergangen haben miisse.
Ermittle eine ganzrationale Funktion niedrigsten Grades, dessen Graf sprung-, knick - und
krimmungsruckfreien Ubergange garantiert.

c) Stelle die Situationen in a) und b) mithilfe des GTR dar.

Aufgabe 4: Trassierung der Verbindungsstral3e mit einer Funkt ionsschar33

Zwei parallel verlaufende Straf3en sollen wie in Aufgabe
1 miteinander verbunden werden. Die Funktion A mit

der Gleichung /& @ -0A @ (b, d > 0) soll die
neue Verbindungsstral3e beschreiben.

bestet|1ende 1 y
Strale

a) Bestimme die Parameter b und ¢ und gib den Grad ' ' f
der Funktionenschar A an. 50 m \

b) Berechne/&] @ O1 ] J@ und zeige, dass die
VerbindungsstralRe knick - aber nicht krimmungs- . . . \\ .
sprungfrei in die bestehenden Strafl3en einmiindet.

| | | \ bestehende
c) Bestimme den Wendepunkt der Verbindungsstralie 30m StraBe X
far b = 16200 und d = 900 [fur beliebige b und d]. \

d) Stelle die Situation mit dem GTR dar fiir unterschiedliche Werte fir b und d in der Nahe der
Werte b = 16200 und d = 900 unduntersuche, welchen Parameter man verandern muisste, wenn
die beiden parallelen StralRen statt 50 m einen anderen Abstand hétten, aber der horizontale Ab-
stand der beiden Straf3en unverédndert bei 30 m bliebe.

32]dee aus Fokus Mathematik fur die Q-Phase, CornelsenVerlag (2015)
33 ]dee aus Lambacher Schweizer fiir die QPhase, KlettVerlag (2012).
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2.3 Trassierungsaufgaben

Aufgabe 5: Trassierung von Autobahnkreuzen 34

Die folgenden Abbildungen zeigen vier verschiedene Bauformen von Autobahnkreuzen in verein-
fachter typisierter Darstellung 3.

Turbine Kleeblatt Malteser Windmiuhle

a) Diskutiere innerhalb Deiner Tischgruppe die vier dargestellten Varianten hinsichtlich der Kri-
terien aPlatzbedarf o, am°gliche GeschwiaKad gtkesn t
durch aufwandige oder viele Briicken". Nenne Beispiele fir Dir bekannte Autobahnkreuze.

Die folgende Darstellung beschreibt die Linksabbiegung in einem Uberwurf -Kreuz. Vereinfachend
nehmen wir an, dass das Kreuz rechtwinklig ist und die gesamte Trasse in drei Teile zerlegt werden
kann, wobei der mittlere Teil ein Viertelkreis mit Radius r ist.

N ! D,(0/t)

A,(-t/0) C.(r/0) x
L -

34 |dee von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. J. Rolf unter http://www.langemathenacht.de/autobahn-
kreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf (29.7.2016)
35 https://de.wikipedia.org/wiki/Autobahnkreuz (29.7.2016)
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2.3 Trassierungsaufgaben

Ziel: Gesucht ist eine ganzrationale Funktion, die Trassenstuck | beschreibt. Folgende Modellan-
nahmen wollen wir machen:

(1) In den Punkten A und B ist die gesuchte Kurve mit der Fahrbahn der Ausgangs -Autobahn (x -
Achse) und dem Kreisbogen Il (Trassensttick Il) verbunden.

(2) Der Ubergangspunkt A ist knickfrei und krimmungssprungfrei.

(3) Beim Ubergangspunkt B wird von einem knickfreien Ub ergang ausgegangen.

Wir nehmen zunéchst an, dass r = 50 und t = 100 ist. Es gilt also: A{100/0) und B(0/ -50).

b) Skizziere die Situation in Deinem Heft und markiere die Bereiche, wo das Trassenstiick | links
bzw. rechtsgekrimmt ist: Begrinde, warum Trassenstiick | durch eine ganzrationale Funktion
mindestens vierten Grades beschrieben wird.

c) Ermittle eine ganzrationale Funktion f vierten Grades, welche die Modellannahmen (1) bis (3)
erfullt. [Kontrollergebnis: A8 phhpn @ tPn P mMndd vmon @ m

d) Untersuche die Funktion ffir v m @ mauf ihr Kriummungsverhalten.

€) Zeige, dass der Ubergang B nicht krimmungsruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]

Gegeben sei eine Funktionsschargmit £ 3 —W —W —W O O @ OO m.

Definition: Eine Funkton A mit £ 3 —W —-W -3 O O @ mdO 1 be-
schreibt in Abhangigkeit der beiden Parametern r und t eine Schar von Funktionen ganzrationa-
ler Funktionen vierten Grades. Die Parameter r und t heil3en Scharparameter der Funktionenschar
und sind beliebig aber feste Zahlen, wahrend die Zahl x als Variable standig variieren darf.

f) Weise nach, dass die Funktionsschar4 die Bedingungen (1) bis (3) fiir die Ubergangspunkte
A(-t/0) und B(0/ -r) erflllt und somit Modellfunktion fir die Trasse | ist.

g) In der folgenden Abbildung werden vier Grafen der Funktionsschar dargestellt.

A
y .
— —— & = + -
-250 | -225 | -200 -1757 T 0 7550 N25 0 25 Jo 75
\Q\\ \25.- /
S~ N \ /
~—~—— //
\ |

Gib jeweils die Parameter r und t an und entscheid e begriindend mithilfe von Aufgabe 2, welche
der vier Grafen zur Modellierung von Trassenstlick | am besten geeignet ist.

h) Untersuche mit dem GTR fir verschiedene Werte fiir r und t, wie bei vorgegebenen Kurvenra-
dius r der Parameter t gewahlt werden muss, damit auch der Ubergangspunkt B, krimmungs-
ruckfrei ist.

i) Ermittle rechnerisch eine Bedingung fiir r und t, so dass der Ubergangspunkt B, krimmungs-
ruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]
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Zur Erinnerung: Ein krimmungsruckfreier Ubergang bedeutet anschaulich, dass es einen Kreis
gi bt , der sich an beide Kurvenstg¢gcke gl eich
dung fur die rote Kurve der Fall.

A
y
A RN
W N
// 25 \\
/"‘.250 ‘A173 floc A 50 50 X’
-250 | -225 | -200 - -1 0 -75~\-50 ™25 |0 25 75
T —— ! ~ N
~ K /
—~\] 7
BSO

B

Zusatzaufgaben (ler-Aufgaben)

j) Begriinde, dass sich der Viertelkreis im Kurventeil 1l durch die Fu nktion E mit der Funktions-
gleichung E @ Mo @ O1 A @ Obeschreiben lasst. [Tipp: Satz des Pythagoras]

k) Leite die obige Gleichung der Funktionsschar A her, indem Du allgemein fir die Ubergangs-
punkte A(-t/0) und B(0/ -r) finf Bedingungen flr eine ganzrationale Funktion vierten Gr ades
aufstellst und dann das entstehende lineare Gleichungssystem in Abh&ngigkeit von r und t mit
der GaulR3verfahren |6st.36

36 Aufgabe kann von den Schilern erst geldst werden, wenn das Gaul3verfahren eingefuihrt wurde. Dies ge-
schieht in der Regel im zweiten Halbjahr der Q1 im Rahmen der analytischen Geometrie.
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

In diesem Kapitel wollen wir erneut Modellfunktionen finden, die uns helfen Optimierun  gsprob-
leme zu l6sen. Dabei beschéftigen wir uns einerseits mit geometrischen Optimierungsaufgaben und
Aufgaben zur Gewinnmaximierung. Solche Aufgaben werden oft mit dem Begriff Extremwertauf-
gaben umschrieben. Abschliel3end fassen wir das in die Vorhaben Gelernte bezulglich des Modellie-
rens und der vier Stufen des Modellierungsprozesses (Modellierungskreislauf ) zusammen.

Geometrische Optimierungsprobleme

Aufgabe 1: Zimmermannsregel und Tragfahigkeit eines Balkens 37

Ein Holzbalken, wie er zum Beispiel in ei nem Dachstuhl %
verwendet wird, soll eine moglichst hohe Tragfahigkeit §
aufweisen. Solche Balken sind meist nicht von quadrati- Broe
schem Querschnitt, sondern héher als breit. Das ist sinn- b

voll, denn Uberlege Dir z. B., wie Du ein Lineal halten wiirdest, wenn es sich nicht durchbiegen oder
gar brechen soll. Die Tragfahigkeit des Balkens ist proportional zu seiner Breite b und zum Quad-
rat seiner Hohe h. Seine Tragfahigkeit kann deshalb durch den Termf "Hii "H3d beschrieben
werden. 38

a) Bestimme die optimalen Malie eines Balkens, der aus Rundholz
mit dem Durchmesser 30 cm geschnitten wird und eine moglichst
hohe Tragfahigkeit aufweisen soll.

b) Aus Platzgriinden soll aus dem Rundholz mit einem Durchmesser 30
von 30 cm ein Balken ausgeschnitten werden, der nicht breiter als
14 cm ist. Ermittle die optimalen Malf3e fur die neue Situation.

c) Beurteile aufgrund des errechneten Wertes die Qualitat der Zim- [\
mermannsregel sowie der Faustregel. b
Zimmermannsregel Faustregel

Teile den Durchmesser eines
kreisformigen Querschnitts de s
Baumstammes in 3 gleiche
Teile. Errichte in den Teilungs-
punkten jeweils das Lot. Damit
erhédltst du den Balkenquer-
schnitt.

Breite : Hohe=5:7

d) Losedie Aufgabe 1a mithilfe der Formel { "Hi T OHJ , wobei k > 0 eine beliebige aber feste
Proportionalitatskonstante ist. Der Baumstamm hat dabei einen Durchmesser von D cm.

37 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q -Phase, CornelsenrVerlag (2015).

3 Ejgentlich musste der Term 4 AFE wegen der Proportionalitdt zu b und E mit einem Proportio-
nalitatsfaktor k versehen werden, so dass4 AfE EDAZE . Warum kann aber zur Losung d er Auf-
gabek = 1 gewahlt werden?
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Aufgabe 2: Extremwertaufgaben im Koordinatensystem

a) In einem Koordinatensystem fur x | [0; 2] ist ein Parabelbogen mit der Gleichung "Hd o
gegeben. Zu jeder Stele a mit 0 < a < 2 gibt es ein Rechteck A, von dem eine Seite auf der-Achse
liegt und sich zwei Ecken auf dem Parabelbogen befinden (vgl. Abbildung).

Bestimme die Seitenlangen des Rechtecks mit dem gréf3ten Flacheninhalt [groitem Umfang].
A

y

3
: }P(@f(a)
/ A \
/ . \
/ \ |
X
-

-1

a) Losef ol gende aKoorHxtnrag ewmerytsauwefngabeno:

(1) Ein moglichst grof3es Rechteck soll bestimmt werden, das in einem Koordinatensystem nach
unten von der x 8Achse, nach links von der ydAchse und nach oben und rechts vom Grafen
der Funktion f mit "Ho 0 begrenzt wird.

Bestimme die Breite und die Hohe des Rechtecks.Mache vorher eine Skizze.

(2) Ermittle den kleinste Abstand vom A I
Punkt (3/0) zur Parabel "Hb 6 g[Tipp: ¥ /
Betrachte als Zielfunktion das Quadrat 41 'f/

der Langenfunktion.]

(3) Gegeben ist die Funktion f mit der Glei- g VI /
- . o Larma)) B
chung 'Hb -0 . Die vier Punkte 2 /
A(3/0), B(3/f(a)), C(a/f(a)) D(a/0) legen /
fur die Zahl a mit 0 < a < 3 ein Rechteck . /
fest. Die Situation ist in der Abbildung /
rechts dargestellt. 2/-1 0 1 |a2 ] 4 x|
D A g

Zeige, dass fur den Flacheninhalt des
Rechtecks! A A A A ogilt / 14
und untersuche, fir welches a der Fla-

cheninhalt maximal wird.
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Aufgabe 3: Werbeschilder 3°

Herr Muller mdchte im parabelférmigen Teil der Durchfahrt zu seinem Schrottplatz ein moglichst
grof3es rechteckiges Werbeschild anbringen. Auch seine Konkurrenzfirma Schmitz méchte ein még-
lichst grof3es rechteckiges Schild montieren. Allerdings hat der entsprechende Teil die Form eines
gleichschenkligen Dreiecks. Die beiden folgenden Abbildungen verde utlichen die Situation.

2,50 m 2,25 m
Schrottplatz Miiller Schrottplatz
Schmitz
> < >
6,30 m 6,00 m
Bestmtmedi e MaCe der beiden aoptimalenodo Werbeschil de

Aufgabe 4: Die optimale Dose 0 Losungsstrategie bei Extremwertaufgaben

Eine Fertigsuppenfirma verkauft ihre Produkte in Konservendosen mit 750 ml Inhalt.
Um die Herstellungskosten minimal zu halten, muss fur die Dose mdglichst wenig
Material verbraucht werden.

a) Bestimmeden Durchmesser und die H°he di

b) Eine LOsung der gestellten Aufgabe kann in einer PPP eigesehen werden. Die PPP findest d
unter www.maspole.de . Ubertrage die Losungsstrategie in Dein Heft und bearbeite mithilfe des
dargestellten Rasters dOberflohe-abf ghbenden avol umer

(1) Ein Erfrischungsgetrank soll in zylindrischen Dose n aus Weil3blech angeboten werden. Das
Volumen einer Dose soll 0,33 | betragen. Aus Kostengrinden soll der Materialbedarf pro
Dose durch giinstige Formgebung mdglichst niedrig gehalten werden. Berechne den Radius
und H°he einer solchen aoptimalend Dose.

(2) Eine Firma will fur Hobbygartner zylinderformige Regentonnen herstellen, die bei minima-
lem Materialbedarf maximales Volumen besitzen. Bestimme die Abmessungen, wenn 2 m2
Material je Regentonne zur Verfigung stehen. Ldse die Aufgabe allgemein flr a m2 Material .

(3) Gegeben ist ein Kegel, dessen Grundflache den Radius 3 cm hat, und der 10 cm hoch ist. In
diesen Kegel soll ein Zylinder einbeschrieben werden, der das maximale Volumen hat. Be-
stimme die Hohe des Zylinders. [Tipp: Strahlensatz.]

c) ler-Aufgabe: Gegeben ig ein Kegel A, dessen Grundflache den Radius 4 cm hat, und der 10 cm
hoch ist. In diesen Kegel A soll ein Kegel B einbeschrieben werden, der mit seiner Spitze auf der
Grundflache des Kegels A steht. Ermittle die Hohe des Kegels B, wenn er (a) das maximaleVo-
lumen und (b) die minimale Oberflache hat.

39 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, CornelsenrVerlag (2015).
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Aufgaben zur Gewinnmaximierung

Die Bratwiurste von Herrn Heinze sind beliebt: Im Durchschnitt verkauft er pro Tag 250 Bratwirste
i m Br°tchen f ¢ rAbd diBKastet macheihnESorgen lsie steigen und steigen. Rech-
net er die festen Kosten fir den Strom und die Standmiete auf einen Tag um, sind es nun schon 90

Aufgabe 5: Kalkulation am Bratwurststand 40

0O pro Tag. Und die Ausgaben pro Bratwurst fg¢r  Wu
bet ragen inzwischen 1,20 Q. Herr Heinze wird nicht
und ¢berl egt sich deshal b: aErh°he ich den Preis

weniger, erhéhe ich um 20 Cent, sind es schon vier Bratwirste weniger, ba 30 Cent sogar neun, bei
40 Cent 16 Bratw¢grste usw. O

a) Begriinde, dass es sich bei Herrn Heinzes Annahme eines nichtlinearen Zusammenhangs zwi-
schen Preiserh6hung und Absatzriickgang verniinftig ist.

b) Stelle fur die Kostenfunktion K und die Gewinnfunktion G di e Funktionsterme K(n) und G(n)
auf, wobei n die Anzahl der Er h° hUunteguwm, beéievel- Pr ei
chem Verkaufspreis der Gewinn maximal wird.

Eine Kaffeertsterei setzt bei einem Verkaufspreisvon 100 pr o Ki |l ogramm er f ahr ur
10000 kg pro Monat ab. Aufgrund seiner langjahrigen Erfahrung vermutet der Geschaftsfihrer, dass
eine Verkaufspreisreduzierung um jeweils 25 Cent zu einem Mehrumsatz von 2000 kg pro Monat
fuhren wirde. Die Selbstkostenb et r agen nahezu unabh?@ngig vom Absa

Aufgabe 6: KaffeerOsterei 41

a) Bestmmeden Gewinn fg¢r die Verkaufspreise von 10 @,
b) Stelle allgemein die Gewinnfunktion auf und bestimme den fir die Firma besten Preis.

c) Diskutiert anschlielend den oben beschiebenen Ansatz und beschreibt einen realistischeren
Zusammenhang von Preissenkung und Gewinn.

Die Gesamtkosten fg¢r die Herstellung von X tausen
berechnenmit+ @ ¢ p @ 1 Y Dp m.Der Erlos E fur den Verkauf von x tausend Einheiten
dieser Ware betrdgt%?d pt1 @ @.

Aufgabe 7: Kosten 0 Einnahmen - Gewinn 42

a) Untersuche, bei welcher Produktionsmenge die durchschnittlichen Herstellungskosten —— am
geringsten sind.

b) Bestimme die Produktionsmen ge, die den gréf3ten G mit G(x) = E(x)d K(x) garantiert.

40 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, CornelsenVerlag (2015).
41 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, CornelsenVerlag (2015).
42 Aufg abeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, CornelsenrVerlag (2015).
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Modellierungskreislauf

Aufgabe 8: Was haben wir gelernt? 43

Die Idee des mathematischen Modellierens von Sachproblemen kann in dem abgebildeten Model-
lierungsprozess, der eventuell mehrfach durc hlaufen werden muss, schematisch dargestellt werden.
Dabei wird das mathematische Modell durch eine Funktion beschrie ben, die dem Sachproblem am
besten entspricht.

Vereinfachen,

Reale ‘ Strukturieren ‘ Reales
Situation > Modell

Anwenden,
Inte_rpretleren, Mathematisieren
Validieren
Mathematische . Mathematisches
Resultate k mathematische Modell
Uberlegungen

Das Ziel des Modellierungsprozesses ist das Anwenden, Interpretieren und V alidieren der mathe-
matischen Losungen in der Praxis. Dies kann zur Bestatigung der Modellannahmen, zu Aussagen
Uber Realsituationen oder zu sinnvollen Prognosen fihren oder diese auch widerlegen.

a) Arbeitet als Tischgruppe heraus, welche Aspekte ihr innerhalb des Modellierungskreislaufs in
diesem Unterrichtsvorhaben kennengelernt habt. Gab es Bereiche, die besonders oft vorkamen
bzw. Prozesse, die nur sehr selten oder gar nicht angesprochen wurden?

b) Verdeutlicht die vier Stufen des Modellierungskreislaufes m it einem selbst gewéhlten Beispiel,
das ihr als Tischgruppe (PPP, Folie) vortragen sollt. Die Prasentation muss von der gesamten
Gruppe gleichermal3en getragen werden.

43 HENN, H. -W.: Mathematik und der Rest der Welt. In: mathematiklehren 113, 4-7 (2002).
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2.5 Kontrollaufgaben

2.5 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

3 -
S 2
n Q
lch kann é S|l ao| 2
— — = S
S S| o 2%
; (%] N = (%2}
Nullstellen einer GRF dritten Grades ohne GTR berechnen. la)

die geometrische Bedeutung der ersten Ableitung angeben, eine Tan-
gente einzeichnen und deren Gleichung zeichnerisch und rechnerisch | 1b), 1c)
ermitteln.
einen Grafen einer GRF auf sein Krimmungsverhalten untersuchen. | 1d)
begriindend entscheiden, ob Aussagen bezlglich des Krimmungs-
verhaltens einer Funktion zutreffend sind.

einen Grafen einer Funktion skizzieren, wenn bestimmte Eigenschaf-
ten durch Funktionswerte der Funktion, der Ableitungsfunktion und 3a)
der Funktion der zweiten Ableitung vorgegeben sind.

auf der Basis eines Grafen relevante Informationen fur deren Bestim-
mung angeben und damit die Funktionsgleichung bestimmen.
eindeutig bestimmte Steckbriefaufgaben zu GRF losen. 4a), 4b)
eine unterbestimmte Steckbriefaufgabe einer GRF I6sen und die Glei-

. 4c)
chung der Funktionsschar angeben.
eine Parabelschar mittels Diskriminante auf Nullstellen untersuchen. | 4c)
Geradengleichungen anhand eines Schaubildes bestimmen. 5a)
erlautern, was ein sprung- und knickfreien Ubergang bedeutet. 5b)
einen StralRenstiick mit zwei knick- und sprungfreien Ubergangen
mittels einer GRF dritten Grades modellieren und die Gleich ung der | 5c¢)
Modellfunktion berechnen.
rechnerisch nachweisen, dass das Stral3ensttick nicht durch eine Funk-
tion zweiten Grades modelliert werden kann.
rechnerisch zeigen, dass Ubergange nicht krimmungssprungfrei
sind und den Grad fir eine mogli che Modellfunktion mit kriim- 5e)
mungssprungfreien Ubergangen begriindend angeben.
Extremwertaufgaben mit einer geometrischen Aufgabenstellung un-
ter Verwendung gebrochen rationaler Zielfunktionen und der 5 -
Schritt-Vorgehensweise (Zielfunktion, Definition sbereich, Nebenbe-
dingung, Extremwertbestimmung, Antwort) l6sen.
eine Extremwertaufgabe mit einer geometrischen Problemstellung
unter Verwendung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5 - 6¢C)
Schritt-Vorgehensweise losen.
eine Extremwertaufgabe unter Einbeziehung der Koordinatengeo-
metrie und ganzrationaler Modellfunktionen I6sen.
eine Extremwertaufgabe zur Gewinnmaximierung unter Verwen-
dung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5 -Schritt-Vorgehens- | 7a)
weise losen.
durch Transformation der Variablen eine Gewinnfunktion in Abh&n-
gigkeit von der Stiickzahl statt der Preissenkung herleiten.

3b)

5d)

6a), 6b)

6d)

7b)
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2.5 Kontrollaufgaben [N

TeiI I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Kurvenuntersuchung

Gegeben ist die Funktionfmit 2 @ @3 p ¢.8in Ausschnitt des Grafen von fist im Folgen-
den dargestellt.

A B

a) Bestimme alle Nullstellen von f.
b) Berechnef(-1) und interpretiere diesen Wert geometrisch.

c) Zeichne die Tangente t an den Grafen von fim Punkt P(-1/ -7) ein und ermittle zeichnerisch und
rechnerisch eine Funktionsgleichung t(x) der Tangente t.

d) Weise nach, dass W(2/ -8) ein RechtsLinks -Wendepunkt mit waagerechter Tangente ist.

Aufgabe 2: Wahr oder falsch?

Entscheide begrindend bei jeder der drei folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

a) Zwischen 2 Wendepunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer 1 Extrempunkt.
b) Zwischen 2 Extrempunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer 1 Wendepunkt.

c) Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat immer 1 Wendestelle.
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2.5 Kontrollaufgaben

Aufgabe 3: Funktionseigenschaften 44

a) Skizziere im nachfolgenden Koordinatensystem den Grafen einer Funktion g, wobei die folgen-
den Eigenschaften deutlich werden sollen:

H i H

—

i

\ Aol

b) Gegeben ist der Graf einer ganzrationalen Funktion f vierten Grades, der achsensymmetrisch
zur y-Achse ist.

(o]

-h

>

-2 -1 |0 1 2

(1) Gib Bedingungsgleichungen an, welche die Funktionsgleichung des Grafen eindeutig fest-
legen und marki ere die Informationen in der obigen Abbildung.

(2) Ermittle die Funktionsgleichung der GRF.

44 modifiziert nach einem Vorschlag des Ministeriums als Vorbereitung auf Das Zentralabitur 2017
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2.5 Kontrollaufgaben [EENEEN

Teil 1l: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 4: Steckbriefaufgaben

Skizziere mithilfe der Angaben den gesuchten Grafen und ermittle die dazugehorige Funkti ons-
gleichung. Uberpriife Deine Lésung mit dem GTR.

a) Der Graf einer ganzrationalen Funktion 4. Grades ist zur y-Achse symmetrisch und hat in
W(1/3) einen Wendepunkt. Die Steigung an der Stelle x = 1 hat den Wert 62.

b) Der Graf einer ganzrationalen Funktion f vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung, ver-
lauft durch A(1/2) und hat fur x = 1 eine waagerechte Tangente.

c) Gegeben sei folgender Steckbrief, der zu einer Schar von Parabeln fuhrt: Eine nach unten geoff-
nete Normalparabel verlauft durch den Punkt (3/0 ).

Bestimme die Funktionsgleichung der Parabelschar und ermittle in Abhangigkeit vom Schar-
parameter die zweite Nullstelle.

Aufgabe 5: Trassierung

Die Abbildung zeigt zwei geradlinig verlaufende Stral3enstiicke AC und BD. Es soll nun eine Kurve
gefunden werden, welche die StraRenstiicke miteinander verbindet. Die Ubergange von A und B
sollen sprungfrei und knickfrei  sein.

A ‘
y —'-%\
51 ‘r, N
f, \\
/
R 3y
¥i
/
37
.
11 h
2 I
I
1+
I
'}

a) Bestimme Gleichungen der Geraden durch die Punkte A und C bzw. B und D.
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2.5 Kontrollaufgaben [EEIIEN

b) Erklare, was ein sprung- und knickfreie r Ubergang anschaulich bedeutet.
c) Ermittle eine Funktion dritten Grades, welche die vorgegebene Situation modelliert.
d) Untersuche, ob das Kurvenstiick auch durch eine Parabel modelliert werden kénnte.

e) Zeige, dass f in beiden Ubergangen nicht krimmungssprun gfrei ist und begriinde, welchen
Grad eine Funktion haben misste, damit beide Ubergange krimmungssprungfrei sind.

Aufgabe 6: Extremwertaufgaben

a) Ein Rechteck hat den Flacheninhalt 900 cm. Bestimme die Seitenldngen des Rechtecks mit dem
kleinsten Umfang und gib den minimalen Umfang an. [Kontrollergebnis zum Weiterarbeiten:
50 ¢ pymw@n]

b) Es sollen zylinderformige Blechdosen mit einem Volumen von 500 cm3 hergestellt werden. Be-
stimme den Radius r und Héhe h, damit der Blechverbrauch mdéglichst klein ist. (Die Blechstarke
bleibt unberticksichtigt.)

c) Es soll ein nach oben offenes quaderbrmiges Terrarium gebaut
werden, das doppelt so lang wie breit ist (vgl. Abb. rechts). Sta-
bilisiert wird es mithilfe von Winkeleisen. Zwei fortlaufende
Meter Winkeleisen sind vorhanden. Welche Mal3e hat unter die-
sen Bedingungen ein Terrarium mit maximalen V olumen?

Ermittle di e aopti mal end MaCe des
nis zum Weiterarbeiten: 6 @ @ od] (10P)

[ Kontro

d) Der Graf der Funktionfmit A2 - @ o8 w@ 1 oschneidet die Gerade g mitg(x) =2 in
den Punkten A(-3/2) und D(3/2) (vgl. Abbildung). Fir -3 O a O 3 bilden die F
und C(a/f(a)) ein Dreieck. Bestimme a, so dassdieses Dreieck maximalen Flacheninhalt hat.

y /

A

VRN
l/ 5\\ I

C(alf(a)) /

~—
N\
&5 N\e
N
e
T~

9 _ B(al2) | D

¥y x

1
w

1

N

1

[y

o

fa) [ SR P E—
—

N

W

.Y

(851

(@)
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2.5 Kontrollaufgaben

Aufgabe 7 (Gewinnmaximierung)

Ein Chemiker aus den USA behauptet, dass man zukiinftig nicht mehr zu duschen brauche. Statt-

dessen kdnne man sich taglich mit seiner Bakterienldsung einspriihen. Die 250ml-Flasche kostet 200

a. Die Herstell ungsk o s-inleFlascheemm erseg Eonat ietkduft der Ghemd 2 5 0
ker nur 100 Flaschen. Nun méchte er den Gewinn maximieren und nimmt an, dass bei einer Preis-
senkung um x 2&undeo mnzugdwonodm werden konnen.

a) Untersuche, wie stark der Preis reduziert werden muss, damit der monatliche Gewinn maximal
wird. Bestimme die Anzahl der dabei monatlich verkauften Flaschen. [Kontrollergebnis zum
Weiterarbeiten: ' & G pn@t pnn@ nmunm

b) Sei N die Anzahl der monatlich verkauften Flaschen. Zeige: Fur den monatlichen Gewinn G gilt:
" .0pmn. pTM
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2.6 Lésungen

2.6 Ldsungen

2.1 Noch fit? 8 Funktionsuntersuchung mit Steigung und Krimmung

Ableitungen (f', ¥~ und f"") bestimmen: f(x) = ph@ Y@ Y f ' (X)=0 @ YW "(x) =3

3a) Symmetrie; Es liegt keine besondere Symmetrie vor, da in f(x) Potenzen von x mit geraden und
ungeraden Exponenten vorkommen

3b) Verhalten im Unendlichen/nahe Null: Das Verhalten im Unendlichen hangtvon C@ -@ab.

Der Graf verlauft von links unten nach rechts oben. Das Verhalten nahe Null wird durch h(x) = 8x
bestimmt. Der Graph nahert sich in der Umgebung von Null der Geraden y = 8x an.

3c¢) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Fir x = 0 gilt f(0) = 0. Daher ist der Ursprung Schnitt-
punkt des Graphen mit der x - und y-Achse. Flr die weiteren Schnittpunkte mit der x -Achse gilt:

A -0 19 YyOdnyw @-0 t1tQ0Y mw d T -G8 10¢ My B 1 O

V@poe me @ 1 G 1 e @ 1 @ 18er weitere Schnittpunkt lautet (4/0). Insbe-
sondere ist 4 eine doppelte Nullstelle.

3d) Extrempunkte:

2) Hinreichende Bedingung: f'(x) =0und f"(x) , O
Aj-] o3> Y
AjT1] o
3) y-Werte der Extrempunkte: A-

1) Notwendige Bedingung: f'(x) =0

phgd YW ¢ v 8 —C@ — T
v @ -1 A ®OT1 Mébgliche Kandidaten
fur lokale Extremstellen sind - O1 &

T: - ist lokale Maximumstelle
T:-ist lokale Min imumstelle
— und f(4)=0

Insgesamt gilt: H (—/ —) lokaler Hochpunkt und T(4/0) lokaler Tiefpunkt.

3e) Wendepunkte:

1) Notwendige Bedingung: f"(x) =0 2) Hinreichende Bedingung: f"(x) =0und f""(x) , O
cdyYy my @ -8MdoglicherKandidat |A&j § | ¢ m-istReLi-Wendestell e
fur eine Wendestelle ist- 3) y-Wertes des Wendepunktes: -  —
Insgesamt gilt: W (—/ —) ist RechtsLinks-Wendepunkt

3f) Graph:

X -0,25 |0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

y -2,3 |0 3,06 (4,5 4,7 4 2,8 1,5 0,4 0 0,6 2,5
B [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

[Ee R |

Y7=(119)

Rx*(3)—AxxB+8xx

X

¥7=(112)%x"~(3)—4xx2+8xx

Y7=(112)

5

[ I

Rx"(3)—Axx2+8xx

b4

X=1.33

1 2

333368

3 4

g

& 7
MAX

¥Y=4.,740740741

X=2.66

1 2 3

666667

4

5 F 7
¥-BEREICH

Y=2.37037037
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2.6 Losungen

30)

/A -0 -9 /A O O /A O O O
Symmetrie Punktsymmetrie keine Symmetrie Punktsymmetrie
Verhalten an den Randern von links unten von links oben von links unten

nach rechts oben nach rechts oben nach rechts oben
Verhalten nahe Null wieU -0 wielU @ wieU @
Extrempunkte H(-1/0,13), T(1/-0,13) T(0,75/-0,11)
Wendepunkte W(0/0) (Sattelpunkt) | W(0/0) (Sattelpunkt)

lEXE]:Koordin:::_n anzeigen Q:E?AE)]—;KE?%Z‘?HM anzeigen Emif?zl.;f:zig;ff;n anzeigen
o T

Gl’af e [5) 1 1 E Dl—\é/ E] * S ‘. e
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2.6 Losungen

2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 1
In Abbildung 1 ist nur eine Parabel méglic h, in 4 f_y P 4,
Abbildung 2 nur eine Gerade. In Abbildung drei B -
ist kein Graf einer Funktion mdéglich. /H\\ 1 A -

X| AP X|
Begriindung : Wirden in 1 die 3 Punkte auf ei- —':“71/ 0 \1\(: > —:A_”'i/ 0 : >
ner Geraden liegen ware die Steigung zwischen / \
jeweils 2 Punkten immer eine andere. Die 3 -1 , -1
Punkte in 2 kénnen nicht auf einer Parabel lie- / | T ‘)I<f““1 \ ‘lfz—lo’?x-}‘—or‘s

gen, da die mittlere Steigung zwischen je zwei

Punkten immer konstant 1 ist. Dies ist bei einer Parabel nicht mdglich. In 3 kann kein Graf einer
Funktion durch die 3 Punkt verlaufen, da dann fiir den x -Wert 0,5 2 Funktionswerte existierten.

Die Funktionsgleichung der Parabel in 1 lautet y = -x2 + 1, die der Geraden in 2 isty = 0,5x + 0,5.

Aufgabe 2
AY / AY AY
/ c
10 5 6
_ A | C I
X L X /
P > 3
10 | 0 /510 p 5 | 5 E'\ A// v x
X
o7 d N M EENRTIM
/ \
Gerade Parabel Parabel durch 3 Punkte
A ch@pavu Vi) —@B ¢ Yiie) @ ch 3¢
\ AV AY - AY l
P d oA
\\ H 2 10 2 ]
"N\ H X
3 g -2 W >
W\ DN TN
T-o/ > / 4T \ 21T
of 3 / \ |
\ [ \ [

Funktion vom Grad 3

Symmetrischer Graf

Wendepunkt im Ursprung

/D

-g -0

yii%] -2 -0

o

m -8 9
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2.6 Losungen

Aufgabe 3
a) Zur Bestimmung der 4 Parameter a, b, c A ' ] '
und d bendtigt man 4 Informationen. Im Gra- (1) Laufstrecke in Metern -
phen werden bei (0/0) ein lokaler Tiefpunkt 1‘00“ / ‘
markiert, bei x = 7 ein Wendepunkt sowie der \ /’
Punkt (12/100) des Zieleinlaufes. —380 7
b) () A T () Af m) Ax] | g /
(V) B¢ pmm | e
P o ¢ABAT (X)=6ax+2b 40 /‘
d()d=0;(l)c=0;(l)42a+2b=0und | 5 /
(IV) 1728a + 144b = 100 yd |
pd X
e) Der GTR liefert: a=-—und b = — TP 5 4 6 3 10 | 12 | 14 |
t A —@ —0@ | | | \ Zeit in Sekunden
Aufgabe 4
A A
| ] RO b
m,=1
\ 2 / N \
o Minimum \
/ X X
/ X \ :
2 0 2 2 10 2 ) x 20 2

Funktion Funktion 1 Funktion 5

\ Ay VA

| I
m.=1 L\

\ X \h X \ / \ l
A T 2oz AT N
e Y
m,=7 -
\ [
Funktion 2 Funktion 4 Funktion 3

Der Graf oben links besitzt noch keinen Steckbrief. Es kénnte sich um eine Parabel vierter Ordnung
handeln, die die y-Achse bei (0/0,5) schneidet (1. Information) und bei (2/1) und bei ( -2/ -3) jeweils
einen lokalen Tiefpunkt besitzt (fur jeden Tiefpunkt jeweils 2 Informationen). Es wéren aber auch
andere Vorschlage denkbar. Insgesamt ben6tigt man 5 Informationen.
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2.6 Losungen

Aufgabe 5
Steckbriefe von Aufgabe 2

Gerade: Eine Gerade verlauft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/ -4,5).

Ansatz: /B3 A @ ANp Al ve xw A A vhng Al the ov A A thn

Der GTR lieferta=2,5und b =-13,25. Also/& clv @ p & v

Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und verlauft durch
den Punkt B(6/ -1).

Ansatz. 3 A3 AQGAEP ¢® AVET ¢v A ¢N¢ At nvs A oA p

v opApA A p. Setzt man die Lésungen fir b und c¢ in (1) ein und l6st man (3) nach a auf
ergibt sich A —. Insgesamt ergibt sich A2 —0 .

Parabel durch 3 Punkte: Der Graf einer quadratischen Funkti on verlauft durch die Punkte A(0/2),
B(6/-1) und C(1/4).

Ansatz.//3 A3 A@ Mp At cuv A cN¢g A pyv cgApA A pno A 1
g A A A 1NlInsgesamt ergibt sich &2 —B .

Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten G rades hat in T(0/0) einen
Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hochpunkt.

Ansatz. A2 AP A AQAVER of cAoMp A&t nv A m¢ At ©

v A MoA 18 cuvehdoAA A INT A 18 1 YJAYA A T

Mithilfe des GTR erhdltman A -TA -TA A mAlso A2 - -0

Symmetrischer Graf: Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch zury -
Achse, hat in H(2/ -2) einen Hochpunkt und in T(0/ -3) einen Tiefpunkt.

Ansatzz. A3 A A AEP 18 cA@P A cuv poAtAA ¢Ng AF ©

¥ 0CAT A Mo At ow A ot At mne 1 1 Bedingung (4) ist immer erflllt bei
geraden GRF, da sie im Ursprung immer eine Extremstelle haben. Dies wurde im Ansatz
bereits ausgenutzt. Der GTR liefert A —A -TA . Also /B -2 -0 o

Wendepunkt im Ursprung: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im Ursprung
einen Wendepunkt und in T(1/ -1) einen Tiefpunkt.

Ansatz. /3 AF AQEp o Alp A ps A A pnNg Ap mv cA A m
Der GTR lieferta=-und b - Also/ -&@ -@Die Tatsache, dass der Ursprung ein Wende-
punkt ist, der auf dem Grafen liegt wurde durch den Ansatz bereits ausgenutzt. Denn jede ungerade
GRF hat im Ursprung einen Wendepunkt.

Steckbriefe von Aufgabe 4

Funktion 2: Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente pa-
rallel zur 1. Winkelhalbierenden.

Ansatz. 3 AP AQEp of8 Alp /& tv WA ¢ A tnNg AL p

¥ p ¢ AA  p.Der GTR oderder Kopf lieferta= -undb -. Also /D -7 @

Funktion 3: Eine zur x-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0)
die Steigung Null.

Ansatzz. 2 A A AEP 18 CcA@ At ¢v A cNc A n

v AA A Mo Ap mnv 1A A nDerGTRIliefetA ¢A A c

Aso /A ¢ 18 c.
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2.6 Losungen

Funktion 4: Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t
mit der Gleichung t(x) = 7x als Tangente und in (1/0) einen W endepunkt.

Ansatz: /2 AP Ao AWEIZ) vl o

v A xNc AH 1 A A A mo AlpJ
Der GTR lieferta= 3, b=-10und c = 7. Also A9

A¥EIG] ¢ o A AR X

Y ¢ TApA 1T
o p@ xO

Funktion 5: Eine Parabel 3. Ordnung bethrt die x -Achse in (1/0) und hat in (0/ -1,5) einen Wende-

punkt.

Ansatz. /0 A3 AB AQANED o
g A phng Anj me A mo Ap

g 0A ¢ A A T1uDerGTR liefert A
Also /D x & c¢lt v Dph.

Funktion ohne Steckbrief:

c ACAYEIZ] o Adc Rp A
me A A A A mMrt Ap
iy OA 1A c¢lt wndd =-1,5

phv
T

Achse bei (0/0,5) schneidet und bei (2/1) und bei (-2/ -3) jeweils einen lokalen Tiefpunkt besitzt.

Es konnte sich um eine Parabel vierter Ordnung handeln, die die y-

Ansatz: 3 A3 AZ NB ADANED 18 ol cAQA | i, I
p At mve A mhn \ /
¢ & puv poAUVATACAA pn 2 /
o Af, Tv ccApcArA~A ) /\4 .
T /E ¢ o pQAUATACAA o P 5
VA ¢ mv ocApcAtAA n '2/6 L2
Mitdem GTR folgt: A —MA  -TA -\ -MA 2

t A —O@ -0 -0 -0 - 4

Aufgabe 6

Textform Bedingungsgleichung(en)

(2/3) liegt auf dem Graphen von f.

f(2) = 3

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

f(x) = f(-x) oder bei GRF f(x) hat nur gerade
Potenzen von X.

Der Graph von fist symmetrisch zum Ursprung.

f(x) = - f(-x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von x.

Der Graph von f hat bei x = 3 die Steigung 2.

f(3)=2

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente.

f(1) = 3@ (1) = 0

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler Ex trempunkt.

f(2) = 10 (2) =0

Der Punkt (0/3) ist ein Wendepunkt. f(0) =331 (0) =0

Gt schneidet Gy mit g(x) = 2x2 + 3 in (1/y). f(1) =g(1) =581 (1), g'(1)
Der Graph von f schneidet die x-Achse bei x =7. | f(7) =

Der Graph schneidet die y-Achse beiy =-2. f(0) =-

Gt hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2. | f(-1) = g(-1) =40 (-1) =-2
Gt hat in (3/1) einen Sattelpunkt. f(3) =121 (3) =00f"(3) =

Gt hat in (-1/y) die Wendetangente y = 3x 0 1.

f(-1) = g(-1) = -4 B (-1) = 3@F"(-1) = 0

Der Graph von f bertihrt die x -Achse bei x = 2.

f(2)=00@f(2)=0

Gt bertihrt Gg mit g(x) = 5x2 0984 in (-1/y).

f(-1) =9(1) =12f(-1) =g'(1) =-10
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2.6 Losungen

A I \ A I A / A /
f f
) ll \\ f! b=t || /
P(2/3 f()=F(x) X ! frery
\ ot i LN\t

NI /] . NEZ2ENIN s lis ! ~
of [ 24" : g o/ | 2 [ 4 =

| / |

(2/3) liegt auf dem Graphen
von f.

Der Graph ist achsensymmet-
risch zur y-Achse.

Der Graph von f ist symmet-
risch zum Ursprung.

Der Graph von f hat bei x =3
die Steigung 2.

f(x) = f(-x); GRF f(x) haben nur

f(x) = - f(-x); GRF f(x) hat nur

f2)=3 gerade Potenzen von x. ungerade Potenzen von X. f@)=2
N ¥/ t ¢ \ | /
/ f g
N / WP l [
/ d TP Hp /
/RN / f
[ / \ y
| / \ |l _

Bei (1/3) liegt eine horizontale
Tangente.

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler
Extrempunkt.

Der Punkt (0/3) ist ein Wen-
depunkt.

Gt schneidet Gy mit der Glei-
chung g(x) = 2x2+ 3 in (1ly).

f1)=3@f (1) =0

f(2) =10 (2)=0

f(0)=3f"(0)=0

f(1)=9(1) =529'(1), g'(1)

le f// ny#‘f \ ﬂy__ Ay : |
7 / _ 2 f f 4 2 wp 7
Ak ARE AT
2 o]l /2 N ol /21 4

O | 7 | 14
4

A Aol

W

__2 /

fa 2 of\
/| \

[

Der Graph von f schneidet die

Der Graph schneidet die y-

Gr hat in (-1/y) die Tangente g

Gt hat in (3/1) einen Sattel-

x-Achse beix = 7. Achse beiy =-2. mit g(x) = -2x + 2. punkt.
f(7) =0 f(0) = -2 f(-1) = g(-1) = 4@ (-1) =-2 f(3) =12 (3)=00f (3)=0
‘ T Y ] Vi f _,‘_'Fi f\\ i Y.l |
\ / ); 2 \ / A 2
4 2 o) | 2 /
f % "/ X | .
v \ o2 T | A
S X
WP-¢4 oA s 5 R\ >
VT R 2 | 1\l0
A I | 1\

Gt hat in (-1/y) die Wendetan-
gentey =3x01.

Der Graph von f beruhrt die x -
Achse bei x = 2.

Gt beruihrt Gy mit der Glei-
chung g(x) =5x204 in (-1ly).

f(-1) = g(1) =-4 Bf (-1) = 3
@’ (-1)=0

f(2) =00 (2)=0

f-1)=ge1)=1
@ (-1) = g'(-1) =-10
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2.6 Losungen

Aufgabe 7

Ansatz. /0 Ao AB AQANEPD o cAQGAED oAdc RN

Sei t = 0 der Zeitpunkt 20 Uhr. Dann erhalt man die folgenden Bedingungen:

(1) Um 21 Uhr sind 40 Besucherim Festzelt/ tm A A A A 1t

(2) Der gréRte Andrang bestent um 22 Uhr: £j¢] mv p ¢ A A m

(3) Um 22 Uhr betragt der Andrang 80 Besucher pro Stunde:£f, ¢ p¢ AT A A yYn
(4) Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt: £/F 1v 1 YAQPA A 1

Man lést das LGS mitdem GTRund erhalt A —1A 1t A 1A —.

Also /&5 - 1@ —.

E] B B
8n X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b [ d » « b c d e [ -6.666
1 1 1 1 1 1 1 1 1 40 v 40
2 12 2 ] 0 2 2 ] 0 0 z| I
3 12 4 1 0 3 4 1 ] 80 TL 6.6666
4 T 8 1 0 4 8 1 ]
48 0 0
REPEAT
Aufgabe 8

Beispiel 1: Ansatz: f(x) = ax3 + bx (f ist ungerade). (1) f(1) =2U a+b=2;(2)f(1)=00 3a+b=0
ergibt mit dem GTR die Lésungena=-1 und b =3, d. h. man erhalt f(x) = - x3+ 3x. Dieser Steckbrief
ist eindeutig bestimmt, da es genau eine Losung gibt. [Alternativ hatte man auch den Ansatz f(x) =

ax® + bx2 + cx + d bzw. f'(x) = 3ax2 + 2bx + ¢ wahlen kénnen. Die Bedingungen lauten wegen der
Symmetrie zum Ursprung: (1) f(1) =2 U a+b+c+d=2;(2)f(1) =-2U -a+bdc+d=-2; (3)f (1)
=0U 3a+2b+c=0;(4) f{l)=0U 3adb + c = 0. Diese vier Bedingungen hatten zu einem LGS
gefuihrt, beidemb=d=0unda=-1und c =3 sind.]

Beispiel 2: Ansatz: f(x) = ax2 + b. Denn: Die Bedingung f'(0) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass der
Scheitelpunkt der Parabel bei (0/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x 8 0)2+ b folgt.
(1) f(0)=4U b=4(2)f(1) =30 a+4=3U a=- 1. Es ergibt sich f(x) =- x2 + 4. Die dritte Bedingung
f(2) = 0O ist offenbar auch erfillt, denn die obige Parabel hat 2 als Nullstelle. Dieser Steckbrief ist
Uberbestimmt , da mehr Informationen als notwendig gegeben wurden. [Alternativ hatte m an auch
den Ansatz f(x) = ax2 + bx + ¢ bzw. f'(x) = 2ax + b wahlen kénnen. Mit den Bedingungen (1) f(0) = 4
Uc=4;(2)f0)=0U b=0;(3)f(1) =3U a+b +c=3erhalt man fir a =-1. Die Bedingung (4)
lautet f(2) = 0U 4a +2b +c =00 a=-1 und bestatigt nur noch einmal Bedingung (3).]

Beispiel3: Ans at z: 812xD. Denn: Bi@Bedingung f' (1) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass
der Scheitelpunkt der Parabel bei (1/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x 81)2+ b
folgt. Ferner gilt: (1) f(0)=0U a+b=0; (2) f(2) = 0U a+ b = 0. In beiden Féllen erhalt man die
Bedingung a + b = 0. Bedingung (1) und (2) sind liefern also die gleiche Information. Dies ist klar,
da folgendes gilt: Der Ursprung liegt genau dann auf einer Parabel mit Scheitelpunkt (1/b), wenn
der Punkt (2/0) auf der Parabel liegt. Man hat unendlich viele Parabeln, fiir die a + b = 0 ist. Formt
man die Bedingung a + b = 0 etwa nach a um ergibt sich a =- b. Setzt man a in die allgemeine
Funktionsgleichung ein, gilt: f o( x )  81)2& a= ax¢ 0 2ax. Dieser Steckbrief istunterbestimmt und
erzeugt eine Parabelschar mit (vgl. Infoblock). [Alternativ hatte man auch den Ansatz f(x) = ax 2+ bx
+ ¢ bzw. f'(x) = 2ax + b wahlen kénnen. Mit den Bedingungen (1) f(0) =0 U ¢=0; (2) (1) =0U 2a
+b=0;(3)f(2) =0U 4a+ 2b + c =0 erhalt man bei (2) als auch bei (3) dieselbe Gleichung2a+b =0
oder b = - 2a. Daher folgt wie oben fi(x) = ax2 d 2ax.]
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2.6 Losungen

Aufgabe 9

a) Ansatz f(x) = x2+ ax + b.
Bedingung (1) f(4)=0 U 16 +4a+b=0U b=-1684a
Daher folgt wie oben f4(x) = x2+ axd 16 d 4a.

b) Die Tiefpunkte scheinen auf einer Parabel zu liegen, wie die folgende Abbildungen zeigen zeigt.

El Tasten [¢]/[+]oder eingeben. B Tasten [¢]/[2]oder eingeben. B [EXE]:Kcordinaten anzeigen
Y8=x2+Ax—4A—1h8' Y8=x2+Ax—4A—lh
b4
-10 -5 0 5 10 15 -10 -5 o 5 10 15 *
-10 -10
-15 -15
-20 -20
-25 -25
-30 -30
-35 =35
-40 -40
A=-20 e A=4 '“[
c) fa(X) = x2 + ax 8 16 & 4a = 0. Die Diskriminante lautet: $ - pe TA — 1A poDie
Diskriminante ist Null genau dann,wenn — T Ap¢@ My A pooAptT T Ay T

Also fur a = -8 ist die Diskriminante Null. Der Graph zu f -g hat daher genau eine Nullstelle.

d) Man rechnetnach fy(x) =2x +a=0U x= -+ /& - - A - porTA
— — 1T Apoe — 1 A p @Man erhilt die Schar der lokalen Tiefpunkte:

4 -T — 1 A p . Also gilt fir den x - und y-Wert

x= -4 A c@ndy — 1TApo

Setz man a in die Gleichung fir y ein ergibt sich:

U — 1tApe — 1T cB po @ YDpg

Alle Tiefpunkte liegen als auf der Parabel mit der Funktionsgleichung U @ w@ p @

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
V9= -2+ B —16_[W
. AY
-10 5 [
_lD_
_2_
_25_
35
'.'—40-
X=10 L
e\d ARiA po @ AxxtA p@w A A@ 1A Aq, g T.
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2.6 Losungen

2.3 Trassierungsaufgaben

Aufgabe 1

a) Die erste Abbildung hat offenbar die Funktionsgleichung : A8 v 1t -@(Steigung und y-Ach-

senabschnitt ablesen). Diezweite Kurve ist der Ast einer Parabel mit der Funktionsgleichung : /2
Az v BSetzt man den Punkt (30/0) in die Gleichung ein, erhédlt man m AJo m v mAlso

folgt A — —t AD —@ v mDie dritte Parabel kdnnte der Ausschnitt einer Parabel

dritter Ordnung seinmitderFor mA2 A A AQuv iEPR o& ¢ A @AHier gelten die
Bedingungen: p At T A m¢ A Ty ¢xTATWTNATAVLT e ¢ X AT
wnnAnA vro Apnt nie ¢ X A AA 1 DerGTRliefet A —uM@  -MA 1t

/A —@F -G v

b) 1 und 2 sind ungeeignet, auch wenn fur Losung 1 der Materialbedarf am geringsten ist (kiirzeste
Verbindung der Ubergénge). Denn in beiden Losungen liegt bei mindestens einem Ubergang ein
Steigungssprung vor. 3 ist am besten geeignet. Hier stimmen bei den Ubergangspunkten Ubergan-
gen sowohl die Funktionswerte als auch die Funktionswerte der ersten Ableitung tberein.

c)

Da der Ingenieur fordert, dass in den Ubergangsstellen Wendestellen vorliegen sollen, miisste die
Funktion mindestens drei Wendestellen haben (im Intervall [0; 30] liegt ein Krimmungswechsel

vor). Daher muss diese Modellfunktion mindestens den Grad 5 haben. Die Forderung des Ingeni-
eurs ist sinnvoll, da es durch die beiden Wendestellen zu keiner ruckhaften bzw. sprunghaften An-

derung der Fahrtrichtu ng kommt. Die Forderung, dass an beiden Ubergéangen Wendestellen vorlie-
gen mussen, ist gleichbedeutend mit den zusatzlichen Bedingungen &£jntj Ajojmt 18

Ansatz. /0 A3 AD AP A3 AQuiEp vl 148 off ¢ AgA
AIg ¢t po B oAd AR

p Al mw A

¢ Ajnj my A m

oA T Ty oA oA oTA L M

TApT e VITA TOTA oo mA T

vV Ajojm Ty CTOTA pPTA pUYTAT

Mit dem GTR folgt fiir die Gleichungen (3) bis (5): A —— M —M —N
t /D —@ —@ —@ v Bgruner Graf; gestrichelter Graf ist der Graf 3)
E E
—59.{ Y X
" -5 ol g 10 15 20 25 _o’D 35
a0 B -
a0
. -t W —f
20 v | e
10 =
I | | | g | b4 al
-20  -10 0 hin) 20 30 A0 50

In dieser Abbildung ist erkennbar, dass die | Deutlicher wird dies, wenn man die Ablei-

l'berg2nge bei der G R F tungsgrafen betrachtet. Hier erkennt man, dass
schmeidigero sind al s |dieUbergange beim gestrichelten Grafen nicht
einer GRF dritten Grades. knickfrei sind.
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Aufgabe 2
a)
I I I
| _knickfrei und \
krimmungssprungfrei
® e
1/
nicht sprungfrei sprungfrei und / /
nicht knickfrei /
Py / knickfrei und
/ nicht krimmungsruckfrei
b)

Bei einer Geraden gibt es keine Richtungsanderung. Dahergilt fur die mittlere Krimmung tberall
. . .. . .. s 2y [
G[= vy T Es gilt folglich fur die lokale Krimmung [ )J,OESJ/_ }J/OE§;— TL

<<|

Fur den Kreis betrachte man folgende Abbildung:

Mit GO=Y 400  E I | CAT i/Eh MECADE AE O O GAIOIAT Gf=G= - Daher folgt fir die
lokale Kriimmung { ;Oéé— J E4 -

y o

c)

Sei a Extremstelle. Dann gilt f'(a) = 0. Also:{ A I Iﬁ AJA].
Sei a Wendestelle. Dann gilt f"(a) = 0. Also;{ A —5 7 It

OAAEOOQAEOI' A N
Ist der Graf | ET EOCAE & qungtelle a, giltAEjA] 18 Daher folgt fur die Krim-

"HH

mung o[ A "{E-I—Hﬁ-

11, da der Nenner stets positiv ist.
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