Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=200%(x—15)x{e"(-0.01xx))*3000
Y 2=8:04)

10000r

FEO00r
5000
2500

100 200 SCHNETTPUNKT

X=85.%019858 Y=9000

Mathematik in der Jahrgangsstufe 13(Q2-Phase)
angelehnt an den KLP Mathematik NRW 2015
Autor: Jorn Meyer




Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

Lektion 1: Exponential - und Logarithmusfunktion .............cc............ 3
1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen ............cccccccciiiiiiivieeen 4
1.2 Die natlrliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung ...........ccooevvnnnni. 8
1.3 Natdrlicher Logarithmus - Ableitung der Exponentialfunktion ........... 12
1.4 Natirliche Logarithmusfunktion ...........cccoooiiiiiiiiiicci e 16
1.5 WaChStUMSVOIQANGE. ......covvuiieeeeeeeiiii i e e e e e e e emees e e e e e e e eaana s 20
1.6 KoNtrollaufgabhen ........cooo o eeeee e e 27
0 1= I T T o S PP 36

Lektion 2: Zusammengesetzte Funktionen untersuchen................. 69
2.1 Ketten- und Produktregel ... e 70
2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext ..........ccccccceeveeveennnn L7
2.3 Kontrollaufgaben ... 83
P2 0 1] [ o 1= o PPN 87

Lektion 3: Stetige ZufallsgrofRen ...........ueevevieiiiiiiiiieeee e, 107
3.1 Stetige Zufallsgro3end Integrale besuchen die Stochastik................... 108
3.2 Gauly'sche Glockenfunktion und Normalverteilung .........ccccccevvvvvnneee. 113
3.3 Kontrollaufgaben ... 122
G FR o 1oYW T [ o PP 125

Lektion 4: Rechnen mit Matrizen ............ccoooeeeiii i, 133
4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit? ...........ccccoeeveeiineenne. 134
4.2 MaterialverfleChtung ... 139
4.3 StoChastiSChe ProzZeSSe.........cevvvviiiiiiiiiimee et 143
4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen..........ccccceeeeeeneeeeeeeeeee, 152
4.5 Kontrollaufgaben .............ueeeiiiii e 154
T G 0 51U T [ o PRSPPI 160



Inhaltsverzeichnis

Lektion 5: Abstadnde und Winkel im Raum .............ooeviiiiiiiiieeee., 179
5.1 Noch fit? d Lange eines Vektors, Einheitsvektor und Langenabtragen180
5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene ..........ccccccoovviiiiiiiiieemnennnns 182
5.3 LagebezieNungen..........oouuuiiii i 189
5.4 Abstande von Objektend Lotful3punktverfahren .............cccccceiiiiivinee 202
5.5 WiInkelbereChnuUNg.........cooo i eeeeme e 209
5.6 Hier geht es zum ADITUF ......oooeeriiiii e 212
5.7 Kontrollaufgaben ... 214
YRS 2 M0 S0 T =T o ISP 221



Lektion 1.
Exponential - und Logarithmusfunktion

WHXIIIIIE.
By EEEEEEE

BiS6% wocases
e

i/

- ]

HEN
N M T
N CE-EEEE
IIIIIIIII N
HEEEEEEEEEN - iENEEE
HEEEEEEEEEE -IIIII
HEEEEEEEEEEEA NEEENE
HEEEEEEEEEEEE EREEEN

N

||

||
P(x/y)

T

|
u
sl




1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Lektion 1: Exponential - und Logarithmusfunktion

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Aufgabe 1: Eigenschaften der Exponentialfunktionen

Die Funktion mit der Gleichung 28 AA (a > 0, Aa a)iwirdlfir wersthiedene Werte a
und ¢ mithilfe Hilfe des GTR als Graf (MENU 5) und als Tabelle (MENU 7) dargestellt.

(1) Ermittle die Funktionsgleichungen der Form /A2  AJA fir die folgenden vier Grafen.
18 2 |B
v E

3B 4 B
W ¥y

£ 4 = -z 1g| 1 2 8 4 8§

(2) Gib die fehlenden Werte in der nachfolgenden Tabelle an und beschreibe die exponentielle Zu-
nahme (Funktion f) bzw. die exponentielle Abnahme (Funktion g), indem Du Merksatze der
Form aWenWerdtersixch um k vergr©°Cert (vemsketedarnert)
Funktionfmit 8 AA um ¢é0.

X -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3
A 13
Co cat

(3) Erlautere, wie man am Funktionsterm erkennen kann, ob es sich um eine exponentielle Zu-
nahme bzw. um eine exponentielle Abnahme handelt. Nenne Anwendungsbeispiele fir expo-
nentielle Zu - und Abnahme.

(4) Erklare anschaulich am Beispiel der Funktionen U ¢ und y = x2, wie sich exponentielle Zu-
nahme vom Wachstum einer Potenzfunktion unterscheidet. Vielleicht hilft Dir fir ganzzahlige

und positive xdie Aussage: aExponentielles Wachstum ist d
kennzeichnet, dass der | etzte Eintrag gr°Cer i si
(5) Bestimme die sechs exponentiellen Funk- [& B
tionsgleichungen mit der Darstellung x vi_¥2 X va__¥5 _ _ve
A3  ADA (a>0und A~ a), die zu den - R cc 50333
sechs Spalten gehdren, welche mit dem ! 6 -oe 8 160 8.2e-4 243
- -1 -1
GTR unter MENU 7 erzeugt worden sind. | g o o @een G2 | | rovi e s e @ emicere)




1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

(6) Begriunde mithilfe der Potenzgesetze! folgende Gleichheit:

P C mv ¢ o - o0 O W TO W vco M oMW

(7) Ubertrage mit Beispielen in Dein Heftund erklare, warum a > 0 und a [ 1 s

Merksatze:

(1) Eine Funktion fmit B AJA (a > 0, Awns)iheiRt Exponedtialfunktion.

(2)Wenn eine Exponential funktion einen Wachst

a > 1 um eineexponentielle Zunahme .

a <1 um eineexponentielle Abnahme.

(3) Der Faktor a heif3t Wachstumsfaktor.

(4) Der Faktor ¢ entspricht dem Startwert bei x = 0.

Aufgabe 2: Logarithmus und Exponentialgleichungen 2

Gegeben sind 8 Kartchen und 4 Punkte auf dem Grafen einer Exponentialfunktion.

a) Gib die Funktionsgleichung von f an und untersuche mithilfe des GTR, welche beiden Kartchen
zu den Punkten A, B, C bzw. D gehdren.

¢ T ny I
211G > /f
g iieg 4 /D

S p 3 //
@ 11 @ 2

¢ Vg A

- e % |
o 11 6 e uk

¢ 4 3 201 o 1]2 3‘ 4

b) Gib die beiden entsprechenden Gleichungen fir den Punkt E an und erkléare die Bedeutung des
Ausdrucks I T @ .

c) Gib die Lésungen der folgenden 8 Exponentialgleichungen als Logarithmus an und ordne sie
ohne GTR der Gréf3e nach.Gib dabei jeweils den Losungssatzan.

%p Wplo om | (dip ¢OT T U S5 - @ 'gp -
3dp 18X, v T $d,- p T 3ck ho L

TAA A NAdA A MM AR NnA A°n
2 |deen madifiziert nach Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen _

Aufgabe 3: Ermitteln von Funktionsterm und x -Wert

Ermittle den Funktionsterm fiir die folgenden 4 Exponentialfunktionen und gib den x-Wert des
Grafenpunktes P als Logarithmus und als Losung einer Exponentialgleichung an. Uberprife Deine
Rechnungen mit dem GTR.

\4 a0 \ Yrool LV Feo
4 4 P(x/3,5) 4 4
\ / \
3 3 3
\\ / \\ \
2 2 o 2 2
P(x/1,5) // P(x/2) N\ P(X/1,5)
1 > 1
Il B L | . L | . l\
0 1| 2 [x 0 1 2 |y 2 -1 0] x 0 1 2 [x

a) Der Graf zur Funktion f mit A2 ¢ wird auf zwei Weisen transformiert. In der linken Abbil-
dung wird der Graf von f um 1 Einheit nach links verschoben. In der rechten Darstellung erfolgt
eine Streckung des Grafen von f von der xAchse aus um den Faktor 2.

y_Ja [t byl o |

Aufgabe 4: Transformationen von Exponentialfunktionen

A

e et s My

) Kol

>

. ¢
=1 =
I -1

3 21 0o 123 3| 2

Zeige rechnerisch, dass in beiden Fallen derselbe Graf entsteht.

b) Gegeben sind die Funktionenf,gundhmit 5 o,C@ o undE@ -3o.

Begriinde grafisch mit den Funktionsgrafen und rechnerisch mit den \ \ A
Funktionstermen, dass die Grafen von g und h sowohl durch eine Ver-

schiebung als auch eine Streckung aus dem Grafen von f hervorgehen
koénnen. \

V
/]
m{U lm

c) Ordne die folgenden Funktionsgleichungen den Grafen A bis D in der
Abbildung rechts zu. Begriinde Deine Zuordnungen.

A v C@ mv ¢ E@ T E@ mv p




1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Aufgabe 5: Kaninchenwachstum 3

Auf einer unbewohnten Insel wurden zu Beginn des Jahres 2012 sechs Kaninchen ausgesetzt. Nach
42 Monaten zahlte man 77 Tiere. Man geht davon aus, dass sich die Population exponentiell
entwickelt.

a) Beschreibe die Entwicklung der Kaninchenpopulation in Abha ngigkeit von der Zeit (in Jahren)
durch eine Exponentialfunktion und skizziere den dazugeh©®rigen Grafen f¢

b) Ermittle die zu erwartene Anzahl der Tiere am 1.1.2016, 1.2.2018 und 1.10.2022.

c) Ab einer Population von 12000 Kaninchen wird diese zwecks Reduzierung zum Abschuss
freigegeben. Bestimme den Zeitpunkt der ersten Abschussfreigabe.

d) Erlautere, welche Modellannahmen in Aufgabenteilen a) bis c) gemacht werden mussen.

X

Aufgabe 6: Gilt immer & gilt nie d kommt darauf an 4
Entscheide begriindend, ob die 4 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

(1) Eine Exponentialfunktion ist nicht symmetrisch.

(2) Eine Exponetialgleichung besitzt immer genau eine Lésung.

(3) Der Graf einer Exponentialfunktion ndhert sich immer der x -Achse an.

(4) Ein und derselbe Wachstumsvorgang kann mit unterschiedlichen Wachstumsfunktionen
beschrieben werden.

Infoblock: Was bedeutet Logarithmus und wie rechnet man damit?

Das Wort Logarithmus st a mmt aus dem Griechischen vV g
Verh2l tniso) arithm-s (azahl o) ab. Der Logse
(Hochzahl, Verhaltniszahl), mit dem die Basis a potenziert werden muss, um die gegebene Zahl
b zu erhalten. Fasst man diese Definition in Gleichungen, erhalt man:

Unter dem Logarithmus von b zur Basis a (a, b > 0) versteht man die eindeutig bestimmte Losung
der Exponentialgleichung ' "HBMan schreibt © 1 1+, HH. Damit sind Logarithmieren und Po-
tenzieren gegenseitige Umkehroperationen. Zum Beispielist] T @p ¢ v ohA & Tip C.U

Zur Erinnerung : Der Ausdruck /H A 10T v s ist definiert worden als nichtnegative Lo-
sung der Gleichung '  'HBNahrend beim Logarithmus die Hochzahl gesucht ist, ist bei der Wur-
zel die Basis die gesuchte Zahl.

Beweis der Produktregel:

Die Logarithmusgesetze lauten (a, u,v>0; rv a): Setzeg 11 ©,U 11 ©
(1) Produktregel :1 T @0 11 @ 11 © Danngit: A A O
(2) Quotientenregel :1 T @ 11T O 11 © Also ke

(3) Potenzregel:1 T © Od 1 © (e

Erlautere den Beweis zur Produktregel und beweise analog IQ U@ P 100

die Quotienten - und Potenzregel.

3 Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
4 Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung _

1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

B

Aufgabe 1: Graf zeichnen mit der Eigenschaft f'(x) = f(x) 5

Zeichne einen beliebigen Startpunkt mit einem positiven y -Wert in ein Koordinatenystem. Zeichne
nun einen Grafen durch A, dessen Steigung an jeder Stelle x genau dem yWert an der Stelle x
entspricht. Untersuche, wie sich der Graph verandert, wenn der Startpunkt auf oder unterhalb der
x-Achse liegt. Vergleiche die Ergebnisse mit Deinem Nachbarn.

A

Y Yy

\ B

3 2 10 | 1]2 3

2 \L{-\ -1

A B
1
w

Aufgabe 2: Graf von Exponentialfunktionen und deren Ableitungen

Ordne jedem der Funktionsterme f, g, h und k den passenden Grafen A, B, C bzw. D sowie den

Grafen der Ableitungsfunktion I, II, [l und IV zu. Begriinde Deine Zuordnungen.
AD o Ca v Eg - E@ it
“y “y “y ’ \ “y
6 A BY6 6 /C DY+6
4 IJ \\4 4 4
/ \
2 2
/ X d // d N X
2 0 2 | 2 |0 2 | 2 0 2 | 2 |0 2 |
| | | | | | | |
A A A ’ A
y i y y y 1
X o II o IIII,i )E.
5 0 / > ° N / 2 o[ T2
-2 4 4 -
| |
- 2 2 7 |4
/ X /| X
I6 > —— > V-{--6

5 Aufgabe aus Lambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung _

Aufgabe 3: Ableitung der Exponentialfunktionen

Bisher haben wir nur die Ableitungen flr ganzrationale Funktionen und Potenzfunktionen berech-
nen konnen. Fir Exponentialfunktionen der Form /2 A ist noch keine Ableitung bekannt. Wir
betrachten zunéachst die Funktion f mit /B8 ¢ 8Mithilfe des GTR sind Grafen und Wertetabellen

zur Funktion f, f und —Elargestellt. Mit der Trace-Funktion ist darliber hinaus f'(0) angegeben.

B El [EXE]:Koordinaten anzeigen
Tabellenfkt.:V= . 0l v YI=2"(x) Ey:éE@ P
Y1=2 " —— 0.5 0.3465 ’
Y2EE(2 )|x=x [—1 0 1 0.8031 3

1 2 1.3882 2

2 42,7726 4
s . -1 V/d%=0.6931 =
Fzot ¢ ¢ € L0

a) Beschreibe deine Beobachtungen undbegriinde, dass/E@  Af OBF 1y w odp gilt.

b) Zeichne zu f mit A& A mit dem GTR Grafen von f, f' und ~lin ein gemeinsames Koordina-
tensystem und ermittle die Ableitung von f an der Stelle 0. Variiere die Basis a undbeschreibe
deine Beobachtungen.

c) Es gibt eine Zahl e, die sogenannteeulersche Zahl, fir die der Ableitungsgraf mit dem Funkti-
onsgraf f mit A5 A exakt Ubereinstimmt. Es gilt dann £Z /2. Ermittle durch Variation
der Werte von a eine Naherung fur dieses Zahl e.

d) Im Folgenden sind Beweisschritte eines Nachweises angegebendass fur eine Exponentialfunk-
tiondes Typs /A2 A qilt: £ Ajt DA . Bringe die folgenden 8 Rechenschritte und Schluss-
folgerungen in die logisch richtige Reihenfolge und begriinde jede einzelne Termumformung
und Schlussfolgerung. Fulle dazu die nachfolgende Tabelle aus.

Fir die Ableitung einer Expo-

A QA—A A:A—A nentialfunktion von der Form A JEfT At A
E E AP Agit AP At A
/A E MAD A A E A A A AQDOA »p
E E = E E

Begriindung

Begriindung

Merksatz zur Ableitung einer Exponentialfunktion : Fir die Ableitung einer Exponentialfunk-
tionvom Typ /B2 A A Tt gilt fir die Ableitungsfunktion: "H6  "H  OHP. Die Ableitungs-
funktion einer Exponentialfunktion ist somit proportional zur Ausgangsfunktion.

6 Aufgabenidee aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)



1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

Aufgabe 4: Naturliche Exponentialfunktion und eulersche Zahl e

Die Zahl e, fir die f'(x) = f(x) = "M gilt, heiRt eulersche Zahl (Leonard Euler lebte von 1707 bis
1783). Die Zahl e ist irrational (und transzendent, d. h. lasst sich nicht als Lésung einer Gleichung
ausdricken) und betragt ungefahr 2,71828. Die dazugehdrige Funktion mit der Funktionsglei-

chung f(x) = "M heilt natiirl iche Exponentialfunktion . Insbesondere ist F mit F(x) = "M eine
Stammfunktion von f. Der Graf der naturlichen Exponentialfunktion  verlauft komplett oberhalb

der x-Achse, ist linksgekriimmt, streng monoton wachsend und besitzt keine Null - und Extrem-
stellen. F¢r x B +Bb streben die Funkt ibo m&vhesrrtte sg

der x-Achse an. "

y

[#)]

v>

a) Erklare, warum die natirliche Exponentialfunktion an der Stelle O die Steigung 1 hat.

b) Begriinde, warum manmitdem Term p - firl © Hbeinen Naherungswert fiir e berechnen

kann. Bringe die folgenden Rechenschritte in die richtige Reihenfolge, erlautere die jeweiligen

Aquivalenzumformungen und bilde abschl i eCend den Grenzwert f¢r
A K A A A Mit E -
=P |22 | Koo - Ko -

p - - E erhéalt man:
g
g
5
@

C) Zeige, dass der Graf der Exponentialfunktion linksgekrimmt ist, keine Wende -, Extrem- und
Nullstellen besitzt und streng monoton wachsend ist.

7 Lambacher Schweizer fur die Q-Phase, KlettVerlag (2014)

10



1.2 Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

d) Bestimme den Flacheninhalt, den der Graf zu f mit f(x) = A tber folgenden Intervallen mit

der x-Achse einschlieBt: ip N pMmNm] ot 1 fpnfytn BN Hb.8

Merksatz : Es gilt fur f mit f(x) = A der Zusammenhang f(x) = f'(x) = F(x) = ex.

%

Aufgabe 5: Berechnung von Ableitung, Tangente und Flacheninhalt

Gegeben sei die Funktion fmitA mix & @ ¢ D p. \ A / ‘
Im Punkt P(1/f(1)) wird eine Tangente angelegt. Die Tan- f Y t
gente, der Graf von f sowie die beiden Koordinatenachsen \\ 3 /
schlieRen einen Flacheninhalt A ein. Darlber hinaus ist eine \\ /
verschobeneNormalparabel p gegeben. Die Gesamtsituation \

ist rechts dargestellt. \\

-

a) Berechne die Terme fir f'(x) und f"(x) sowie F(x).

/|\
2
4

b) Bestimme die Gleichung der Tangenten t im Punkt P. 1

c) Zeige, dass der Graf von f linksgekrimmt ist. N /

d) Ermittle den Flacheninhalt des Flachenstiicks A.

e) Beweise, dass der Graf von f und die Normalparabel p
keine gemeinsamen Punkte besitzen.

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit den dazuge- i / /
hérigen Gleichungen /D @ AundCQ@ @ A gegeben. y

Aufgabe 6: Flacheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

(=]

3
a) Berechne die Schnittstellen der Funktionsgrafen zu f und g. . //

N
b) Bestimme rechnerisch den Flacheninhalt, den die beiden Gra- ™\ 2 P4
fen zu f und g einschlieRen.

c) Ermittle den globalen Tiefpunkt des Grafen von f und zeige,
dass er durchweg linksgekrimmt ist. ]/ 0

\ e

d) Untersuche den Grafen von g auf sein Krimmungsverhalten. /f ‘ ‘

a) Skizziere die Grafen zu den Funktionen A& AVEVEund 4 mit den dazugehérigen Funktions-
gleichungen £ AhE® A phE@d AhE® A und£0 A .

Aufgabe 7: Transformation der naturlichen Exponentialfunktion 9

b) Beschreibe begriindend, wie die Grafen von AvEVEund Aaus dem Grafen der natiirlichen Ex-
ponentialfunktion hervorgehen.

C) Begrunde anhand der Ergebnisse aus a) und b), dassg @ A sein muss.

8] 1A bezeichnet den Logarithmus von b zur Basise, H.TA 1 T @ (vgl. Kap. 5)
9 Modifiziert nach Aufgaben aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

1.3 Natdtrlicher Logarithmus - Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe 1: Naturlicher Logarithmus

a) Bestimme zeichnerisch den Schnittpunkt S des Graphen der na- A I
tirlichen Exponentialfunktion f mit /2 A und der Geraden g y
mit g(x) = 6. Uberpriife Deine Ablesung durch eine Rechnung. 8 'If
b) Wenn die Losung der Gleichung A A (b > 0) gesucht ist, hilft g |
uns der Logarithmus zur Basis e weiter. Denn@ 1 1 @ ist Lo- 6 S
sung genau dieser Gleichung. Hierflr schreiben wir zukinftig
kiirzer i T"H und nennen diesen Ausdruck den natiirlichen Lo- at
garithmus von b .
(1) Uberpriife die Ablesung aus a) geeignet mit dem natrlichen 2 /
Logarithmus.
(2) Begriinde: A AA mundi 1A A Ang — >
0 2 4

(3) Zeige:1 Ip mhi 1A pOT R nEI@D p8

(4) Weise nach: Jede Exponentialfunktion lasst sich durch & A A 2 als Exponential-
funktion zur Basis e darstellen.

Definition :

Fir eine positive reelle Zahl b heiRt die Losung x der Exponentialgleichung A Ader natirli-
che Logarithmus von b . Man schreibtd i T"H.

Merkséatze :

(1) Esgiltt "B ™ "HA mundi " "HA~ 5 .Die Rechenoperationen A und 1 18 he-
ben sich gegenseitig auf, sind also Umkehroperationen zueinander.

(2) Jede Exponentialfunktion lasst sich zur Basis e schreiben durchHo ~ H " THD,

c) Schreibe die Funktionenf, g, undhmit A o F(;Q - und EQ@ it zur Basis e.

d) Gib die Losungen mithilfe des natirlichen Logarithmus an und bestimme dann einen Néhe-
rungswert. 10

MA pu c A ch oA ¥ @A  p&
vA pm o A P (M A v pcA v
w A p T p Mo AN p pp-K - pc -RA- h _

e) Gib die Lésungen mithilfe des natiirlichen Logarithmus an. [Hinweis: Substituiere u = A hlose
die quadratische Gleichung, bevor du x zurticksubstituierst.]

MWA A n ¢ A R p o —-2A A — WA A p 1

10 ambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe 2: Ableitung und Stammfunktion einer beliebigen Exponentialfunktion

In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass fur eine beliebige Exponential-
funktion fmit /25 A fiir den Term der Ableitung £ AEjt A
gilt. Wir wollen nun herausfinden, welchen Wert in Abhangigkeit
von a der Proportionalitatsfaktor At annimmt. Mithilfe des GTR 11
kann die Steigung an der Stelle Null bestimmt werden. Fur die
Funktion f mit A2 ¢ ist dies in der Abbildung rechts dargestellt.

a) Uberprife mit dem GTR die folgenden drei Aussagen fiir die
beiden Funktionenfundgmit A ¢ und CQd Tt (vgl. Ab-
bildung rechts): 12

(1) Der Graf Gt ist an der Stelle 0 halb so steil wie der Graf G,.
(2) Der Graf Gtist an jeder Stelle@ halb so steil wie der Graf Gg.
(3) Grist an der Stelle@ halb so steil wie Ggbei@ -2.

E [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥1=2"{x)

b4
-25 -2 -1.5 -1 *D.SD\‘ 05 1 1.5 2 25

b) Zeichne mit dem GTR verschiedene Grafen von Exponentialfunktionen und notiere in der fol-
genden Tabelle f'(0).Stelle einen funktionalen Zusammenhang zwischen a und f(0) her.

a A A A -] o5 | 2 | A A

3 A A

0,6931

fE(CO

c) Wir wollen nun zuné&chst in zwei Schritten zeigen, dass der Ableitungsterm zur Funktion f mit

/A3 A folgendermaRen lautet: £ EA .

(1) Zeige, dass die Funktionfmit /22 A eine Exponentialfunktion vom Typ A2 A istund
daher fiir die Ableitung £p  Ajt DA gilt. [Tipp: Potenzregel]

(2) Weise mithilfe der h -Methode nach, dass/jt

Eist und damit mit (1) die Behauptung er-

fullt ist. Bringe dazu begriindend die folgenden Beweisschritte in die richtige Reihenfolge.

A 2 A . A A RO RO )
e MIAL ES—F— wu AN ED An
EE 50 E
- - o) Fir die Ableitung einer Expo- o)
u Egu nentialfunktion von der Form A _ A
E E E A A gt Ap  EA E

Begriindung

Begriindung

11 Stelle im SET UP Derivative auf ON.
12 |dee aus Lambacher Schweizer fir die QPhase, KlettVerlag (2014)
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Merksatz: Fir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit A2 A gilt: "'H6 T JHO En g .

d) Sei f nun eine beliebige Exponentialfunktion mit AJ A‘. Beweise, dass fur den Ableitungs-
term einer beliebigen Exponentialfunktion "H6 i TH OHP gilt. [Tipp: Schreibe f zur Basis e und
wende den obigen Merksatz an.]

Merksatz: Fir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit A3 A gilt: "HO T TH OHP.

e) Begrinde:
(1) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs /&2 A lautet: ¢ 0 m:)l—P

(2) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs /A2 A lautet: ¢ 0 .l‘—jlji 0

Merksatz: Fur die Stammfunktionen der Funktionenfmit /& A undgmit C@ A gilt:

f) Schreibe die Funktionsterme 6 falls notwendig & zunachst zur Basis e,berechne die ersten bei-
den Ableitungen und die Stammfunktion sowie die Gleichung der Tangente im Punkt P.

(1)A2 o ho pfo CcA - b pn
c A @ c,P@2I(2) @A/ A T hO T/

Aufgabe 3: Transformationen der nattrlichen Exponentialfunktion

nentialfunktion f mit A2 A und der Graf einer Exponenti-

a) In der Abbildung rechts sind der Graf der natirlichen Expo- A y |2 /
- e fex
alfunktiongmit C@ A angegeben. 44

a) Erlautere mithilfe der Darstellung, warum an der Stelle O /
die Steigung des Grafen zu g doppelt so grof3 ist wie die 3 / /

des Grafens von f an der Stelle 0.
b) Begrunde mit (1) und unter Zuhilfenahme des Merksatzes ' 2"//

fur beliebige Exponentialfunktionen aus Kapitel 3, dass /

Cj@ c¢A gil

v,

. . /
b) Durch Transformation kann aus dem Graphen der natirlichen _——
Exponentialfunktion ein Graf einer Exponentialfunktion der -1 0] 1 2
FormA; @ AR° AEnv a  erzeugt werden. | | |

(1) Erlautere, welche Transformationen durch die beiden Parameter ¢ und k erzeugt werden.

(2) Beschreibe den Grafenverlauf (Verhalten im Unendlichen, Monotonie, Schnittpunkte mit
den Achsen, Krimmungsverhalten) fur verschiedene Werte von ¢ und k und zeichne mit
dem GTR entsprechende Beispielgrafen.

(3) Gib erste und zweite Ableitung und Stammfunktion von A an.

(4) Weise die Beschreibungen aus (2)in Bezug auf Monotonie und Krimmungsverhalten rech-
nerisch nach.
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1.3 Naturlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe 4: Skizzieren von Grafen, Flachenberechnung und Tangente

Gegeben seien die Funktionfmit A ¢ undgmit CJ q 9.
a) Skizziere die Grafen in ein Koordinatensystem.
b) Weise nach, dass S(1/2) der einzige Schnittpunkt der beiden Grafen ist.

c) Bestimme mithilfe der Stammfunktionen zu f und g den Inhalt der Flache, den die Grafen von f
und g und die y -Achse einschlief3en.

d) Bestimme die Gleichung der Tangenten an den Grafen von f im Punkt S.

e) Gesucht ist der Graf einer Exponentialfunktion der Form /& A° Enx a | der eine zu g pa-
rallele Gerade als Tangente besitzt.Ermittle einen Lésungsansatz fiir die Bestimmung der ge-
suchten Exponentialfunktion und begrinde, warum k < 0 sein muss.

%

Aufgabe 5: Flacheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit A
den dazugehdrigen Gleichungen /A2 @ ¢ v y
undC3 ¢ ¢ pflv gegeben. Die Grafen sind \ - 1,257
rechts dargestellt. N

a) Zeige rechnerisch, dass-1 und 0 Schnittstellen der .
Funktionsgrafen zu f und g sind.

//
/

b) Bestimme rechnerisch den Flacheninhalt, den die ~
beiden Grafen zu f und g einschlieen (vgl. Abb.). U;

|
c) Untersuche die Grafen von f und g auf lokale und 0 |25
globale Extremstellen. '

\ Aol

d) Untersuche beide Grafen auf ihr Krimmungsver- 1 1-0,75] 0,5 -0,25] 0 0,25

halten. ‘

Entscheide begriindend, ob die 6 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

Aufgabe 6: Gilt immer 0 gilt nie d kommt darauf an

(1) Die Grafenvonfmit &8 A° En a haben weder Hoch- noch Tiefpunkte.

(2) Die Grafenvon fmit &8 A° Ev g haben mit der Geraden y = a genau 1 Schnittpunkt.
(3) Die Ableitungvonfmit B A% Env g ist an der Stelle x = 0 positiv.

(4) Die Grafenvonfundgmit /5 A Sund C@ A sind fiir a> 0 symmetrisch zueinander.
(5) Der Ableitungsgraf von f mit A A verlauft fir a > 0 immer oberhalb der x -Achse.

(6) Die Exponentialgleichung ADA° p 1 AEN a  besitzt genau eine Lésung.
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1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

Aufgabe 1: Funktionspartner 13

Im Folgenden sind 5 Aussagen und 8 Funktionen angegeben.Ermittle passende Begrindungen fur
die Aussagen und ermittle fehlende Funktionspartner.

(1) Der Funktionspartnervon U @ istU 1@

(2) Der Funktionspartnervon U @ istU /@&

(3) Fur M @ oist keine Partnerfunktion genannt.
(4) Der Funktionspartnervon U ¢ @autetU -@&

(5) Die Funktion U - hat sich selbst als Partnerfunktion.

Uu o u @ U mg Uod| UBo|U M| U O u -

Aufgabe 2: Umkehrfunktion der naturlichen Exponentialfunktion

In der folgenden Abbildung siehst du den Grafen der natirlichen Exponentialfunktion f mit  der
Gleichung /2 A, der an der ersten Winkelhalbierenden y = x gespiegelt wurde. In dieser Auf-
gabe soll gezeigt werden, dass der gespiegelte Graf den Grafen der natirlichen Logarithmusfunk-

tiongmit C@ | 1@ darstellt, der die Ableitungsfunktion CJ@ - besitzt und Umkehrfunktion
(aPartnerfunktiond aus Aufgabe 1) zur Funktion f

Ay /Z
7 }y=f(x =ex | T v
) I ’
Vd
] ] //
51— Ay /’
P(x/y)
AX s/
.4..—'——. ~ //
|
| N /
31(1/e) N
| v . .
, RN By | y=g(¥=In(x)
/i ONEET
O TIATT T =P (%)
| I §2 I
(1) )]/ | e | |
=-—'I"'— s |, : )-(..
2 1 0l yoy2 3[4 567
Ve
, '1'f(e-1/—1
+7 2/
Ve
Ve

13 Aufgabenidee aus Lambacher Schweizer fir die Q-Phase, KlettVerlag (2014)
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1.4 Naturliche Logarithmusfunktion

a) Begriinde mithilfe elementargeometrischer Uberlegungen, warum fiir den Spiegelpunkt
eines beliebigen Punktes P(x/y) des Grafen der natirlichen Exponentialfunktion P (y/x)
gilt. [Tipp: Kongruenzséatze fur Dreiecke.]

b) In Aufgabenteil a) haben wir gezeigt, dass flr einen beliebigen Punkt P des Grafen der na-
ttrlichen Exponentialfunktion den dazugehdrigen Bildpunkt P~ erhélt, indem man x -undy-
Wert vertauscht. Fiihre die Gleichung U A geeignet in die Gleichung U 1 1@ lber.

c) Zeige mithilfe der obigen Abbildung, den beiden Steigungsdreiecken in den Punkten P und
P” sowie den Uberlegungen aus a), dass die Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion

U] A geeignetin die Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktion U] - berfuhrt wer-
den kann.

Satz und Definition:

Der Graf der Funktion g, die man durch Spiegelung des Grafen der natirlichen Exponential-

funktion f mit /82 A an der ersten Winkelhalbierenden erhélt, ist der Graf der natiirlichen

Logarithmusfunktion — mit der Gleichung "Ho i 16 . Man nennt die Funktion g auch eine
Umkehrfunktion der Funktion f. Das Umkehren eines Grafen einer Funktion f ist nur dann

moglich, wenn zu jedem Funktionswert von f genau ein x-Wert existiert. Andernfalls wirde

man beim gespiegelten Graf einem x-Wert des Definitionsbereiches von g (= Wertebereich von
f) mehr als ein Funktionswert aus dem Wertebereich von g (= Definitionsbereich von f) zuord-

nen, was fir eine Funktion nicht mdglich ist. Die wichtigsten Eigenschaften beider Funktionen

sind in folgender Tabelle vergleichend dargestellt:

Naturliche Naturliche
Exponentialfunktion (EXP) Logarithmusfunktion (LN)
Funktionsgleichung /A A Co 1o
“y / ‘ ‘ ny
3w(1/e)‘/ f(x)=ex
/
2
Graf (0/1) /
| (-1/et) |
— X
o
Definitionsbereich A A
Wertebereich S A
Monotonie streng monoton wachsend streng monoton wachsend
x b +b: f (x) x b +b: f (x)
Randverhalten
x Bb: f(x) E x b 0: -8 (x)
Nullstellen keine x=1
y-Achsenschnittstelle y=1 keine
Krimmungsverhalten linksgekrimmt rechtsgekrimmt
Ableitungsterm A -
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