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Lektion 1: Exponential - und Logarithmusfunktion  
 

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen  
 

Aufgabe 1: Eigenschaften der Exponentialfunktionen  
 

Die Funktion mit  der Gleichung ÆØ ÃϽÁ (a > 0, a Í 1 und Ãɴ ᴙ) wird für verschiedene Werte a 
und c mithilfe  Hilfe des GTR als Graf (MENU 5) und als Tabelle (MENU 7) dargestellt. 
 

(1) Ermittle die Funktionsgleichungen der Form ÆØ ÃϽÁ für die folgenden vier Grafen.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) Gib  die fehlenden Werte in der nachfolgenden Tabelle an und beschreibe die exponentielle Zu-
nahme (Funktion f) bzw. die exponentielle Abnahme (Funktion g), indem Du Merksätze der 
Form ăWenn der x-Wert sich um k vergrºÇert (verkleinert), dann é sich der Funktionswert der 
Funktion f mit ÆØ ÃϽÁ um éò.  

 

x -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3 

ÆØ τϽς         
ÇØ ςϽπȟυ         

 

(3) Erläutere , wie man am Funktionsterm erkennen kann, ob es sich um eine exponentielle Zu-
nahme bzw. um eine exponentielle Abnahme handelt. Nenne  Anwendungsbeispiele für expo-
nentielle Zu - und Abnahme.  

 

(4) Erkläre  anschaulich am Beispiel der Funktionen Ù ς und y = x 2, wie sich exponentielle Zu-
nahme vom Wachstum einer Potenzfunktion unterscheidet. Vielleicht hilft Dir für ganzzahlige 
und positive x die  Aussage: ăExponentielles Wachstum ist durch die besondere Eigenschaft ge-
kennzeichnet, dass der letzte Eintrag grºÇer ist als die Summe aller vorherigen Eintrªge.ò 

 

(5) Bestimme  die sechs exponentiellen Funk-
tionsgleichungen mit der Darstellung 
ÆØ ÃϽÁ (a > 0 und Ãɴ ᴙ), die zu den 
sechs Spalten gehören, welche mit dem 
GTR unter MENU 7 erzeugt worden sind.  
 

1 2 

3 4 
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(6) Begründe  mithilfe der Potenzgesetze1 folgende Gleichheit: 
 

ρ ς πȟυ    ς σ Ͻσ     σ σ ω     τ σ ωϽω       υ ςυȟ ȟ πȟςϽυ  
 

(7) Übertrage mit Beispielen in Dein Heft und erkläre, warum a > 0 und a Í 1 sein muss. 
 

Merksätze:  
 

(1) Eine Funktion f mit ÆØ ÃϽÁ (a > 0, a Í 1 und Ãɴ ᴙ) heißt Exponentialfunktion.  
 

(2) Wenn eine Exponentialfunktion einen Wachstumsvorgang beschreibt, handelt es sich f¿r é 
 
a > 1 um eine exponentielle Zunahme . Zunahm  
 
a < 1 um eine exponentielle Abnahme.              

 

(3) Der Faktor a heißt. Wachstumsfaktor.  
 

(4) Der Faktor c entspricht dem Startwert bei x = 0.  
 

Aufgabe 2: Logarithmus und Exponentialgleichungen 2 
 

Gegeben sind 8 Kärtchen und 4 Punkte auf dem Grafen einer Exponentialfunktion.  
 

a) Gib  die Funktionsgleichung von f an und untersuche mithilfe des GTR, welche beiden Kärtchen 

zu den Punkten A, B, C bzw. D gehören.  
 

ς τ 

Ø ÌÏÇ  

Ø ÌÏÇτ 

ς ρ 

Ø ÌÏÇρ 

ς Ѝς 

Ø ÌÏÇЍς 

ς  

 

b) Gib  die beiden entsprechenden Gleichungen für den Punkt E an und erkläre  die Bedeutung des 

Ausdrucks ÌÏÇÂ. 
 

c) Gib die Lösungen der folgenden 8 Exponentialgleichungen als Logarithmus an und ordne  sie 

ohne GTR der Größe nach. Gib  dabei jeweils den Lösungssatz an. 
 

%ȡρυϽρȟσ σπ (ȡπȟρςυϽπȟυ πȟςυ 5ȡτ φ !ȡρ Ͻψ 

3ȡρπϽς υπ $ȡ ρπ  3ȡςȟυ Ͻςȟυ ωω 4ȡρȟωυ ρ 
 

                                                 
1 ÁϽÁ Á Ƞ ÁȡÁ Á ȠÁϽÂ ÁϽÂ ȠÁ ÁϽȠ 
2 Ideen modifiziert nach Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 3: Ermitteln von Funktionsterm und x -Wert  
 

Ermittle  den Funktionsterm für die folgenden 4 Exponentialfunktionen und gib  den x-Wert des 
Grafenpunktes P als Logarithmus und als Lösung einer Exponentialgleichung an. Überprüfe  Deine 
Rechnungen mit dem GTR. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Aufgabe 4: Transformationen von Exponentialfunktionen  
 

a) Der Graf zur Funktion f mit  ÆØ ς wird auf zwei Weisen transformiert. In der linken Abbil-
dung wird der Graf von f um 1 Einheit nach links verschoben. In der rechten Darstellung erfolgt 
eine Streckung des Grafen von f von der x-Achse aus um den Faktor 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zeige rechnerisch, dass in beiden Fällen derselbe Graf entsteht. 
 

b) Gegeben sind die Funktionen f, g und h mit ÆØ σ, ÇØ σ  und ÈØ Ͻσ. 
 

Begründe  grafisch mit den Funktionsgrafen und rechnerisch mit den 
Funktionstermen, dass die Grafen von g und h sowohl durch eine Ver-
schiebung als auch eine Streckung aus dem Grafen von f hervorgehen 
können. 

 

c) Ordne  die folgenden Funktionsgleichungen den Grafen A bis D in der 
Abbildung rechts zu. Begründe  Deine Zuordnungen.  
 

ÆØ πȟυ        ÇØ πȟυ ς         ÈØ πȟυ       ËØ πȟυ ρ 
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Aufgabe 5: Kaninchenwachstum 3 
 

Auf einer unbewohnten Insel wurden zu Beginn des Jahres 2012 sechs Kaninchen ausgesetzt. Nach 
42 Monaten zählte man 77 Tiere. Man geht davon aus, dass sich die Population exponentiell 
entwickelt.  
 

a) Beschreibe die Entwicklung der Kaninchenpopulation in Abhä ngigkeit von der Zeit (in Jahren) 
durch eine Exponentialfunktion und skizziere  den dazugehºrigen Grafen f¿r 0 Ò t Ò 5. 

 

b) Ermittle  die zu erwartene Anzahl der Tiere am 1.1.2016, 1.2.2018 und 1.10.2022. 
 

c) Ab einer Population von 12000 Kaninchen wird diese zwecks Reduzierung zum Abschuss 
freigegeben. Bestimme  den Zeitpunkt der ersten Abschussfreigabe. 

 

d) Erläutere , welche Modellannahmen in Aufgabenteilen a) bis c) gemacht werden müssen. 
 

Aufgabe 6: Gilt immer  ð gilt nie ð kommt darauf an 4 
 

Entscheide begründend, ob die 4 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten. 
 

(1) Eine Exponentialfunktion ist nicht symmetrisch.  
(2) Eine Exponetialgleichung besitzt immer genau eine Lösung. 
(3) Der Graf einer Exponentialfunktion nähert sich immer der x -Achse an. 
(4) Ein und derselbe Wachstumsvorgang kann mit unterschiedlichen Wachstumsfunktionen 

beschrieben werden. 
 

Infoblock: Was bedeutet Logarithmus und wie rechnet man damit?  
 

Das Wort Logarithmus  stammt aus dem Griechischen von l·gos (ăVerstªndnis, Lehre, 
Verhªltnisò) arithm·s (ăZahlò) ab. Der Logarithmus einer Zahl bezeichnet den Exponenten x 
(Hochzahl, Verhältniszahl), mit dem die Basis a potenziert werden muss, um die gegebene Zahl 
b zu erhalten. Fasst man diese Definition in Gleichungen, erhält man: 
 

Unter dem Logarithmus von b zur Basis a  (a, b > 0) versteht man die eindeutig bestimmte Lösung 
der Exponentialgleichung Ἡὀ ἪȢ Man schreibt ὀ ἴἷἯἩἪ. Damit sind Logarithmieren und Po-
tenzieren gegenseitige Umkehroperationen. Zum Beispiel ist ÌÏÇπȟρςυ σȟÄÁ ς πȟρςυ. 
 

Zur  Erinnerung : Der Ausdruck ЍἩ
ἶ  Á π ÕÎÄ Îɴ ᴓ  ist definiert worden als nichtnegative Lö-

sung der Gleichung ὀἶ ἩȢ Während beim Logarithmus die Hochzahl gesucht ist, ist bei der Wur-
zel die Basis die gesuchte Zahl. 
 

Die Logarithmusgesetze lauten (a, u, v > 0; r ɴᴙ): 
(1) Produktregel : ÌÏÇÕϽÖ ÌÏÇÕ ÌÏÇÖ  
(2) Quotientenregel : ÌÏÇÕȡÖ ÌÏÇÕ ÌÏÇÖ  
(3) Potenzregel: ÌÏÇÕ ÒϽÌÏÇÕ 
 

Erläutere den Beweis zur Produktregel und  beweise analog 
die Quotienten- und Potenzregel. 

 

                                                 
3 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
4 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 

Beweis der Produktregel:  
Setze Ø ÌÏÇÕ, Ù ÌÏÇÖ 
Dann gilt: Á ÕȠ Á Ö 
Also: ÌÏÇÕϽÖ 
ÌÏÇÁϽÁ  
ÌÏÇÁ  
Ø Ù ÌÏÇÕ ÌÏÇÖ 
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1.2 Die natürliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung  
 

Aufgabe 1: Graf zeichnen  mit der Eigenschaft f´(x) = f(x) 5 
 

Zeichne  einen beliebigen Startpunkt mit einem positiven y -Wert in ein Koordinatenystem. Zeichne  
nun einen Grafen durch A, dessen Steigung an jeder Stelle x genau dem y-Wert an der Stelle x 
entspricht. Untersuche , wie sich der Graph verändert, wenn der Startpunkt auf oder unterhalb der 
x-Achse liegt. Vergleiche  die Ergebnisse mit Deinem Nachbarn. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Aufgabe 2: Graf von Exponentialfunktionen und deren Ableitungen  
 

Ordne  jedem der Funktionsterme f, g, h und k den passenden Grafen A, B, C bzw. D sowie den 
Grafen der Ableitungsfunktion I, II, III und IV zu. Begründe  Deine Zuordnungen.  
 

ÆØ σ ÇØ υ ÈØ  ËØ πȟς 

 

   

    

 

                                                 
5 Aufgabe aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 3: Ableitung der Exponentialfunktionen  
 

Bisher haben wir nur die Ableitungen für ganzrationale Funktionen und Potenzfunktionen berech-
nen können. Für Exponentialfunktionen der Form  ÆØ Á ist noch keine Ableitung bekannt. Wir 
betrachten zunächst die Funktion f mit ÆØ ςȢ Mithilfe des GTR sind Grafen und Wertetabellen 

zur Funktion f, f´ und 
ǰ
 dargestellt. Mit der Trace-Funktion ist darüber hinaus f´(0) angegeben. 

 
 
 
 
 
 
 

a) Beschreibe deine Beobachtungen und begründe , dass ÆǰØ ÆǰπϽÆØ πȟφωσρϽς gilt.  
 

b) Zeichne zu f mit  ÆØ Á mit dem GTR Grafen von f, f´ und 
ǰ
  in ein gemeinsames Koordina-

tensystem und ermittle  die Ableitung von f an der Stelle 0. Variiere  die Basis a und beschreibe 
deine Beobachtungen.  

 

c) Es gibt eine Zahl e, die sogenannte eulersche Zahl , für die der Ableitungsgraf mit dem Funkti-
onsgraf f mit ÆØ Å exakt übereinstimmt. Es gilt dann ÆǰØ ÆØ. Ermittle durch Variation 
der Werte von a eine Näherung für dieses Zahl e. 

  
d) Im Folgenden sind Beweisschritte eines Nachweises angegeben, dass für eine Exponentialfunk-

tion des Typs ÆØ Á gilt: ÆǰØ ÆǰπϽÁ. Bringe  die folgenden 8 Rechenschritte und Schluss-
folgerungen in die logisch richtige Reihenfolge und begründe  jede einzelne Termumformung 
und Schlussfolgerung. Fülle  dazu die nachfolgende Tabelle aus.6 
 

ÁϽ
Á Á

È
 

ÁϽÁ Á

È
 

Für die Ableitung einer Expo-
nentialfunktion von der Form 
ÆØ Á gilt: ÆǰØ ÆǰπϽÁ 

ÁϽÆǰπ ÆǰπϽÁ   

ÆØ È ÆØ

È
 ÁϽ

Æπ È Æπ

È ÈO π
ự  

Á Á

È
 

ÁϽÁ ρ

È
 

 

    

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

    

    

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

    

 

Merksatz zur Ableitung einer Exponentialfunktion : Für die Ableitung einer Exponentialfunk-
tion vom Typ ÆØ Á Á π gilt für die Ableitungsfunktion: Ἦǰὀ Ἦǰ ϽἩὀ. Die Ableitungs-
funktion einer Exponentialfunktion ist somit proportional zur Ausgangsfunktion.  

 

                                                 
6 Aufgabenidee aus dem Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 

ÆØ ÆǰØ 

ÆǰØ

ÆØ
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Aufgabe 4: Natürliche Exponentialfunktion und eulersche Zahl e  
 

Die Zahl e, für die f´(x) = f(x) = Ἥὀ gilt, heißt eulersche Zahl  (Leonard Euler lebte von 1707 bis 
1783). Die Zahl e ist irrational (und transzendent, d. h. lässt sich nicht als Lösung einer Gleichung 
ausdrücken) und beträgt ungefähr 2,71828. Die dazugehörige Funktion mit der Funktionsglei-
chung f(x) = Ἥὀ heißt natürl iche Exponentialfunktion . Insbesondere ist F mit F(x) = Ἥὀ eine 
Stammfunktion von f. Der Graf der natürlichen Exponentialfunktion  verläuft komplett oberhalb 
der x-Achse, ist linksgekrümmt, streng monoton wachsend und besitzt keine Null - und Extrem-

stellen. F¿r x Ƃ +Ð streben die Funktionswerte gegen Unendlich. F¿r x Ƃ -Ð nªhert sich der Graf 
der x-Achse an. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

a) Erkläre, warum die natürliche Exponentialfunktion an der Stelle 0 die Steigung 1 hat.  
 

b) Begründe , warum man mit dem Term ρ  für ÎO Њ einen Näherungswert für e berechnen 

kann. Bringe  die folgenden Rechenschritte in die richtige Reihenfolge, erläutere  die jeweiligen 
Äquivalenzumformungen und bilde  abschlieÇend den Grenzwert f¿r h Ƃ 0 bzw. n Ƃ Ð.7 

 

Å Å

ρ  

Å ρ
ρ 

Å Å

È
ρ Å ρ  

Mit È   

erhält man: 
Å ρ  

 

      

B
e

g
rü

n
d

u
n

g
 

      

 

c) Zeige, dass der Graf der Exponentialfunktion linksgekrümmt ist, keine Wende -, Extrem- und 
Nullstellen besitzt und streng monoton wachsend ist.  

 

                                                 
7 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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d) Bestimme den Flächeninhalt, den der Graf zu f mit  f(x) = Å  über folgenden Intervallen mit 

der x-Achse einschließt: πȠρȠ ρȠπȠ πȠÌÎρππȠ ÌÎρππȠπȠ ЊȠπȠ πȠЊ .8 
 

Merksatz : Es gilt für f mit f(x) = Å der Zusammenhang f(x) = f´(x) = F(x) = ex. 

 

Aufgabe 5: Berechnung von Ableitung, Tangente und Flächeninhalt  
 

Gegeben sei die Funktion f mit ÆØ πȟχυÅ Ø ςØρ. 
Im Punkt P(1/f(1)) wird eine Tangente angelegt. Die Tan-
gente, der Graf von f sowie die beiden Koordinatenachsen 
schließen einen Flächeninhalt A ein. Darüber hinaus ist eine 
verschobene Normalparabel p gegeben. Die Gesamtsituation 
ist rechts dargestellt. 
 

a) Berechne die Terme für f´(x) und f´´(x) sowie F(x).   
 

b) Bestimme  die Gleichung der Tangenten t im Punkt P. 
 

c) Zeige, dass der Graf von f linksgekrümmt ist.  
 

d) Ermittle  den Flächeninhalt des Flächenstücks A. 
 

e) Beweise, dass der Graf von f und die Normalparabel p 
keine gemeinsamen Punkte besitzen. 

 

Aufgabe 6: Flächeninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte  
 

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit  den dazuge-
hörigen Gleichungen ÆØ Ø Å und ÇØ Ø Å gegeben. 
 

a) Berechne die Schnittstellen der Funktionsgrafen zu f und g.  
 

b) Bestimme  rechnerisch den Flächeninhalt, den die beiden Gra-
fen zu f und g einschließen. 

 

c) Ermittle den globalen Tiefpunkt des Grafen von f und zeige, 
dass er durchweg linksgekrümmt ist.  
 

d) Untersuche  den Grafen von g auf sein Krümmungsverhalten.  
 

Aufgabe 7: Transformation der natürlichen Exponentialfunktion 9 
 
a) Skizziere  die Grafen zu den Funktionen Æ, ÆȟÆȟÆ und Æ mit den dazugehörigen Funktions-

gleichungen ÆØ ÅȟÆØ Å ρȟÆØ ÅȟÆØ Å  und ÆØ Å . 
 
b) Beschreibe begründend, wie die Grafen von ÆȟÆȟÆ und Æ aus dem Grafen der natürlichen Ex-

ponentialfunktion hervorgehen.  
 

c) Begründe  anhand der Ergebnisse aus a) und b), dass ÆǰØ Å  sein muss.  

                                                 
8 ÌÎÂ bezeichnet den Logarithmus von b zur Basis e, d. h. ÌÎÂ ÌÏÇÂ (vgl. Kap. 5) 
9 Modifiziert nach Aufgaben aus dem Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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1.3 Natürlicher Logarithmus - Ableitung der Exponentialfunktion  
 

Aufgabe 1: Natürlicher Logarithmus  
 

a) Bestimme  zeichnerisch den Schnittpunkt S des Graphen der na-
türlichen Exponentialfunktion f mit ÆØ Å und der Geraden g 
mit g(x) = 6. Überprüfe  Deine Ablesung durch eine Rechnung. 

 

b) Wenn die Lösung der Gleichung Å Â (b > 0) gesucht ist, hilft 
uns der Logarithmus zur Basis e weiter. Denn Ø ÌÏÇÂ ist Lö-
sung genau dieser Gleichung. Hierfür schreiben wir zukünftig 
kürzer ἴἶἪ und nennen diesen Ausdruck den natürlichen Lo-

garithmus von b . 
 

(1) Überprüfe  die Ablesung aus a) geeignet mit dem natürlichen 
Logarithmus.  

 

(2) Begründe : Å Â Â π und ÌÎÅ Â Âɴ ᴙ  
 

(3) Zeige: ÌÎρ πȟÌÎÅ ρ ÕÎÄ ÌÎØ π ÆİÒ Ø ρȢ 
 

(4) Weise nach: Jede Exponentialfunktion lässt sich durch ÆØ Á Å Ͻ als Exponential-
funktion zur Basis e darstellen. 

 

Definition :  
 

Für eine positive reelle Zahl b heißt die Lösung x der Exponentialgleichung Å Â der natürli-

che Logarithmus von b . Man schreibt ὀ  ἴἶἪ. 
 

Merksätze : 
 

(1) Es gilt: ἭἴἶἪ Ἢ Â π und ἴἶἭἫ Ἣ Ãɴ ᴙ . Die Rechenoperationen  Åȣ und ÌÎȣ  he-
ben sich gegenseitig auf, sind also Umkehroperationen zueinander. 
 

(2) Jede Exponentialfunktion lässt sich zur Basis e schreiben durch Ἦὀ Ἡὀ ἭἴἶἩϽὀ. 

 

c) Schreibe die Funktionen f, g, und h mit ÆØ σȟÇØ  und ÈØ πȟς zur Basis e. 
 

d) Gib die Lösungen mithilfe des natürlichen Logarithmus an und bestimme  dann einen Nähe-
rungswert. 10 
 

(1) Å ρυ ς Å ςȟτ σ Å χ (4) σϽÅ ρφȟς 

υ Å ρπ φ Å ρ (7) Å υ ψ ςϽÅ υ 

ω Å ρπ ρπ σϽÅȟ ρ ρρ ϽÅ  ρς ϽÅ ȟ  
 

e) Gib die Lösungen mithilfe des natürlichen Logarithmus an. [Hinweis: Substituiere u = Åȟ  löse 
die quadratische Gleichung, bevor du x zurücksubstituierst.]  
 

(1) Å ςϽÅ π ς Å ςϽÅ ρ σ ϽÅ Å  (4) Å Å ρ π 

 

                                                 
10 Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 
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Aufgabe 2: Ableitung und Stammfunktion einer beliebigen Exponentialfunktion  
 

In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass für eine beliebige Exponential-
funktion  f mit ÆØ Á für den Term der Ableitung  ÆǰØ ÆǰπϽÁ 
gilt.  Wir wollen nun herausfinden, welchen Wert in Abhängigkeit 
von a der Proportionalitätsfaktor Æǰπ annimmt.  Mithilfe des GTR 11 
kann die Steigung an der Stelle Null bestimmt werden. Für die 
Funktion f mit  ÆØ ς ist dies in der Abbildung rechts dargestellt.  
 

a) Überprüfe  mit dem GTR die folgenden drei Aussagen für die 
beiden Funktionen f und g mit ÆØ ς und ÇØ τ (vgl. Ab-
bildung rechts): 12 
 

(1) Der Graf Gf ist an der Stelle 0 halb so steil wie der Graf Gg. 
(2) Der Graf Gf ist an jeder Stelle Ø halb so steil wie der Graf Gg. 
(3) Gf ist an der Stelle Ø halb so steil wie Gg bei Ø ϽØ. 

 

b) Zeichne  mit dem GTR verschiedene Grafen von Exponentialfunktionen und notiere  in der fol-
genden Tabelle f´(0). Stelle  einen funktionalen Zusammenhang zwischen a und f´(0) her. 

 

a Å  Å    Å    0,5 2 Å Å 3 Å Å 

fË(0) å     0,6931     
 

c) Wir wollen nun zunächst in zwei Schritten zeigen, dass der Ableitungsterm zur Funktion f mit 

ÆØ Å  folgendermaßen lautet: ÆǰØ ËϽÅ . 
 

(1) Zeige, dass die Funktion f mit ÆØ Å  eine Exponentialfunktion vom Typ  ÆØ Á ist und 

daher für die Ableitung  ÆǰØ ÆǰπϽÅ  gilt. [Tipp: Potenzregel]  
 

(2) Weise mithilfe der h -Methode nach, dass Æǰπ Ë ist und damit mit (1) die Behauptung er-
füllt ist.  Bringe  dazu begründend die folgenden Beweisschritte in die richtige Reihenfolge.  

 

ËϽ
Å Ͻ Å

ËϽÈ
 ËϽ

Å Å

Ô ᴼ
Ͻᴼ

ựựựự  ÅϽ ÅϽ

È
 ËϽρ Æǰπ 

Æπ È Æπ

È
 

Ë

Ë
Ͻ
Å Ͻ Å

È
 

Für die Ableitung einer Expo-
nentialfunktion von der Form 

ÆØ Å  gilt: ÆǰØ ËϽÅ  

Å Ͻ Å

È
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11 Stelle im SET UP Derivative auf ON. 
12 Idee aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 



 

 

14 1.3 Natürlicher Logarithmus  Ableitung der Exponentialfunktion  

14 

Merksatz: Für die Ableitung einer Exponentialfunktion mit ÆØ Å  gilt: Ἦǰὀ ἳϽἭἳὀ Ëɴ ᴙ . 

 

d) Sei f nun eine beliebige Exponentialfunktion mit  ÆØ Á. Beweise, dass für den Ableitungs-
term einer beliebigen Exponentialfunktion  Ἦǰὀ ἴἶἩϽἩὀ gilt. [Tipp: Schreibe f zur Basis e und 
wende den obigen Merksatz an.]  

 

Merksatz: Für die Ableitung einer Exponentialfunktion mit ÆØ Á gilt: Ἦǰὀ ἴἶἩϽἩὀ. 

 

e) Begründe : 
 

(1) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs ÆØ Á lautet: ἐὀ
ἴἶἩ
ϽἩὀ. 

 

(2) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs  ÆØ Å  lautet: ἐὀ
ἳ
ϽἭἳὀ. 

 

Merksatz: Für die Stammfunktionen der Funktionen f mit ÆØ Á und g mit ÇØ Å  gilt:  

ἐὀ
ἴἶἩ
ϽἩὀ und ἑὀ

ἳ
ϽἭἳὀ. 

 

f) Schreibe die Funktionsterme ð falls notwendig ð zunächst zur Basis e, berechne die ersten bei-
den Ableitungen und die Stammfunktion sowie die Gleichung der Tangente im Punkt P.  

(1) ÆØ σȟ0ρȾσ ς ÆØ ȟ0 ρȾτ 

σ ÆØ Ø ς, P(2/f(2))  (4) ÆØ Å τ ȟ0πȾÆπ  
 

Aufgabe 3: Transformationen der natürlichen Exponentialfunktion  
 

a) In der Abbildung rechts sind der Graf der natürlichen Expo-
nentialfunktion f mit ÆØ Å und der Graf einer Exponenti-
alfunktion g mit ÇØ Å  angegeben. 

 

a) Erläutere  mithilfe der Darstellung, warum an der Stelle 0 
die Steigung des Grafen zu g doppelt so groß ist wie die 
des Grafens von f an der Stelle 0. 
 

b) Begründe  mit (1) und unter Zuhilfenahme des Merksatzes 
für beliebige Exponentialfunktionen aus Kapitel 3, dass  
ÇǰØ ςϽÅ  gilt.  

 

b) Durch Transformation kann aus dem Graphen der natürlichen 
Exponentialfunktion ein Graf einer Exponentialfunktion der 

Form Æȟ Ø ÃϽÅϽ ÃȟËɴ ᴙ  erzeugt werden. 
 

(1) Erläutere , welche Transformationen durch die beiden Parameter c und k erzeugt werden. 
 

(2) Beschreibe den Grafenverlauf (Verhalten im Unendlichen, Monotonie, Schnittpunkte mit 
den Achsen, Krümmungsverhalten) für verschiedene Werte von c und k und zeichne mit 
dem GTR entsprechende Beispielgrafen. 
 

(3) Gib erste und zweite Ableitung und Stammfunktion von  Æȟ an. 
 

(4) Weise die Beschreibungen aus (2) in Bezug auf Monotonie und Krümmungsverhalten rech-
nerisch nach. 
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Aufgabe 4: Skizzieren von Grafen, Flächenberechnung und Tangente  
 

Gegeben seien die Funktion f mit ÆØ ς und g mit ÇØ ςØτ. 
 

a) Skizziere die Grafen in ein Koordinatensystem.  
 

b) Weise nach, dass S(1/2) der einzige Schnittpunkt der beiden Grafen ist. 
 

c) Bestimme  mithilfe der Stammfunktionen zu f und g den Inhalt der Fläche, den die Grafen von f 
und g und die y -Achse einschließen. 

 

d) Bestimme  die Gleichung der Tangenten an den Grafen von f im Punkt S. 
 

e) Gesucht ist der Graf einer Exponentialfunktion der Form  ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ , der eine zu g pa-
rallele Gerade als Tangente besitzt. Ermittle  einen Lösungsansatz für die Bestimmung der ge-
suchten Exponentialfunktion und begründe , warum k < 0 sein muss. 

 

Aufgabe 5: Flächeninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte  
 

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit  
den dazugehörigen Gleichungen ÆØ Ø ς πȟυ 
und ÇØ ς ς ρȟυ gegeben. Die Grafen sind 
rechts dargestellt. 
 

a) Zeige rechnerisch, dass -1 und 0 Schnittstellen der 
Funktionsgrafen zu f und g sind.  

 

b) Bestimme  rechnerisch den Flächeninhalt, den die 
beiden Grafen zu f und g einschließen (vgl. Abb.). 

 

c) Untersuche die Grafen von f und g auf lokale und 
globale Extremstellen.  
 

d) Untersuche  beide Grafen auf ihr Krümmungsver-
halten. 

 

Aufgabe 6: Gilt immer ð gilt nie ð kommt darauf an  
 

Entscheide begründend, ob die 6 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten. 
 

(1) Die Grafen von f mit ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ   haben weder Hoch- noch Tiefpunkte.  

(2) Die Grafen von f mit ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ   haben mit der Geraden y = a genau 1 Schnittpunkt. 

(3) Die Ableitung von f mit  ÆØ ÅϽ Ëɴ ᴙ  ist an der Stelle x = 0 positiv. 

(4) Die Grafen von f und g mit  ÆØ Å Ͻ und ÇØ Á sind für a > 0 symmetrisch zueinander.  
(5) Der Ableitungsgraf von f mit  ÆØ Á verläuft für a > 0 immer oberhalb der x -Achse. 

(6) Die Exponentialgleichung ÃϽÅϽ ρ π ÃȟËɴ ᴙ  besitzt genau eine Lösung. 
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1.4 Natürliche Logarithmusfunktion  
 

Aufgabe 1: Funktionspartner 13 
 

Im Folgenden sind 5 Aussagen und 8 Funktionen angegeben. Ermittle  passende Begründungen für 
die Aussagen und ermittle fehlende Funktionspartner.  
 

(1) Der Funktionspartner von Ù Ø ist Ù ЍØ. 

(2) Der Funktionspartner von  Ù Ø ist Ù ЍØ. 
(3) Für ÆØ Ø σ ist keine Partnerfunktion genannt.  
(4) Der Funktionspartner von  Ù σØ lautet Ù Ø. 

(5) Die Funktion Ù  hat sich selbst als Partnerfunktion. 
 

Ù Ø Ù Ø Ù ЍØ Ù σØ Ù Ø σ Ù ЍØ Ù Ø Ù   

 

Aufgabe 2: Umkehrfunktion der natürlichen Exponentialfunktion  
 

In der folgenden Abbildung siehst du den Grafen der natürlichen Exponentialfunktion f mit  der 
Gleichung ÆØ Å, der an der ersten Winkelhalbierenden y = x gespiegelt wurde. In dieser Auf-
gabe soll gezeigt werden, dass der gespiegelte Graf den Grafen der natürlichen Logarithmusfunk-

tion g mit ÇØ ÌÎØ darstellt, der die Ableitungsfunktion  ÇǰØ  besitzt und Umkehrfunktion  

(ăPartnerfunktionò aus Aufgabe 1) zur Funktion f genannt wird. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
13 Aufgabenidee aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2014) 



 

 

17 1.4 Natürliche Logarithmusfunktion  

17 

a) Begründe  mithilfe elementargeometrischer Überlegungen, warum für den Spiegelpunkt 
eines beliebigen Punktes P(x/y) des Grafen der natürlichen Exponentialfunktion P´(y/x) 
gilt. [Tipp: Kongruenzsätze für Dreiecke.]  

 

b) In Aufgabenteil a) haben wir gezeigt, dass für einen beliebigen Punkt P des Grafen der na-
türlichen Exponentialfunktion den dazugehörigen Bildpunkt P´ erhält, indem man x - und y -
Wert vertauscht. Führe die Gleichung Ù Å geeignet in die Gleichung Ù ÌÎØ über . 

 

c) Zeige mithilfe der obigen Abbildung, den beiden Steigungsdreiecken in den Punkten P und 
P´ sowie den Überlegungen aus a), dass die Ableitung der natürlichen Exponentialfunktion 

ÙǰÅ geeignet in die Ableitung der natürlichen Logarithmusfunktion Ùǰ  überführt wer-

den kann.  
 

Satz und Definition:  
 

Der Graf der Funktion g, die man durch Spiegelung des Grafen der natürlichen Exponential-
funktion f mit ÆØ Å an der ersten Winkelhalbierenden erhält, ist der Graf der natürlichen 

Logarithmusfunktion  mit der Gleichung Ἧὀ ἴἶὀ. Man nennt die Funktion g auch eine 
Umkehrfunktion  der Funktion f. Das Umkehren eines Grafen einer Funktion f ist nur dann 
möglich, wenn zu jedem Funktionswert von f genau ein x-Wert existiert. Andernfalls würde 
man beim gespiegelten Graf einem x-Wert des Definitionsbereiches von g (= Wertebereich von 
f) mehr als ein Funktionswert aus dem Wertebereich von g (= Definitionsbereich von f) zuord-
nen, was für eine Funktion nicht möglich ist. Die wichtigsten Eigenschaften beider Funktionen 
sind in fo lgender Tabelle vergleichend dargestellt: 
 

 
Natürliche  

Exponentialfunktion (EXP)  
Natürliche  

Logarithmusfunktion (LN)  

Funktionsgleichung  ÆØ Å ÇØ ÌÎØ 

Graf 

  

Definitionsbereich  ᴙ ᴙ  

Wertebereich ᴙ  ᴙ 

Monotonie  streng monoton wachsend streng monoton wachsend 

Randverhalten 
x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ +Ð x Ƃ +Ð: f(x) Ƃ +Ð 

x Ƃ -Ð: f(x) Ƃ 0 x Ƃ 0: f(x) Ƃ -Ð 

Nullstellen  keine x = 1 

y-Achsenschnittstelle y = 1 keine 

Krümmungsverhalten  linksgekrümmt  rechtsgekrümmt  

Ableitungsterm  Å   
 

 


























































































































































































































































































































































































































